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ABSTRACT

This paper presents a tutorial on the Mixed Ha/H
Control Problem. It is formulated from the usual prob-
lems in the Control Theory and Servomechanisms, show-
ing the existence, uniqueness and regularity conditions
of its solutions. Besides, a direct method for approach
its solution is showed with a certain detail, based on ex-
pansions of redundant generating sets and with the sup-
port of a dual method existent in the literature. The fi-
nite dimension resultant optimization problems are con-
vex, demanding a subgradient associated to the H., re-
striction. It seems non affect the numeric efficiency of
the proposed algorithm, as it can be seen in some exam-
ples.

KEYWORDS: Robust control, mixed Hy/Hy, problem,
direct methods, subgradient.

RESUMO

Neste artigo apresenta-se um tutorial sobre o Problema
de Controle Otimo Hs /Hso, formulando-o a partir dos
problemas usuais da Teoria de Controle e Servomecanis-
mos, mostrando as condigoes de existéncia, unicidade e
regularidade de suas solugdes. Apresenta-se também,
com certo detalhe, um método direto para a aproxima-
cao de sua solucao, baseado em expansoes de conjuntos
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geradores redundantes e em um método dual ja existente
na literatura. Os problemas de otimizacdo aproximan-
tes, convexos e de dimensao finita, exigem o uso de um
subgradiente associado a restricdo H,, 0 que parece ndo
afetar a eficiéncia numérica do algoritmo proposto, como
é mostrado em alguns exemplos de sua aplicacao.

PALAVRAS-CHAVE: Controle robusto,
H,/H.,, métodos diretos, subgradiente.

problema

1 INTRODUCAO

Este artigo apresenta uma visao geral do chamado pro-
blema de controle 6timo Hy /H, partindo da construcdo
dos critérios e restricoes que o definem a sua resolugao
via expansodes sobre conjuntos geradores numericamente
convenientes, um método derivado daquele de Galerkin
(Krasnosel’skii et al., 1972). O objetivo deste artigo é
retomar este importante problema como ferramenta de
projeto de controladores, facilitando o seu uso, e apre-
sentar, com algum detalhe, os resultados de existéncia
e unicidade de sua solugao, bem como a metodologia
de resolugdo desenvolvida em Ades (1999). Esta me-
todologia, aqui discutida pela primeira vez neste nivel
de profundidade, permite o cdlculo da soluc¢do (aproxi-
mada) do problema Hs/H, sem modificar seus critérios
ou restri¢oes, mantendo assim seu significado original, o
que é essencial nos projetos de controladores.

O problema Hs/H, é um problema de controle 6timo
sobre sistemas lineares com critérios quadraticos e res-
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tricdes incorporando a classe de controladores desejada
através da parametrizacdo de Youla (e de parametriza-
¢oes derivadas), acrescido de outras especificacoes en-
volvendo normas Hy e Hy,, entre as quais as de margem
de estabilidade do sistema frente & perturbactes em sua
funcdo de transferéncia (robustez em estabilidade para
perturbacdes nao-estruturadas). A apresentacio deste
problema e do método de resolugdo aqui proposto serd
feita sobre sistemas monovaridveis (SISO), permitindo
uma melhor compreensido dos conceitos envolvidos. Sua
extensdo a sistemas multivaridveis (MIMO), utilizando
técnicas canodnicas neste contexto, serd comentada na
dltima secdo do artigo. Na secdo 3 serd apresentada
a construcdo dos critérios e das restricbes mais usuais,
incluindo o problema do servomecanismo robusto com
especificacoes transitérias. Na secdo 4 serdo apresenta-
dos os resultados de existéncia, unicidade e regularidade
das solucoes do Problema Hs/H.,. Na secdo 5 serd dis-
cutido o método proposto, e na secao 6 apresentados al-
guns exemplos de sua aplicacdo. As notacoes e definicoes
a serem utilizadas, assim como o contexto matematico
dentro do qual serd desenvolvida a teoria, serdo os as-
suntos da secdo 2. Buscou-se, sempre que possivel, citar
as referéncias histéricas, conjuntamente com tutoriais ou
livros editados em portugués. A seguir serd apresentado
um breve histérico do problema, classificando os artigos
encontrados na literatura pela forma como colocam (ou
recolocam) o problema e pelo tipo de técnica utilizada
para sua resolucao.

O problema H, tem sua origem nos artigos de Youla
(1975 e 1976) e sua equipe, sob a denominagdo de
Wiener-Hopf design, onde os critérios quadréticos so-
bre sistemas lineares foram definidos de tal forma que a
varidvel de otimizagao passa a ser o controlador linear
representado no dominio da freqiiéncia. Para que o cri-
tério continuasse quadratico, o conjunto de controlado-
res estabilizantes da planta foi parametrizado de forma
afim por matrizes reais, racionais, proprias e estaveis,
sendo chamada de parametrizagdo de Youla (ver tam-
bém Kucera (1975), Desoer et alii (1980) e Vidyasagar
(1985)). Os critérios utilizados tinham sua origem em
problemas de controle étimo estocastico, modelando to-
dos os sinais ex4genos como processos estocasticos gaus-
sianos estaciondrios. Youla et alii (1985), Park e Bon-
giorno (1989 e 1990) estenderam estes resultados a con-
troladores com dois graus de liberdade e a problemas
onde os sinais exdgenos eram representados como ele-
mentos de familias de fungbes quadraticamente integra-
veis, sem, no entanto, lograrem representar as especifi-
cagoes dos servomecanismos assintéticos habituais, onde
os sinais exdgenos pertencem a familias de sinais persis-
tentes. Cabe ainda assinalar que, na metodologia usada
nestes artigos, ndo eram permitidas plantas com poélos
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no eixo imaginario, o que dificultava seriamente a con-
sideracdo dos sinais de referéncia ou das perturbagoes
persistentes usuais’.

Em Silveira e Corréa (1992), mostrou-se o célculo de
controladores 6timos para a resolucao do problema do
servomecanismo assintético para as classes fornecidas de
sinais de referéncia e de perturbagdo, permitindo a alo-
cagdo de poélos e zeros no eixo imaginario, mesmo nos
sensores, utilizando convenientemente: (i) produtos de
Kronecker; (ii) a resolugao de equagoes diofantinas sobre
o anel das funcoes reais, racionais, proprias e estaveis e;
(iii) a construgdo de critérios suficientemente ricos. Em
Corréa e Silveira (1995) apresentou-se critérios definidos
a partir de minorantes de funcionais para toda a classe
de sinais de referéncia e de distirbios considerada. Es-
tes funcionais foram desenvolvidos a partir de especifi-
cacoOes transitérias e obtidos a partir das propriedades
da transformada de Laplace. Como estes novos crité-
rios obedecem, naturalmente, as condi¢oes de existéncia
e unicidade da solucao do problema Hs, a demonstracao
das solucgoes foi possivel em toda a sua generalidade. A
combinacdo dos diversos critérios também foi possivel,
conforme discutido no artigo citado.

As restrigoes Ho, apareceram em Doyle e Stein (1981) e
Zames (1981), no contexto do robustecimento da planta
face a perturbacoes, em relacao a propriedade de estabi-
lidade, e foram depois exploradas em multiplas direcoes.
Uma descri¢ao completa deste problema pode ser encon-
trada em Francis (1987) e Corréa (1992 e 1994), onde sao
estudados trés casos de interesse, considerando pertur-
bacoes aditivas, multiplicativas ou nos fatores coprimos
da planta, e em Cruz (1996). Outras restrigdes esta-
ciondrias ou transientes podem ser representadas como
restrigoes na norma H,, levando & definicdo de proble-
mas de controle 6timo ditos H.,, como pode ser visto em
Kwakernaak (1986) e Doyle et alii (1992), onde o con-
junto de especificacoes é tratado sob a técnica de loop

LA metodologia proposta por Youla e sua equipe difere essen-
cialmente da utilizada no Problema Linear Quadratico (LQP) e
no Problema Linear Quadrético Gaussiano (LQG), como apresen-
tada em Athans e Falb (1966) e em Kwakernaak e Sivan (1972),
ndo apenas pela abordagem freqiiencial (que reencontra o enfoque
original de Wiener), mas pela possibilidade de imposicdo direta
da estrutura do controlador. O “problema do servomecanismo
6timo” tratado no LQP pressupde ou o rastreamento em média de
sinais fixos e de quadrado integrdvel (donde ndo-persistentes) ou
a adicdo do modelo interno da classe de sinais a ser rastreada as-
sintoticamente a planta a ser controlada e a mudanga de parte do
controlador para cada novo sinal a ser rastreado assintoticamente.
De fato, o controlador passa a ser afim, somando-se & parte linear
um sinal, solu¢do de nova equacido dependente do sinal particu-
lar escolhido (Saeks e Murray, 1981). Naturalmente, no caso de
rastreamento assintético de sinais do tipo degrau, esta parte afim
reduz-se & multiplicagdo do valor assintético pretendido por uma
constante, como ja mostrado em Athans e Falb (1966).
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recovering, e Cruz (1996).

O problema Hy/H, conjugando critérios quadraticos
com restricoes de robustez em estabilidade na norma
H,, foi inicialmente proposto em Bernstein e Haddad
(1989) e em Glover e Mustafa (1989), gerando, desde
entao, na literatura uma grande variedade de problemas
e diferentes métodos de resolucao. Estes podem ser ini-
cialmente classificados em duas categorias distintas, de
acordo com o critério de otimizacao adotado, conside-
rando se o critério quadratico original foi modificado ou
ndo em funcdo das restricbes Ho,.

Enquadram-se na primeira classe os métodos propostos
em Bernstein e Haddad (1989), Khargonekar e Rotea
(1991) e em Glover e Mustafa (1989). Os dois primei-
ros substituem as equacdes de Lyapunov do problema
H, original (sem restri¢oes) por equagoes algébricas de
Riccati (ou de Lyapunov) convenientemente adaptadas
gracas a um lema de Willems (Willems, 1971), gerando
limitantes superiores do critério Hoenglobando as res-
tricoes Hoo. O método descrito em Bernstein e Haddad
(1989) recai na resolucio de um sistema de trés equagoes
algébricas de Riccati acopladas, enquanto o de Khargo-
nekar e Rotea (1991) propde uma mudanca de varid-
veis levando a um problema de otimizacao convexo em
dimensao finita igual a da ordem da planta. Em Glo-
ver e Mustafa (1989) modifica-se o problema original,
substituindo-se o critério Ho, pelo da méaxima entro-
pia, mantendo a restricdo de robustez em estabilidade
na norma H,,. Este problema, embora possuindo uma
elegante solucdo, é, a rigor, distinto daquele aqui discu-
tido. Outros artigos, como Peres et alii (1993), usam
critérios convexos que nao absorvem com naturalidade
as restrigoes impostas por servomecanismos assintoticos,
tratando as restricoes Ho, pela adaptacao de equacdes
de Riccati e de Lyapunov na forma citada acima, e di-
ferem, também, do problema aqui discutido.

Os demais métodos apresentados na literatura manipu-
lam o problema Hy /H, usando os critérios originais, po-
dendo ser subdivididos entre aqueles que geram solucoes
de problemas aproximados de forma direta via espaco
primal, aqueles que utilizam desigualdades matriciais li-
neares (LMIs), e por fim, os que resolvem por dualidade,
versoes relaxadas do problema original. No primeiro
grupo situam-se os métodos de Boyd et alii (1988), Sz-
naier et alii (1997), Scherer (1993), bem como o apresen-
tado neste trabalho. No segundo grupo enquadram-se
os métodos propostos por Safonov e Goh (1994), Sche-
rer (1995), Sales e Corréa (1998) e em Sales (2000), e no
terceiro, o método proposto em Corréa et alii (1997).

O artigo de Boyd et alii (1988) ndo trata diretamente

da resolucéo numérica do problema H, /H,, mas propoe
algumas idéias basicas referentes a utilizacdo de bases
ortogonais do espaco de Hardy Hi, compostas por fun-
¢Oes racionais. Em Scherer (1993) comenta-se o uso das
conhecidas funcoes de Laguerre e é proposto um algo-
ritmo tedrico para deteccdo da ordem da solucdo 6tima
de um problema H,/H,, multiobjetivo, caso exista esta
solugdo. O trabalho de Sznaier et alii (1997) fornece li-
mitantes inferiores para o valor étimo do critério com
o auxilio das fungoes de Laguerre. Apesar de interes-
santes do ponto de vista tedrico, as solucdes obtidas
neste ultimo artigo nao produzem bons limitantes, pois
o problema original é subdividido em dois subproble-
mas, sendo a restricdo tratada independentemente do
funcional de custo quadréatico. Os trabalhos de Safo-
nov (1994), Scherer (1995) e de Sales e Corréa (1998)
propoem resolver o problema via desigualdades matri-
ciais lineares (LMIs), porém impondo restri¢oes adicio-
nais que conduzem a controladores ndo apropriados (cf.
(Sales, 2000)). Em particular, Scherer (1995) iguala dois
parametros independentes, levando a um novo problema
com propriedades diversas do original. Em Sales (2000)
discute-se problemas de viabilidade a partir da resolucao
de desigualdades matriciais lineares e bilineares depen-
dentes da freqiiéncia via desenvolvimentos do método
proposto por Corréa et alii (1997).

O método de Corréa et alii (1997) é baseado na aborda-
gem do problema original de forma dual a partir de uma
seqiiéncia de problemas Hs, cujas solugoes formam uma
seqiiéncia aproximante, fornecendo limitantes inferiores
para o valor 6timo do critério adotado no problema ori-
ginal. A seqiiéncia de aproximantes assim obtida é nao-
vidvel e possui rapido crescimento de ordem. O artigo
sugere a utilizacdo do método de reducao de ordem via
realizagoes balanceadas a fim de tratar o efeito mencio-
nado.

Até 1999, em nosso conhecimento, nao havia sido de-
monstrada a existéncia de solugdo do problema Hy /Ho,.
Sobre suas propriedades, supondo sua existéncia, Me-
gretski (1994) demonstrara que a solugdo 6tima, caso
existisse, seria de dimensao infinita, salvo se a restricao
H, fosse obedecida pela solucdo do problema quadré-
tico sem restrigoes. Ja Corréa et alii (1997) mostrara
que a solucao, caso existisse, pertenceria a casca convexa
da restricdo Hy,. Os demais artigos ou substituiram o
problema original por novos problemas em que a solu-
cao seria passivel de ser determinada, ou construiram
seqiiéncias de problemas convergindo em algum sentido
para o problema original, ndo demonstrando sequer que
as solucdes dos problemas aproximantes formariam uma
seqiiéncia aproximante para a solucéo do problema ori-
ginal.
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A demonstracdo da existéncia e unicidade da solucao do
problema Hy/H, em ambiente Ho, foi anunciada pelos
autores (1999) e apresentada em Ades (1999). Um es-
tudo mais profundo desta demonstracdo (sob hipéteses
mais gerais) e da regularidade da solucdo 6tima pode
ser encontrado em Silveira e Ades (2000) e em Silveira
(2001). O conhecimento da existéncia da solugao Gtima
e de suas propriedades permitiu refinar o método de Ga-
lerkin, levando ao método sugerido nestes trabalhos e
apresentado aqui em detalhe.

O método proposto neste artigo tem por fim a obtencao
de solucoes aproximadas de dimensao finita e vidveis
para o problema H,/H, a partir do método de Galer-
kin, usando conjuntos geradores previamente escolhidos
para o espaco das solugoes. Truncando-se o conjunto,
determina-se a prior: a ordem da solucao aproximada a
ser calculada, e ajusta-se os coeficientes dos vetores es-
colhidos com auxilio de um método de otimizagao apro-
priado. Pela prépria natureza do método, os valores do
critério quadratico calculados sobre as solugdes aproxi-
madas sao limitantes superiores do critério 6timo, sendo
estas solucoes aproximadas vidveis.

Entre as possiveis bases a serem empregadas, a mais co-
nhecida é a das fungoes de Laguerre (Hille, 1976). Na se-
¢ao 5 serao apresentadas outras bases ortogonais que po-
derao ser utilizadas pelo método proposto, assim como
um método geral de construcao de conjuntos geradores
redundantes mais convenientes para a resolucao numé-
rica do problema que as bases ortonormais habituais.
O problema de otimizacdo de dimensdo finita, encon-
trado apdés o truncamento do conjunto gerador, embora
convexo, nao ¢ diferenciavel. Para sua resolucao foi uti-
lizado o algoritmo BFGS (Bazaraa e Shetty, 1993) com
busca unidimensional realizada pelo método de Wolfe
(Bonnans et alii, 1997), complementado pelo uso de um
subgradiente da restri¢do He,. O algoritmo assim pro-
posto funcionou de forma surpreendentemente eficaz e
regular, apesar do uso de subgradientes, tendo sido tes-
tado em varios problemas benchmark, como mostrado
por Ades (1999) e na secdo 6.

De posse das aproximacgoes calculadas por Corréa et
alii (1997) e daquelas geradas pelo método proposto,
tornou-se possivel calcular limitantes superiores e infe-
riores do valor étimo do critério, permitindo avaliar a
precisao da solucao obtida.

O histérico acima apresentado foi direcionado em func¢ao
do método a ser aqui discutido, o que é compreensivel
por razoes de extensdo e de foco. Assim, os fortes e
belos desenvolvimentos da Teoria de Sistemas Lineares,
como mostrados em Zhou et alii (1996), e em especial
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os relacionados a realimentacdes de estado, realizagoes
balanceadas, equagdes de Riccati e de Lyapunov, nao fo-
ram citados - o que nao é fazer justica a sua relevancia.
Estes resultados sao essenciais aos métodos aqui apre-
sentados, principalmente se for considerado que, como
os calculos polinomiais ndo sdo numericamente robus-
tos, obriga-nos a calcular as diversas fatoragoes usando
equacgoOes na forma de estado. Mais precisamente, na
metodologia aqui desenvolvida, apenas duas secdes da
obra citada néo foram explicitamente utilizadas!

2 NOTACAO E CONCEITOS BASICOS

A notagdo utilizada é a habitual na literatura da &rea,
conforme Zhou et alii (1996). Por C¢ (C?) representa-se
o semiplano aberto complexo a direita (& esquerda) do
eixo imagindrio. Para uma funcdo de transferéncia G(s)
define-se G*(s) = G*(—s). O grau relativo de uma fun-
¢do racional K(s) = N(s)D~1(s), representado por 9,K,
é o grau de seu denominador D(s) subtraido do grau de
seu numerador N(s), ambos supostos polinomiais. Por
L? denota-se o espaco de Hilbert das funcdes quadrati-
camente integraveis sobre o eixo imagindrio, munido do
produto interno:

oo

mmz/#wmmwmz/ﬂ%mmmm(n

o0

Por H? (H?) denota-se o subespago das funcoes em L?
analiticas em C¢(C?), tais que a norma induzida pelo
produto interno em (1) nas retas a+iw, w percorrendo
os numeros reais, para todo a>0 (a<0), é finita. Es-
tes espagos sdo equipados com a norma L2, neste caso
denominada norma H:

|uﬁ=/7wmmwm=uw (2)

A decomposicio de uma funcdo f € L? em parte estdvel
e parte instdvel serd representada como f = [f]4 + [f]_,
[fl+ € H2, [f]- € H2. []+ e []- denotam as projecdes
ortogonais de f em H} e H?2, respectivamente. Cumpre
lembrar que estes dois espagos sdo subespacos fechados
e ortogonais de L2, conforme a teoria dos espacos de
Hardy H? e H?, exposta em Hille (1976) e Vidyasagar
(1985).

Por L designa-se o espaco de Banach das fungoes es-
sencialmente limitadas sobre o eixo imagindrio. Por HS°
(H*) denota-se o subespaco das func¢oes em L anali-
ticas e limitadas em C¢(C?), equipados com a norma
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definida em (3), neste caso denominada norma H,:
9 llo := esssup |g(iw)] 3)
wER

Por L' designa-se o espaco das funcdes absolutamente
integraveis (segundo Lebesgue), e por E{.} a esperanca
matemadtica da expressdo entre colchetes. Com esta no-
tagdo, serao representadas as seguintes densidades es-
pectrais de poténcia: ®,(s) = E{r*(s)r(s)} = &% (s)dr(s),
Da(s) = E{d"(5)d(s)} = 63(5)a(s).

Os espacgos de Hardy ponderados de ordem -k, assunto
de defini¢oes e teoremas na secao 4, serdo representados
por Hf_’fk, onde (f, g), e |l f ||, representam o produto
interno e a norma nestes espagos.

Supde-se conhecidos a teoria e os métodos de fatoragdo
coprimas de fungoes racionais como quocientes de matri-
zes racionais préprias estaveis e seu uso na resolugao de
equagoes diofantinas sobre o anel euclidiano das matri-
zes polinomiais e o das matrizes reais, racionais préprias
estdveis, como exposto em Vidyasagar (1985) e Silveira
(1995), por exemplo. O méximo divisor comum de f e g
serd representado por MDC{f,g}.

As notagoes relativas ao caso multivaridvel serdo apre-
sentadas diretamente na secéao 7.

3 CONSTRUCAO DO PROBLEMA
H2/Hoo

Nesta secao serd construido, a partir dos problemas de
controle que o motivam, o problema Hy/Ho, a ser tra-
tado. Serdo considerados apenas problemas monovaria-
veis (SISO), dado que sdo suficientes para compreender
as idéias centrais, evitando que sejam encobertas pe-
las tecnicalidades e pelas notacdes necessirias ao caso
multivaridvel (MIMO), extensdo que serd indicada na
penultima se¢do do artigo.

O problema de controle a ser discutido é, em esséncia,
o problema do servomecanismo assintotico, com impo-
sicdo do comportamento transiente e da redugio (em
média quadratica) do efeito de perturbagoes via mini-
mizagao de um critério quadratico convenientemente es-
colhido, adicionando-se a exigéncia de robustez em es-
tabilidade face a perturbacées na planta dentro de um
conjunto pré-especificado. Para enfrentar a minimiza-
¢ao do critério serd preciso parametrizar o conjunto de
todos os controladores estabilizantes que resolvem o pro-
blema do servomecanismo assintotico. Em seguida, serd
construido o critério quadratico e, enfim, discutida a ro-
bustez em estabilidade e algumas outras especificacgoes,
terminando a defini¢do do problema.

3.1 O Problema do Servomecanismo Assin-
totico e a Parametrizacdo de suas So-
lucoes

Suponha uma planta linear e um controlador com dois
graus de liberdade descritos por:

y(s) | _ | Pu(s) Pra(s)

Pos(s)

u(s) = C1(s)r(s) + C2(s)[2(s) — v(s)] + w(s)

onde f(s) representa a transformada de Laplace da fun-
cao f(t); y(t) e z(t) representam a saida a ser controlada
e a saida medida; u(t) e d(t) representam a varidvel de
controle e o sinal de perturbagdo sobre a planta; r(t)
representa o sinal de referéncia indicando o comporta-
mento assintético desejado para y(t); w(t) e v(t) repre-
sentam ruidos; as funcdes reais racionais préprias Py (s)
representam as funcoes de transferéncia descrevendo a
planta P(s); e as funcdes reais racionais préprias C;(s)
representam as funcoes de transferéncia descrevendo o
controlador C(s).

B 1)21 (S)

»

planta P(s)
d PI 1 PI 2 y
Py Py
+ u
w z
+

+

controlador «— y
C(s) — 1

Figura 1: Diagrama do sistema controlado.

Os conjuntos de sinais de referéncia e de perturbacio
sao descritos por:

(5)

sendo VU, (s) e U4(s) fungdes reais, racionais, bipréprias
e estaveis dadas com todos os seus zeros na regiao de
instabilidade, p.(s) e pq(s) fungdes reais, racionais, es-
tritamente proprias e estdveis variando livremente de
forma a descrever as classes de sinais de referéncias e
de disturbios. Serdo supostas conhecidas as fatoracoes
coprimas (no anel euclidiano das fungoes racionais pré-
prias estdveis) Py;(s) = Ny;(s)[Dg;(s)] 7!, onde Ny;(s)
e Dy;(s) sdo funcdes racionais préprias estdveis, com
Dyj(s) biprépria. As funcdes reais racionais préprias
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estdveis X(s) e Y(s) (a dltima sendo biprépria) serao de-
finidas pela equacdo diofantina (Identidade de Bézout):

(6)

Um estudo mais aprofundado das equagoes diofantinas
e das fatoragoes, polinomiais ou sobre o conjunto das
funcoes reais, racionais, préprias e estaveis, pode ser en-
contrado em Vidyasagar (1985), Corréa (1992) ou em
Silveira (1995), mostrando que (6) possui solugoes Y(s) e
X(s) se e somente se Do (s) e Noj (s) sdo coprimos. O ul-
timo texto mostra como calculd-las a partir de solucoes
da equacdo polinomial correspondente para fatoracoes
(coprimas) polinomiais de Pa; (s), seguindo diretamente
o caminho encontrado por Youla e sua equipe.

Y(S)D21 (8) + X(S)Nzl(s) =1

O controlador serd suposto na forma [Cy(s) Ca(s)] =
[De(s)] 1. [Ne1(s) Nea(s)], sendo o par {D.(s) , Nea(s)}
coprimo e D.(s) bipréprio. Serdo supostas as condigoes
de estabilizabilidade da malha (Nett, 1986), isto é, que
as funcbes racionais:

sejam préprias e estaveis. Neste caso, mostra-se por
Nett (1986), Silveira (1995) e Corréa (1992), que o con-
junto dos controladores estabilizantes da malha é des-
crito por:

Ci(s) = [V (s) + K (s)Noa(s)] 7' M(s)
Ca(s) = [V(s) + K (s)Naa (5)] ' [X (s) — K (s) Do (s)]

para M(s) e K(s) percorrendo o conjunto das fun-
¢Oes reais racionais préprias estdveis tais que [Y(s) +
K (s)N21(s)] é uma funcdo biprépria. Usando este con-
trolador, pode-se calcular algebricamente o erro e(s) =
r(s) — y(s) e o controle u(s), levando a:

€= (1 - QGM)‘II;I:U'T - (QaKQb + Qc)mglﬂd
w= Doy MU i, — (X = Dt K)Qp ¥ ;" 1

onde o argumento complexo “s” deixou de ser represen-
tado por simplicidade de notagdo (quando houver risco
de confusao, os argumentos “s” e “t” serao devidamente
explicitados). O importante para a construcio do pro-
blema é que estas expressoes sejam funcoes afins dos
parametros K e M, funcbes reais racionais proprias es-
taveis.

Como e(s) é uma fungao racional, e(t) — 0 se t — o0
para todo p, e todo pg (como definidos) se e somente
se (1 - QuM)T; ! e (QuKQp+ Q.)¥,;" sio fungdes es-
taveis, isto é, possuem todos os seus polos na regiao de
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estabilidade (Corréa, 1992), (Silveira, 1995). Estas sao
as condigoOes de rastreamento assintético de sinais de re-
feréncia r(s) da classe descrita por "y, e de rejeigao
assintética de perturbagoes d(s) da classe descrita por
\1151 1a, conduzindo as equagoes diofantinas:

QaM+FrlIIr:leQaKQb"‘FdlIId:_Qc (7)
soluveis se e somente se o par {Qq, ¥} é coprimo e
se 0 MDC{Q,Qp, ¥4} divide Q.. Resolvendo as duas
equacoOes em (7), encontra-se que:

M=X,+G¥,

para toda funcao racional prépria estavel G, X, tal que
Q. X, +Y,. U, =1 (existindo pela coprimicidade pressu-
posta) e:

K= —XdQc + H‘i’d

Para toda funcdo racional prépria estavel H tal que
[Y + (H¥y — X4Q.)No1] seja biprépria, Q e ¥y obti-
dos de Q,Qp e de ¥y, respectivamente, dividindo-os por
MDC{QaQb,\I’d},Xd tal que Q_Xd + \I»'dyd =1 (exis—
tindo, pois Q e ¥y sdo coprimos por construcio).

Expressoes semelhantes podem ser encontradas para
a rejeicao assintética de ruidos v(s) no sensor, onde
u(s) = Ci(s)r(s) — C2(s).[z(s) + v(s)], exigindo novas
condicoes de coprimicidade para a existéncia de solugoes
(Silveira e Corréa, 1992). Controladores com um grau
de liberdade podem também ser considerados, fazendo-
se C(s) = Cy(s), isto é, M = X — K Ds1, 0 que exigird
novas condicoes de coprimicidade. Controladores qua-
litativamente robustos, isto é, aqueles que mantém as
propriedades de rastreamento assintético para as pertur-
bacbes na planta suficientemente pequenas e dentro de
uma regido admissivel dada (Silveira, 1996), também le-
vam a parametrizacdes mais complexas. Finalmente, se
y = z (o sinal controlado coincide com o sinal medido),
as condicoes de Nett (1986) recaem no caso cldssico onde
Q. e Qp representam o numerador da planta.

3.2 Construcdo do Critério Quadratico

A substituicdo dos valores de K e M na expressao de
e(s) e de u(s acima leva, depois de alguns célculos, a:

e={[(1 - QuX) ¥, '] = QuGlpur+
+{(QXaQ: — Q¥ — QH}pua

u = {Do1 [X, 9" + G}~
—{(X + D21 X4Q:)Qv¥ ;" — Do1 HQp }pta

(8)

onde todas as parcelas de (8) sao fungdes reais racionais
préprias estdveis, gragas as equagdes em (7).
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Deseja-se construir um critério quadrético sobre e(t) e
u(t), considerando todo o conjunto de sinais de referén-
cia e de perturbacoes, isto é, independente de u, e de
pq. Para isso, seguindo Corréa e Silveira (1995), serd
aplicada uma conhecida propriedade da transformada
de Fourier (Rudin, 1966, Theorem 9.6) ao erro filtrado
é(s)= W,(s)e(s), sendo W,.(s) uma funcao racional tal
que é(s) seja estritamente prépria e estavel. Como a
fungao é(t) é continua e limitada,

sup le)] < I{[(1 - QuX:r) ¥, ] — QuGpun+
+{(@XaQc — Q)Y — Doy HQy}pralr

onde || f(.)||1 representa a norma L' da funcio f(s) res-
trita ao eixo imaginario. Usando que os termos entre
colchetes, p.(s) e pq(s) sdo quadraticamente integraveis
sobre o eixo imaginério, e elevando a expressao ao qua-
drado, pode-se verificar que (usando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz):

sup [&(8)]” < [[W{[(1 - QuX,) ¥, '] -
teER

— QaG}[3llr |13 se pa =0
sup e < IW{(QXaQc — Q) ¥y~
S

— Doy HQu}[3l1all3 se p1r =0

com [|f(.)||2 representando a norma quadratica de f(s)
definida na secdo 2. Assim, as minimizacoes dos termos
quadréticos que multiplicam ||,]|3 e ||pal|3 estao relaci-
onadas com a minimizac¢ao do valor maximo do médulo
do erro (no tempo t) para todos os sinais de referéncia e
de perturbacéo considerados. As defini¢des dos critérios:

Jer (G) = [[W,{[(1 - QaXr)‘I’;l] - QaG}IB €
Jea(H) = [[W,{(QXaQc — Qc) V" — Doy HQu I3

passam a ser naturais, lembrando que estao relacionados
com o comportamento transitério do sistema controlado.
Um estudo mais aprofundado desta relagdo encontra-se
em Corréa e Silveira (1995). O uso do filtro W,. é essen-
cial para evitar descontinuidades iniciais nos termos que
formam e(t), sem o que impossibilitariam as majoragoes
utilizadas.

A construcdo de um critério envolvendo u(s) ndo pode
seguir o mesmo caminho, pois, como r(s) é um sinal per-
sistente, donde ndo pertencente a L2, u(s) também serd
um sinal persistente. A solucdo consiste em conside-
rar um critério apenas sobre a parte transitéria de wu(t),
retirando-lhe sua parte estaciondria. De fato, mostrou-
se mais interessante (Corréa e Silveira, 1995) definir um

sinal ponderando convenientemente as duas partes por:

i = [Do1 X,V p, ]+ + Doy Gy +

+ (1= W) [D X, ¥ ] (se g = 0),
onde W,, é uma func¢do racional, estritamente prépria
e estavel, tal que o ultimo termo da expressao seja tam-
bém estavel. Calculos diretos com as integrais definindo
as normas quadraticas mostram que, sempre para fg =
0:

2
ally < WMy + MG [,

onde M,, e M, sdo fun¢des racionais préprias tais que
WieuM o € M, sd0 estaveis e as normas quadraticas sao

finitas para todo G, sendo ||z, || @ norma euclidiana ha-
bitual do vetor real formado pelos coeficientes numéricos
do numerador de pu,(s). Consideragdes andlogas para o
caso em que p, = 0 e pug # 0 levam, mutatis mutandis,
a uma expressao da forma:

2
Il < Wit Moo + Mar HIE | 7o

As definicoes dos critérios:

Jur(G) = ”Wrquo + MTIGH; €
Jua(H) = WauMao + MarH]J3

passam a ser naturais, observando-se que estdo rela-
cionados com o comportamento transitério do sistema,
controlado para todos os sinais de referéncia e de per-
turbagao considerados. Um estudo de como a escolha
dos filtros de ponderacao W,., W, e Wy, afeta o regime
transitério do sistema controlado aparece em Corréa e
Silveira (1995). Neste trabalho também é demonstrado
que a minimizacao dos critérios compostos:

Jo(G) = Jer (G)+padur(G), Jy(H) = Jea(H)+ppJua(H)
sempre possui solugdo para p,>0 e pp>0, com G(s) e
H(s) funcgoes racionais préprias estdveis. Este ponto
serd revisto mais adiante sobre o problema Hs geral.

Critérios quadraticos como os construidos acima sao de-
nominados de “desempenho quadratico” na literatura.
Outras motivagoes para critérios deste tipo podem ser
encontradas em Chaoubah (1999).

Em problemas de controle 6timo estocastico (LQG) sur-
gem também critérios quadraticos deste tipo quando os
sinais de perturbacao sao modelados como processos es-
tocésticos gaussianos estaciondrios e de média nula, com
densidade espectral de poténcia conhecida, como nos
artigos ja citados de Youla e sua equipe. Neste tipo
de problema busca-se minimizar uma combinagcao linear
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positiva das integrais no tempo das covariancias do erro
e(t) e de u(t). Denotando as densidades espectrais de
poténcia de r(t) e de d(t) por ®,(s) e ®4(s), respectiva-
mente, e sendo p um nimero real positivo, os calculos
acima mostram que os critérios quadraticos associados
podem ser escritos como:

J(G, H) = E{/ [e" (t)e(t) + pu” (yu(t))dt} =
0

oo

= [ BT @) + B (5)us)mrod

—0oQ

que, apods o uso das expressoes (8) e das decomposigoes:

E{rT(s)r(s)} = @.(s) = ¢;(5)¢r(5)
E{d" (s)d(s)} = a(s) = ¢3(s)¢a(s)

(onde ¢, (s) e ¢q(s) sdo racionais, proprias, estdveis e de
fase minima), chega-se a:

J(G, H) = [[[(1 - QuX,) — QuG¥, )¢, |2 +
+ oD X, + G, |12 +
+[|(QXaQc — Q) — QHI a5 +
+ p|[[(X + D21 XaQc)Qs — D21HQb‘I/d]¢d||z

com p > 0, gerando novos funcionais quadréticos a se-
rem adicionados aos anteriores. Funcionais correspon-
dentes a ruidos como v(t) e a sinais como z(t) sdo cons-
truidos em Silveira e Corréa (1992) e, um funcional con-
siderando o efeito de primeira ordem em variaces na
planta é construido em Youla et alii (1976).

A soma destes diversos funcionais quadraticos, apds al-
guns calculos (que, para sistemas multivaridveis, fazem
apelo ao produto de Kronecker), conduz a funcionais do
tipo:

Ja(G) = 7

onde T'(s) = I'(s) (isto é, I'(s) é uma funcdo “para-
hermitiana”) ndo possui pélos ou zeros no eixo imagina-
rio, sendo fatoravel (por um conhecido teorema devido
a Youla) como I'(s) = ®*(s).®(s), sabendo-se que ®(s)
é uma funcao real racional, estavel e de fase minima. De
fato, a combinagao de diferentes critérios como os des-
critos acima busca evitar que I'(s) tenha zeros ou pélos
no eixo imagindrio, como discutido em Silveira e Cor-
réa (1992). Mais ainda, a formagao dos termos permite
mostrar que v(s) = ®*(s)n(s), onde n(s) ndo possui pb-
los no eixo imaginério (embora possa possuir zeros no
eixo imagindrio e pSlos em C7).

[G" ()T (5)G(s) — 2G" (8)y($))eciwdew + T2 (0)
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3.3 Construcao das restricoes

Como é comum em problemas multicritério, pode-se
combinar partes dos funcionais quadraticos ja definidos
entre si usando combinagoes lineares positivas, deixando
os restantes para serem tratados como restri¢oes, no for-
mato:

(8)G(s) — 26" ()3(5)]s—iudeot

/i|
Q
[l
—
)

*
S
=i

+J(0) < A2

com \s um numero real positivo e maior que o minimo
de J(@), de forma que o conjunto assim definido ndo seja
vazio. Essa restricao pode ser vista como uma relaxacao
da condigao de minimizar J(G).

Outros funcionais muito utilizados (como critérios a se-
rem otimizados ou para definir novas restri¢des) empre-
gam a norma do espaco H$°. Uma primeira classe cor-
responde a problemas de filtragem, onde busca-se fazer
o ganho estaciondrio de alguma das funcbes de trans-
feréncia da malha, menor que um valor dado, em uma
determinada faixa de freqiiéncias. Por exemplo, se é
desejado que o ganho estaciondrio da perturbagao d(s)
para o erro e(s) seja inferior a A na faixa de freqiiéncias
[wa, wp], costuma-se escolher uma funcgio racional W(s)
cujo médulo seja aproximadamente unitario em [wq , wp)
e desprezivel fora, buscando fungbes racionais préprias
estaveis H(s) que parametrizam os controladores de in-
teresse tais que:

Slel% |W[QXdQc - Qc - QH\I,d”s:iw =

= |[W[QX4Q. — Qc — QHY ]| < A

Restri¢des deste tipo podem ser escritas englobando as
diferentes especificacbes estaciondrias (sobre “bandas de
freqiiéncia”), como o rastreamento assintético ou a re-
jeicao assintética de perturbacgoes, trocando a condicao
de erro nulo em dada freqiiéncia por ganho limitado
na banda de freqiiéncias escolhida (para as fungoes de
transferéncia de r(s) ou de d(s) a e(s), respectivamente).
Nesta formulagdo recupera-se os problemas originais da
area de controle devidos a Bode, que sdo apresentados
nos textos classicos nas dreas de Controle e de Eletro-
nica Linear (ver Doyle et alii (1992) ou Cruz (1996) para
um desenvolvimento mais detalhado). Este tipo de pro-
blema aparece naturalmente como uma restricdo a ser
obedecida, e nao como um critério a ser minimizado.
Cabe observar que, na formulacio tradicional devida a
Bode, a parametrizacao de Youla nao é usada, sendo o
parametro de projeto a funcao de transferéncia do con-
trolador Cs(s). Neste caso o funcional J(G) deixa de ser
quadratico em relacdo ao parametro.

e Dezembro 2002



Uma variante deste problema aparece quando hé o in-
teresse de aproximar o méximo possivel (no sentido do
ganho estaciondrio) uma das func¢oes de transferéncia
do sistema controlado de um filtro dado. Por exemplo,
deseja-se que a funcdo de transferéncia de d(s) a e(s)
aproxime ao maximo um filtro para perturbaces em
uma dada banda de freqiiéncias, digamos o filtro R(s).
Neste caso o problema passa a ser o de minimizar a di-
ferenca entre os diagramas de Bode das fungoes R(s)
e de [QX4Q. — Q. — QHY4)(s) ao longo da banda de
freqiiéncias de interesse, ou seja, minimizar:

Slé% |W[QXdQc —Qc— QH‘I!d] - R| =

w

= |WIQXuQ. — Q. — QHY4 — R|

onde o filtro de ponderacido W (s) sé é significativo na
banda de freqiiéncias estipulada. Tem-se o chamado mo-
del matching problem, que pode gerar uma restricao na
forma ja estudada, como encontrar H(s) € H® tal que:

Sul; |W[QXdQc - Qc - QH‘IId] - R|s:iw =
we

= ||W[QXdQc - Qc - QH‘IId] - R”oo <A
para A superior ao infimo da expressao.

Uma terceira classe de problemas é chamada de pro-
blema de desempenho H,, onde procura-se minimizar
o ganho do sistema controlado, visto como um opera-
dor transformando sinais de quadrado integravel. Por
exemplo, supondo d(t) de quadrado integrével, com
[[d(t)||]2<o0, o ganho L? do operador que relaciona
d(t) ao erro e(t) é a menor constante real k tal que
[le(t)]l2 < k||d(t)|]2, para todo d(t). Esta constante
depende do controlador escolhido, e o problema busca
escolher o controlador de forma a minimizar k. Deno-
tando a funcdo de transferéncia que relaciona d(s) a e(s)
por Hge(s), o operador de interesse é descrito por:

eft) = / hae(t — 7)d(r)dr < e(s) = Ha(s)d(s)
0

Aplicando a transformada de Fourier e o Teorema de
Parseval ao célculo da norma quadrética (no tempo) de
e(t), encontra-se:

lle(®)]l5 = lle(iw)ll; =
- / |e(iw)|2dw: / |Hde(iw)d(iw)|2dw<

< sup [Hae(i)] / (i) Pdo = || Hae ()12, 1d(2)]2

—0Q

donde x% < ||Hge||%,- Por outro lado, suponha que
[Haelloo = |Hae(iw,)|, para alguma freqiiéncia w,, e
faca d.(iw) = 1 para w € [w, — €,w, + €] e nula fora
deste intervalo. Neste caso ||d:(iw)|]2 < oo, isto é,
d.(s) é uma funcdo de quadrado integravel. Definindo
e:(8) = Hye(s)d:(s), é facil verificar que:

lleclly = 1 Haell%, 1lde]l5 + &(¢), onde &(e) — 0 se e — 0

Assim, a razdo |le:||3/||d:||3 aproxima-se arbitraria-
mente de ||Hg.||%, se e =0, o que implica ser o supremo
da razdo igual a ||Hge||%,, isto é, & = ||Hge||so: 0 ga-
nho do operador sobre o L? associado a Hg.(s) é dado
exatamente por ||Hge||oo-

Substituindo a expressdao de Hge(s) em fungido do pa-
rametro de Youla, dada em (8), e ponderando-a (por
conveniéncia futura do projeto) por um filtro W, o con-
junto de parametros H que limita o ganho L? com x < A
é descrito pela condicao:

”W[QXdQc —Qc— QH‘Ild]”OO <A,
a mesma que apareceu no problema de filtragem acima.

Outros funcionais de desempenho H,, podem ser defini-
dos, considerando a influéncia de perturbacoes e ruidos
quadraticamente integraveis, aplicados a diferentes pon-
tos da malha de controle e influenciando diferentes sinais
de interesse.

A robustez de estabilidade conduz a uma das mais im-
portantes restri¢oes usando a norma H.,. O problema
consiste em escolher controladores estabilizantes que es-
tabilizem ndo s6 a planta nominal, mas também a planta
perturbada, para perturbacoes livres dentro de um con-
junto pré-especificado. Serd desenvolvida aqui uma me-
dida da robustez de estabilidade para perturbacgoes adi-
tivas nao-estruturadas, isto é, quando a planta nominal
P21 (S) é perturbada para P21 (8) + APQl (S), APQI (8) li-
vre no conjunto de funcdes de transferéncia AP(s) tais
que |AP(iw)| < m(w),m(w) uma funcdo de tolerancia
dada. Perturbacoes multiplicativas ou nos fatores co-
primos da planta sdo estudadas em Corréa (1992) e em
Cruz (1996).

Pelo critério de Nyquist, o controlador Cy = [Dea] * Neo
estabiliza a planta nominal Ps; se a curva [Pa;Cs)(w)
envolve o ponto s = —1 + 0¢ tantas vezes quanto o
nimero de pdélos de P Cy no semiplano s aberto a
direita do eixo imaginario, no sentido horario. Para
que o mesmo controlador Cs estabilize todas as plan-
tas perturbadas P> + AP, dada a estabilidade do sis-
tema controlado nominal, |AP(iw)| < m(w), a curva
[(Py1 + APy )Cs](iw) ndo deve tocar o ponto s = —1
para qualquer perturbacdo na classe considerada. Isto
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é, [(P21 + APgl)Cg](lw) ;é —1 para |AP(’L&))| < m(w)
Ou ainda, 14 [(P21 + APy )Cs](iw) # 0 para |AP(iw)| <
m(w). Dividindo a equagdo por 1+ [P Cs](iw), obtém-
se a condicao:

&

[1+ mAP](iw) # 0, para |[AP(iw)| < m(w),

que serd verificada se e somente se:

Cs

—_— , para todo w real.
[1 + P10, P

. 1

w) < ——
Jiw) < s
Costuma-se trocar o uso da fungdo m(w) pelo uso de um
filtro W (s), préprio e estdvel, tal que |W (iw)| aproxime
m(w) por falta, reescrevendo-se a condi¢do como:

Wy ~
——|(iw) < A, para todo w,
5,60 <Ap
ou seja, ||t |l < X onde || . ||o Tepresenta a

norma Hy,. Recalculando a funcao de transferéncia a
esquerda em funcao do parametro H, encontra-se:

WCo(1+ PyyCo) ™' = WDg Ney =
WD [X + XqQcDa1 — HY 4Dy

Relaxando levemente a desigualdade estrita e
transformando-a em uma desigualdade nao estrita,
chega-se a seguinte condicao:

||WD21 [X + XdQcDgl — H\idegl]“OO < A< 5\
semelhante a restricdo de desempenho H.

O uso de perturbacoes multiplicativas leva a condicoes
semelhantes (trocando W Djo por W Njs), assim como
o uso de perturbacoes nos fatores coprimos da planta.
Cruz (1996) desenvolve outras restrigdes deste tipo con-
siderando a robustez de desempenho da planta em rela-
¢ao a perturbacgoes nao estruturadas, além de discutir a
escolha dos filtros de ponderacao W em funcao dos inte-
resses de projeto. Este assunto também pode ser visto
em Chaoubah (1999).

3.4 Formulacdo do problema H,/H

A especificacdo de um problema de controle Hy /H,, con-
siste na escolha de:

e uma classe de controladores parametrizada por fun-
¢Oes racionais préprias estdveis (solucoes do pro-
blema de estabilizacdo, ou de problemas de rastre-
amento assintético e/ ou rejeigio assintética de si-
nais, ou do problema do servomecanismo qualitati-
vamente robusto, ou de outro problema assintético
levando a parametrizacoes convenientes);
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e um conjunto de critérios quadraticos de interesse,
como os construidos acima, a ser reunido em um
Unico critério usando combinacgoes lineares positi-
vas:

JQ(K) =pa||Aa +BaK||§ +- +pn||An +BnK||3

onde pg, ..., pn SA0 nimeros reais positivos estabe-
lecendo a importancia relativa dos diferentes crité-
rios;

e um conjunto de restricdes quadréticas sobre o con-
junto de parametros K construidas da mesma
forma que os critérios quadraticos, na forma geral:

@X = {K : ||CX +DXK||§ < NX}7X: 17"'am

com p, superior ao infimo do funcional que define
©,, de forma a que a restri¢do ndo seja vazia;

e um conjunto de restricoes H,, sobre o conjunto de
parametros construido como acima, na forma geral:

Q= {K:||E,K+FJ|}< \},v=1,..,p

com ), superior ao infimo do funcional que define
Q,, de forma que a restricdo nao seja vazia;

O critério Jo(K) pode ser reescrito, ap6s alguns calculos,
usando a expressdo da norma quadratica (e produtos de
Kronecker, no caso multivaridvel), como:

Jo(K) =

/ [K* ()T() K (5) — 2K (5)7(5)] st + J(0)

onde T'(s), 7(s) e J2(0) sdo definidos por:

D(s) = paBi()Ba(s) -+ puB(5)Ba(s)
V(8) = paBg(s)Aa(s) + -+ + pnBy(s)An(s)
J2(0) = pa”Aa“g + o+ pn”An”g

Definindo os conjuntos 2 e © de acordo com: = (1,
e ® = ﬂx O,, torna-se possivel reescrever o problema

como o de encontrar K tal que:
Jo(K) = inf

KeQnoe 2 (K)

Embora no problema construido nesta secao o objetivo
seja o de encontrar parametros racionais préprios esté-
veis, levando a controladores préprios de dimensao fi-
nita, o problema de otimizacdo resultante somente po-
derd ser resolvido no completamento do conjunto dos
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parametros na norma induzida pela parte quadratica

de Jo(K). Isto é, em geral, o pardmetro 6timo K, se
existir, podera ser irracional, ndo correspondendo a um
controlador de dimensao finita. Na préxima secao se-
rdo apresentados os espacgos naturais para a resolucio
do problema proposto e enunciados os teoremas de exis-
téncia, unicidade e regularidade de suas solugoes.

Preparando esses resultados, convém observar nas fér-
mulas acima que, por construgao,

e as fungdes A,, ... ,A, e as fungdes C,, sdo funcoes
racionais de quadrado integravel, o que equivale a
serem funcdes racionais sem poélos no eixo imagina-
rio e com grau relativo superior ou igual a 1;

e I'(s) é uma funcdo racional sem pélos no eixo ima-
ginario e com grau relativo superior ou igual a 2; e
v(s) é uma funcao racional sem pélos no eixo imagi-
nario e com grau relativo também superior ou igual
a 2;

e as funcoes E, e F,, sao funcbes racionais préprias
sem polos no eixo imaginario, podendo ser bipré-
prias (grau relativo nulo).

Além disso, pode-se estar interessado em problemas pu-
ramente quadraticos (quando 2 ndo é considerado), sem
ou com restri¢oes, ou em problemas sem restrigoes Ho
(quando © ndo é considerado), ou, finalmente, no pro-
blema completo.

4 EXISTENCIA, UNICIDADE E REGULA-
RIDADE DAS SOLUCOES DO PRO-
BLEMA H,/ H.

Para estudar a existéncia, unicidade e regularidade das
solugdes do problema Ha /H serd necessério introduzir
os espacos de Hardy ponderados e suas propriedades,
desenvolvidas em Silveira e Ades (2000) e em Silveira
(2001). De fato, a resolucdo do problema Hs/H, exige
a definicao de espacos funcionais contendo as classes de
Hardy Hi e HS$°, dentro dos quais os critérios como
J5(K) sejam continuos e os conjuntos 2 e © sejam fecha-
dos e limitados. Este é o objeto das proximas defini¢oes.

Definigao 4.1: Seja ®p(s) = (s + 1)7F, Th(s) =
D4 (—5)Pk(s). Dadas duas fungoes f(-) e g(-) de varidvel
complexa s, define-se:

oo

(o0 = / £ (=$)Tu(5)g(8)oiv o

oo

_ / [f (—5) 5 (=)@ ()9(5)]smiwdeo

|INAEN

(faf)k

H i’ﬁk o espaco das funcoes de variavel complexa s, anali-
ticas em C¢, com norma ponderada ||f||2,x finita sobre
toda reta vertical contida em C¢, as normas sobre as
diferentes retas uniformemente limitadas.

Como (f,g), coincide com o produto interno de @ f
por ®xg em L? e ||f|l2x = ||®rf||2 (2 norma de @ f
em L?), demonstra-se facilmente que (f,g), ¢ um pro-
duto interno, que ||f||2,x é a norma quadrética associ-
ada, e que Hf_’fk é um espaco de Hilbert com produto

interno (f,g), e norma ||f[|2,x. Observe que se f(s)
k

é uma funcdo racional, f(s) pertence a Hiﬁ se e So-
mente se é estdvel (donde sem pdlos no eixo imaginério)
e Orf > 1-0,P. A partir destes fatos e de algumas ma-
joragoes simples sobre as fungoes de ponderacao I'y(s),
e da densidade em L? das func¢des racionais estritamente
préprias e sem pdlos no eixo imaginario (Khoan, 1972),
demonstra-se o proximo teorema.

Teorema 4.1: Se 0 < k < m, a inclusdo H? = Hi’o C
Hi’"k C H7™™ é valida e o operador definido por
f(s) — (s + 1)™ % f(s) é uma isometria de Hi’"k em
Hi’_m. Em particular, subconjuntos fechados e limi-
tados de Hi’_k também sdo fechados e limitados em

2,— , . . N . .
Hy™™. Além disso, o conjunto das funcdes racionais
estaveis com grau relativo inferior ou igual a 1-0,®; é

2,2k
denso em H, ".

Demonstra-se também, nos artigos citados, a relacao en-
tre as topologias de H{® e de Hi’_k‘

Teorema 4.2: Conjuntos fechados e limitados em H$°
ainda sao fechados e limitados em H i’_l, donde também
em Hi’_k, para k > 1.

As propriedades do funcional Jo(H) em Hi’*k sdo apre-
sentadas a seguir.

Teorema 4.3: Se (i) 0,y > 0,® + 1, (ii) 0, =m > 0,

(iii) I'(s) nao possui pélos ou zeros no eixo imaginério e

~(s) nao possui pélos no eixo imagindrio, entao:

(a) se 0 < k < m, o funcional J>(K) é continuo em
2,—k,

H>F,
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(b)sek>me K € HY ™" — H»™™ Jo(K) = oo;
(c) Jo(K) é estritamente convexo em Hi’fm.

Gragas a densidade das fungoes racionais préprias esta-
veis em Hf_’_k (ver o Teorema 4.1), o Teorema 4.3 pode
ser demonstrado inicialmente supondo todos os dados
racionais, levando-se, depois, o resultado ao limite na
topologia de Hi’_k. Neste caso, Jo(K) < oo se e so-
mente se 20, K + 20,® > 2 e 0,K + 0,7 > 2, 0 que
é implicado pelas hipéteses do Teorema 4.3 desde que
OKk<meKeH, " poisd,K>1-k>1-m. A
continuidade de J>(K') decorre de:

12K]]3 = |29, ' S K| < l|2@; |31 21K]13 =
= (|28, 31K |2,k se k < m;
12K < sup |(iw) 8" (iw) || K21 se k = m;
w

e calculos andlogos para o termo linear do funcional,
usando:

o0
/ K (—iw)y(iw)dw =< &1 K, ®; 'y >,

7

se k < Oy +1 < m+ 2. A hipéGtese (a) é natural
para os critérios considerados neste artigo, como pode
ser verificado na defini¢ao de (s), comparando seu grau
relativo com o de ®(s).

O Teorema 4.3 permite estudar a existéncia, unicidade
e regularidade das solugdes do problema Hy (sem res-
trigdes) e do problema Hy/Hy,, conforme enunciado no
proximo teorema, que coleta o conjunto de resultados
relativos ao problema demonstrados em Silveira e Ades
(2000), e Silveira (2001).

Teorema 4.4: Suponha vélidas as hipdteses do Te-
orema 4.3. Defina a funcio racional K por K =
®~1[(®*)" 9]+, sendo [.]+ a projecdo ortogonal em H?,
aplicavel devido a hipétese 0,7 — 3,® > 1 e devido a
funcado projetada ndo possuir pélos no eixo imagind-
rio. Observe que 8,K > 1 —m (donde K € HY™™)
e Jo(K) < 0o. Logo, se p=1— 0, K, Hi’_p é 0 menor
dos espacos de Hardy ponderados contendo K ,ep<m
2

2A demonstracio deste fato apoia-se em que BT(R )
O ([(2*)~1)4) — 8,2 = 0,([(2*)"19]4) — m, e em ||®K]|[3
© & 8, K > 1—m, donde Jo(K) < oo & [|[(®*)"1v]+]|2
oo & 0 ([(®*)"19]+) > 1. Por outro lado, sob a hipétese
Oy = 0,®+1, temos que 9, ((®*)"1y) = Opy — 0, ®* = Opy —
P > 0;,® +1— 90, = 1, mostrando que a funcado racional
(®*)~ 1y €L2. Assim sua projegio [(®*)~1v]+ pertence ao mesmo
espago, e 8 ([(®*)~14]4+) > 1. Em conseqiiéncia, J2(K) < oo, isto
é, p<m.

Al

Se k > p, entdo o problema de minimizacio de Jo(K)
sem restricoes possui solugao em Hi’_k, sendo esta so-
lugao tunica e dada por K.

Se 0 < k < p, entdo o problema de minimizacao de
Jo(K) sem restricdes ndo possui solugdo em qualquer
espago Hi’_k , sendo o infimo do funcional nestes espa-
cos dado por Jo(K), K, = (s + 1) ?PK ¢ Hi’_k de-
finindo uma seqiiéncia minimizante em Hi’_k, isto é,
Jo(K,) = Jo(K), onde Jo(K) é o infimo de J5(K) em
Hi’_k (embora K ¢ H_?__k)

Se k >1, se as restricoes O, definem subconjuntos fe-
chados de Hi’_k e se o conjunto de restricbes 2 N O,
definido na secdo 3, ndo é vazio, entdo o problema de
minimizacdo de J(K) para K€ N © possui solucdo

s eyt 2, — . . ~ .
tnica K € HY kA HS°. Mais ainda, a solugdo étima

K pertence ao conjunto das funcgbes aproximaveis por
fungdes racionais na norma de H{° (isto é, é continua
no eixo imagindrio extendido).

Neste tultimo caso, com k > p, o problema pode ser
reescrito em Hi’_k como o da minimizacdo de ||®(K —
K)||2—|®K]|? sob a condi¢io K € 2NO (um problema
chamado, na literatura, de best approzimation).

A demonstracao do item (c) apoia-se no fato de que fun-
cionais estritamente convexos e continuos em espacos de
Hilbert possuem um dnico minimo em conjuntos conve-
xos, fechados e limitados (Ekeland e Temam, 1974, Pro-
position 11.1.2), e no fato de 2 N © ser um subconjunto
convexo, fechado e limitado em H i’_k, por sua defini¢do
e pelos Teoremas 4.1 e 4.2. Com este mesmo argumento
pode-se considerar apenas as restricdes quadraticas ©,,
ou apenas as restricoes definindo 2. A demonstracio
dos itens (a) e (d) decorre do seguinte célculo:

o
JQ(K):||<I>K||§—2/(<I>K)*<I><I>_1(<I>*)_17|s:iwdw
=||®K|3 — 2 < K, [(2*) 1]+ >
= ||K||i -2< Kaf{ >k
=||K - K|} = ||K|; = ||®(K — K)|3 - ||®K]3

onde foi utilizado que, se p < k < m, todos os termos
sdo finitos, que:

(@) 7ty =[(@*) 9]+ + (@) 11]- € L2,
com [(@*) ']+ € H e [(@%) 4] € H?,
e que a parcela instavel, sendo ortogonal a ®K € Hi,

pode ser retirada do termo linear de J»(K) (pois H? e
H?, sao subespagos ortogonais de L?).
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O item (b) decorre da continuidade de Jo(K) em H ~*,
de 8, K, =1—k e de J5(K,) = Jo(K), como demons-
trado em Silveira (2001).

No caso particular onde 0, = 1 e 9,7 = 2, que corres-
ponde ao critério proposto em Corréa e Silveira (1995),
p=m = 1. Donde o problema sem restri¢des possui so-
lucdo tnica em Hi’fl, o valor de J>(K) sendo infinito no
complemento linear desta classe em espacos mais largos.

A figura 2 ilustra as relagbes entre os espacos Hf_’_k e
o comportamento de Jo(K) nestes espacos. A figura 3
ilustra através de um diagrama esquemaético as relacoes
entre os espacos mencionados na figura 2.

H=H'cH)'c. ™ cH .. cHY™ ™!
U T Ty (K)<oo | Tp(K)=co
H” K

+

Figura 2: Relacoes entre os espagos Hi’_k e comporta-
mento de J5(K).

5 UM METODO DE EXPANSAO EM BA-
SES PRE-ESTABELECIDAS

Nesta secao serd discutida a resolugdo numérica do Pro-

blema Hy/H, descrito matematicamente como o se-
guinte problema de otimizagao:

min  Jo(K) = ||A + BK|[} 9

i, () = 14+ BEI )

sujeito a Joo(K) = ||[EK — F|| , < A

As funcoes A e B serfo supostas reais racionais estdveis
e estritamente préprias (donde pertencem a H?). As
funcées E e F devem ser reais, racionais, préprias e
estaveis, estabelecidas a partir do problema abordado,
sendo A escolhido de forma que:

A2 do = min |[EK — FJ (10)
+

O célculo de Ag, de acordo com o que foi definido em
(10), leva ao chamado Problema de Nehari (Zhou et alii,
1996). Em Sales (1994) mostra-se que a desigualdade
na restricio do problema (9) pode ser substituida por
uma igualdade, desde que a solucdo do problema sem
restricao, K , ndo verifique a restrigdo (quando, entéo,
a restricao ¢ inttil). Assim, o problema (9) passa a ser
descrito por:

Figura 3: Jo(K) e os espagos Hi’_k se O,y — 0,® > 1.

min

Jo(K) = ||A + BK]||?
s >(K) = ||[A+ BK],

(11)

sujeito a Joo(K) = ||[EK — F||, = A

O método de Galerkin consiste em, fornecida uma base
para o espaco solucao do problema original e escolhida
uma dimensao n, calcular a solugao do problema restrito
ao subespaco n-dimensional definido pelos primeiros n
vetores da base (truncamento da base). O método faz
sentido se for demonstrado que o limite das solucdes
dos problemas aproximados tende a solugao do problema
original quando n — oo. Por exemplo, usando a base
ortonormal de H? formada pelas fungoes L;(s):

Ll(S) =

V2a (s—a

i—1
, =1,2,... 12
s+a s+a> bata 7 (12)

usualmente denominadas de “funcées de Laguerre”
(Hille, 1976), onde a é uma constante real e positiva,
qualquer fungdo G(s) € Hi’_l pode ser expandida?
COmo:

o0
G(s) = aiLi(s) (13)
i=1
sendo «; um numero real para todo natural ¢. Trun-
cando a série (13) nos seus primeiros n termos e levando-
a (11), obtém-se o seguinte problema:

min J(a) = |4+ BK (@), (14)
sujeito a Joo (@) == [|[EK(a) — F||,, = A
onde K(a) = Y a;Li(s)ea” :=[ a1 as - g .
i=1

3Lembrando que H2 é denso em Hif1 na topologia deste
dltimo (Silveira e Ades, 2000).
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Este novo problema de otimizagao é de dimens3o finita,
com parametro vetorial «, sendo o critério ainda qua-
dratico na nova variavel.

Pode-se também utilizar conjuntos geradores do espaco
de solucdes, mesmo redundantes, desde que as proprie-
dades de convergéncia sejam preservadas. Por exemplo,
serd numericamente conveniente complementar o con-
junto das funcoes de Laguerre com a funcdo constante
Lo(s) = 1, pois o espaco solucao de (11) é Hi’_l, que
contém HS$°. Este novo conjunto gerador nio é mais
uma base, mas permite um controle numérico mais apu-
rado da seqiiéncia aproximante, considerando as apro-
ximacoes do valor em s=o0o0. Outras bases ou conjun-
tos geradores podem ser utilizados, em especial aqueles
construidos a partir do Teorema de Runge (Ades, 1999).

Outros conjuntos geradores podem ser definidos a partir
de bases ortogonais, conforme os autores (1999):

{L},,m=0,1,...}com L} =1e
T _  * (S - a)(m—l)l/ _

Lm—QO (S)W pa,ra,m-l,2,... (15)
onde v é o grau do polinémio ¢(s), denominador da
func¢éo racional B(s) em (14), e

MY m=0,1,...} com MI' =1, M! = L(S) e
(Mo, J 0 Yo stan)

m—
My, =
n s—|—am 1:[ s+af

param—2 3,.

(16)
onde ay é um numero real estritamente positivo para
f=12...

A conduta adotada para solucionar o problema em (14)
consiste em transforma-lo num novo problema sem res-
tricoes via penalidades. Aplica-se entdo o método de oti-
mizagdo BFGS (Bertsekas, 1995), da classe dos métodos
quase-Newton, com busca unidimensional pelo método
de Wolfe (Bonnans et alii, 1997), para solucionar o pro-
blema;:

) = J2+7T1( —)\0)4—71'2 max(O Jso )\)

(17)
onde m e w2 sdo constantes reais positivas calculadas
de acordo com o problema e K é gerado pela base trun-
cada, de acordo com (14). O novo problema possui um
Unico minimo, pois seu critério é estritamente convexo
e a projecao da restricado no subespaco proposto ainda é
um conjunto convexo fechado limitado (ver Ades (1999)
para uma demonstragdo detalhada).

in J.

Para aplicar o método BFGS serd necessario calcular os
gradientes das funcgoes envolvidas em (14). O calculo
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direto do gradiente de J>(a) mostra que:

0Jy 0J 0Js
b= (222 222 1
A e L
onde B
6‘2(2) — 2 < BLo, A+ BEK >,
0 19
=2< BLy,A+ BK >, --
80(1

Um célculo similar para J,, nao é possivel. Em seu lugar
deve-se calcular um subgradiente, conforme serd discu-
tido adiante. Considerando que G(s) seja uma funcao
real, racional, propria e denotando por wy a freqiién-
cia em que ocorre o maximo do médulo de G(iwg), um
subgradiente do funcional J(a) poderd ser obtido de
acordo com o seguinte desenvolvimento. Seja:

0o = [|G(s)]l = sup |G(iw)| = |G(iwo)| =
=VvG* (S)G(S) |s:ia)o = H(S) |8=iwo (20)
e h(s) = G*(s)G(s). Assim, por (20):
H(s) = v/h(s) (21)

Usando uma das expansdes acima:

G(s) = E(s)K(s) — F(s) = »_ a; E(s)Li(s) — F(s)
= (22)
De (21)
0H(s) 1  Oh(s)
dai 2y /h(s) O (23)

De (22) e da defini¢do de h(s):
5) = [Z @ E*(5)L; ()][ ) aiB(s)Li(s)]—
i =0

ZaE* (s)LE(s)|F(s) + F(s [Zal Li(s)])+

+ F* (s)F(s)

Derivando parcialmente (24) em relacdo a «; e calcu-
lando em s = jwy:

Oh(s)

8041' s=iwg
2Re{E(iwo)L;i(wo)[E™ (iwo) K™ (iwo) —
(23):

(24)

F(iwo)l}  (25)

Finalmente, substituindo (25) em
OH((s)
80@
Re (E(ZW())LZ (in) [E* (in)K* (in) —
O

|s=iw0 -

F* (iwo)])

(26)
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E possivel agora definir a direcdo &, vetor real de dimen-
sao n + 1, por:

_ (0H(s) 8H(s)
éT o < 8a0 (3041 o

8H(s)>

Oay,

(27)

s=iwq

Lema 5.1: A direcdo £ é um subgradiente de Joo(a).

A demonstracdo do Lema 5.1 encontra-se em Ades
(1999). O subgradiente em (27) pode ser usado no lu-
gar do gradiente de J(a), viabilizando a utilizacdo do
método BFGS/ Wolfe.

O célculo das normas Hs e Hy, exibidas em (2) e (3),
respectivamente, é também um ponto importante da
metodologia apresentada. Os dois lemas seguintes, de-
monstrados em Zhou et alii (1996) e aqui apresentados
por uma questao de completude do texto, mostram como
fazeé-lo.

Lema 5.2: Considere a seguinte fun¢ao de transferéncia
G(s) = C(sI — A)7'B, sendo A estéavel. Neste caso:

|G|12 = tr(B*L,B) = tr(CL.C*)

onde L. e L, sao os gramianos de controlabilidade e ob-
servabilidade, obtidos pela resolucao das seguintes equa-
¢oes de Lyapunov:

AL, + L.A* + BB* =0
A*Ly + LA+ C*C' =0

Lema 5.3: Seja A > 0e G(s) = C(sI — A)~'B+D
uma funcdo racional prépria estavel. Entdo ||G||ec < A
se e somente se 5(D) < A e a matriz A ndo possui
autovalores sobre o eixo imagindrio, onde:

A= A+ BT 'D*C BT 'B*
- | -C*(I+DT7'D*)C —(A+ BT 'D*C)
(28)
eT:=X1-D"D (29)

A norma H,, pode ser calculada por um algoritmo de
bisse¢ao, utilizando os limitantes inferior e superior mos-
trados em Zhou et alii (1996, Lema 6.3) e o Lema 5.3
apresentado acima. Para empregar o subgradiente men-
cionado no Lema 5.1, resta calcular a freqiiéncia wy em
(20), que é o contetido do préximo resultado.

Lema 5.4: Considere A como em (28), G(s) realizada
de acordo com o Lema 5.3 e tal que [|G], = A. A
freqiiéncia wp em que ocorre o supremo em (20) pode
ser calculada como:

wo = |iwo| = [o{AN)}]

onde o{.} representa o autovalor do argumento sobre o
eixo imaginario.

Demonstracio: Seja ®(s) = A1 — G*(s)G(s) e como
|G|, = A, suponha que |G (iwg)| = A. Entao ®(iw) > 0
para todo w real e ®(iwg) = 0, ou seja, P(iw) tem um
zero sobre o eixo imaginédrio em wg. Conseqiientemente
®~!(iw) possui um pdlo sobre o eixo imaginario em wy.
Mostra-se por meio de alguns cédlculos algébricos que:

BT™!
A [ -Cc*prt } ]

[ T™'D*C T7'B"] T

d ' (s) =

donde conclui-se que A possui um autovalor igual a iwg,
que € a freqiiéncia desejada.

Cabe observar em (18) que é possivel explicitar «; nas
equagbes e determinar analiticamente o vetor @ ;;m.
que minimiza o funcional J2(a). No caso do funcional
Joo (@), também é possivel explicitar a; em (26), mas
persiste a dependéncia com wyp, que por sua vez depende
de a, isto é, wy = wo(a). Por fim, um subgradiente do
funcional J;(a) pode ser calculado a partir de sua de-
finicdo em (17), com o auxilio de (19) e (27), bastando
para isto considerar dois casos, ou seja:

a) Se Joo(a) =7 > 0: &7, = VJ2(@) + (m +m2)E
b) Se Joo(a) =7 < 0: &y, = Vo(a) + mé

(30)
(31)

A demonstracgdo da convergéncia deste método, para
qualquer conjunto gerador, aparece em Ades (1999) e
em Silveira e Ades (2000), sendo os resultados obtidos
coletados no proximo teorema.

Teorema 5.5: Suponha validas as hipéteses do Teo-
rema 4.3. Utilizando as notacées do Teorema 4.4, a
seqiiéncia de solucoes aproximadas obtida pelo método
proposto neste artigo converge fracamente em Hi’fk
para a solugdo 6tima (e unica) do problema Hy/Heo
original, para k > 1. Se k > p, a seqiiéncia converge
também fortemente.

Na figura 4 mostra-se o diagrama em blocos do sis-
tema computacional que implementa o método pro-
posto. Este sistema se subdivide em trés partes, ou seja:
programa principal, rotinas de otimizacdo e simulador.
O programa principal determina o problema a ser re-
solvido, definindo as fungoes A(s), B(s), E(s) e F(s) em
(11). Além disso, escolhe a ordem da solucéo a ser calcu-
lada e o ponto inicial ¢;,, do processo de otimizacdo. As
rotinas de otimizacao sdo compostas pelo método de oti-
mizagdo e pela rotina de busca unidimensional. Os mé-
todos adotados foram, respectivamente, BFGS e Wolfe.
O simulador, que é a terceira parte do sistema, calcula
o custo de um ponto do espago de busca fornecido e seu
respectivo gradiente.
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PROGRAMA PRINCIPAL
Definigéo problema
A(s), B(s), E(s), F(s)

otinmo

Escolha do ponto
ROTINAS DE

inicial o,
I OTIMIZACAO
Método de Otimizagdo
Numérica BFGS

Rotina de Busca
Unidimensional pelo
l método de WOLFE '

Cleulo de &, (o)
por (30) ou (31)

T (@
)

Cileulo de K(o)
por (14)

Célculo pelo lema 5.1
deJ,(K) em (11)

Cilculo do subgradiente

SIMULADOR
E(ayde I, por (27)

Cileulo de T, (K)
em (17)

Cilc. pelo lema 5.2 de
J(K) em(11)
¢, (K) pelo lema 5.4

Céleulo de VI, (o)
por (19)

Figura 4: Diagrama em blocos do sistema computacio-
nal que implementa o método proposto.

6 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secao encontram-se apresentados alguns exemplos
numéricos de aplicagdo da metodologia proposta em pro-
blemas encontrados na literatura. O método dual des-
crito em Corréa et alii (1997) serd utilizado para obter
minorantes do valor do critério étimo, permitindo, junto
com o método proposto, medir a precisdao das solugoes
obtidas.

Exemplo 1: Consiste de um problema de controle ben-
chmark definido pelo sistema massa-mola de quarta or-
dem e discutido em Corréa et alii (1997). Na Figura 5
mostra-se o diagrama do sistema a ser controlado, com-
posto de dois blocos interligados por duas molas. A
entrada do sistema é a forca F' aplicada ao bloco de
massa M; e a saida é a posicdo Y5 do bloco de massa
M. Os demais parametros e variaveis do problema sao
My,Y:, Ky e Ko, que representam, respectivamente, a
massa do bloco tracionado, a posi¢ao do bloco de massa
M; e as constantes eldsticas das molas. Considerou-se
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que o efeito do atrito é desprezivel, M1 = My = 1, e
ainda que K7 + Ky = 1.

Y, Y,

M,

Figura 5: Diagrama do sistema massa-mola.

Equacionando o sistema e aplicando a transformada de
Laplace, chega-se as seguintes equagoes:

F(s) = (K1 + K2)(Yi(s) — Ya(s)) = M1s°Ya(s) (32)
(K1 + K2)(Yi(s) = Ya(s)) = Mas*Ya(s) (33)
De (33):
(K1 + K2)Yi(s) = [Mas® + (K1 + K3)]Ya(s)  (34)
De (32) + (33):
F(s) = M15*Y1(s) + Mas’Ya(s) (35)

Aplicando (34) em (35):

(K1 + Kz)F(S) = [M282 + (K1 + KQ)]Mlsz}/Q(S)-l-
=+ (K1 + KQ)M282}/2(3) (36)

Portanto, a funcao de transferéncia do sistema é dada
por:

YQ(S) _ (K1 =+ KQ)

F(s)  [Mys? + (Ki + Ko)|M;s2 + (K + Ky)Mys?
Yo(s) 1
F(s)  s2(s2+2) (37)

Utilizando a parametrizacdo de Youla e formulando o
problema de acordo com (11), onde a restri¢ao Hy, cor-
responde a imposicdo da margem de estabilidade para
perturbagoes nos fatores coprimos da planta (Corréa et
alii, 1997), chega-se a:

min  Jo(K(s)) sujeito a Jo(K(s)) <A (38)
K(s)eH? ™!
sabendo-se que:
(K (5)) = |A(s) + Bs)K(s)lls + Tr (39)
Joo(K () = ||1K(s) — F(s)lls (40)
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onde o valor da constante Jp = 26,0144 e as funcoes
racionais A(s), B(s) e F(s) possuem ordens 19, 6 e 4,
respectivamente (mostradas no Apéndice). O valor de
A foi arbitrado a partir da degradagio de 10% do valor
6timo da margem de estabilidade relativa a perturba-
¢oes nos fatores coprimos & direita normalizados de (37),
conforme Corréa et alii (1997, pag. 337). Portanto:

A=1,1 A = (1,1)(3,6870) = 4,0557  (41)
Ao = mi K(s)—F 42
com Ag K(?fér}ff 1K (s) — F(s)l o (42)

Na tabela 1 encontram-se as figuras de mérito calculadas
para alguns controladores de destaque aplicados ao pro-
blema. O controlador Kgpg foi calculado pelo método

constante e fixando os pdlos arbitrariamente sobre a po-
sicao s = —1:
{LO(S)a Ll(s)a L‘Z(S)a L3(8)7 o } =
V2 V2(s-1) V2(s-1)
= 17 ) ) ) e (44)
(s+1) (s+1) (s+1)3

Tabela 2: Figuras de mérito dos controladores obtidos
pelo método proposto com o conjunto gerador (44), para
A =4,0577.

dual (Seqiiéncia de Problemas Quadraticos de Corréa et K(s) Custo s Margem Joo No. Termos Ordem
alii (1997)) para A= 4,0557. Kpy 90,79834 4,3732 2 1
K, 76,47244 4,2969 3 2
K3 76,14408 4,0557 4 3
Tabela 1: Figuras de mérito de alguns controladores de Kia  75,16468 41,0557 5 4
destaque relativos ao exemplo do sistema massa-mola. Krs  53,74178 4,0557 6 5
K(s) Custo Jy Margem Jo, Ordem Obs Kre 53,22238 4,0557 7 6
Ky 26,0144 6,8528 22 (1) K 53,05503 4,0557 8 7
Koo 70,2157 3,6870 3 (2) Krg 46,22481 4,0557 9 8
Kspq 39,0197 4,0562 25 (3) Ko 4582748 4,0557 10 9
Kspo-r 39,0197 4,0563 8 (4)

Observagoes:
(1) Controlador que minimiza o custo J» (desempenho
H? 6timo, sem restrigdes).

(2) Controlador que minimiza J., (méxima robustez
em estabilidade).

(3) Controlador calculado pelo método dual com A\ =
4,0577.

(4) Solucao de ordem reduzida, obtida a partir de (3),

com caracteristicas semelhantes.

Para aplicacdo do método proposto neste artigo, o pro-
blema em andlise passa a ser:

min{[|A(s) + B(s)K(s)ll5 + Jr} (43)

sujeito a: [|K(s) — F(s)]l. <A e K(s) = 3 a;Li(s)
1=0

Na tabela 2 exibe-se as caracteristicas dos controladores
calculados pelo método proposto, para A = 4,0577, ado-
tando as fungoes de Laguerre completadas com a fungao

Pelos resultados apresentados na tabela 2, observa-se
que a viabilidade somente é alcancada a partir dos con-
troladores de ordem trés. Isto é, sé entdo o conjunto
gerador passa a ser rico o suficiente para que a projecio
da restricdo no subespaco de dimensao finita deixe de
ser vazia. Os resultados seguem o comportamento es-
perado, ou seja, a medida que a ordem do controlador
aumenta, o custo J, decresce e a margem .J,, perma-
nece sobre o valor estipulado em (41). A medida que a
ordem adotada para solugao aproximada aumenta, gera-
se um novo limitante superior para o funcional de custo
quadratico Jo, ou seja, a solucdo do problema corrente
devera possuir um custo quadratico menor ou igual ao
dos anteriores, j4 que o subespaco corrente contém os
subespacos de dimensao menor.

E também possivel concluir que o valor do critério J5 da
solugdo 6tima do Problema Hs/Hy, em (38) deverd es-
tar no intervalo (39,0197 , 45,8275). Foi observado ainda
que, apesar da natureza distinta dos métodos, os diagra-
mas de Bode relativos as fungoes utilizadas empregando
os controladores Kspg e K9 nas figuras 6, 7 e 8 pos-
suem uma semelhanca consideravel. Pelo Teorema 5.5,
e considerando os graus relativos de A(s), B(s) e F(s), a
seqiiéncia de solucoes aproximadas converge fortemente
em Hi’_l para a solucao 6tima do problema.
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Figura 6: Diagramas de Bode dos controladores (a)
Kspg e (b) K9 do Exemplo 1.

Exemplo 2: Refere-se ao modelo de um veiculo con-
trolado remotamente. Foi utilizado em Sales (1994)
para ilustrar o método dual (Seqiiéncia de Problemas
Quadréaticos-SPQ), em Safonov et alii (1981) para ilus-
trar o projeto LQG e em Safonov e Chiang (1988) para
exemplificar o projeto H,. Neste caso:

Pll(s) = P21 (8) =
_ —5,1240s% — 945,7226s> — 21,9105s + 0, 8046

T s5 +34,5570s* + 130, 538253 — 183, 976252 + 35, 34065 + 23, 6040
(45)

P12(S) = Pzz(s) =1 (46)

Os fatores espectrais estaveis dos filtros adotados no cri-

tério sdo:

10 1
Pue(s) = m,qﬁde(s) S P r2s42
10s + 13
e Pue(s) = (47)

s2+3s+ 27,25

e os demais coeficientes de ponderacao que aparecem no
critério, escolhidos iguais a um, por simplicidade.

Deseja-se encontrar solucoes para o seguinte problema:

min

L B(K(s) = |A(s) + BEK )3+ Jr (43)
K(s)eRHL

sujeito a Joo (K (s)) = ||K(s) — F(s)]|,, < 0,893354

com o valor da restricdo sendo arbitrado a partir da
degradagao de 10% do valor da margem de estabilidade
Otima relativa a perturbagoes aditivas na planta. Além
disso, utilizando os dados em (45) a (47) chega-se ao
valor da constante Jp = 88,8940963476 em (48), bem
como aos modelos A(s), B(s) € RHy e F(s) € RH;,
cujas ordens sao de 19, 13 e 4, respectivamente. Estes
modelos encontram-se no Apéndice deste trabalho.

Na tabela 3 encontram-se as figuras de mérito calculadas

para alguns controladores de destaque aplicados ao pro-
blema. O controlador Kspqg foi calculado pelo método
dual (Corréa et alii, 1997), para A = 0,893354.

Na tabela 4 exibe-se as caracteristicas dos controladores
calculados pelo método proposto, para A = 0,893354,
adotando as funcoes de Laguerre completadas com a fun-
¢ao constante e fixando os pdlos arbitrariamente sobre

a posicao s = —1:
. } (49)

Tabela 3: Figuras de mérito de alguns controladores de
destaque relativos ao exemplo 2.

{LO(S)aLl(s)aL‘Z(S)’LS(S)’ o } =
{1 V2 V2s-1) V2(s-17

s+ 1) (s+1)27 (s+1)3 7

K(s) Custo J2 Margem Joo Ordem Obs
Ko 88,894096  2,6686317 26 (1)
Kreo 313,623947 0,8121397 ) (2)
Kspg 173,083895 0,8937765 20 (3)
Kspg—r 173,083983 0,8939261 15 (4)

Observagoes:

(1) Controlador que minimiza o custo J» (desempenho
H? 6timo, sem restricdes).
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(2) Controlador que minimiza Jo, (méxima robustez
em estabilidade).

(3) Controlador com A\ = 0,893354 calculado pelo mé-
todo dual.

(4) Solucao de ordem reduzida, obtida a partir de (3),
com caracteristicas semelhantes.

Tabela 4: Figuras de mérito dos controladores obtidos
pelo método proposto com o conjunto gerador (49), para
A =0,893354.

K(s) CustoJs Margem Js No.Termos Ordem
K 185,53662  0,893354 2 1

Ko 180,77010 0,893354 3 2

Kz 17772974  0,893354 4 3

Ky - - 5 4™
Krs 17766629 0,893354 6 5

Kre 176,05241 0,893354 7 6

Kpz 176,04137 0,893354 8 7

(1) Nio foi possivel obter uma solu¢do com 5 termos, ou seja, o
coeficiente do dltimo termo permaneceu igual a zero.

Para a margem de estabilidade em A = 0,893354 e con-
siderando as solucoes das tabelas 3 e 4, conclui-se que o
valor J, da solucao 6tima do problema Hy/Ho, em (48)
deverd estar no intervalo (173,08398 , 176,04137), o que
em termos percentuais d& ~1,68%. As figuras 9, 10 e 11
exibem os diagramas de Bode relativos aos controladores
Kspg e Kpr.

7 EXTENSAO A PROBLEMAS MIMO

Abaixo serd indicada rapidamente a extensdo dos re-
sultados e da metodologia a problemas multivaridveis
(MIMO), onde P;;(s), Ci(s), ¥,(s) e ¥y(s) sdo matri-
zes racionais de dimensoes apropriadas as dos sinais de
referéncia, perturbacao, controle, medida e saida contro-
lada. Como anteriormente, supde-se conhecidos a teoria
e os métodos de fatoracdo coprimas de matrizes racio-
nais como quocientes de matrizes racionais proprias es-
taveis e seu uso na resolucdo de equagcdes diofantinas,
como exposto em Vidyasagar (1985) e Silveira (1995),
por exemplo. Resultados completos e exemplos do caso
MIMO serdo objetos de trabalhos futuros.

O célculo dos controladores resolvendo o problema do
servomecanismo no caso multivaridvel estao explicita-
dos em Silveira e Corréa (1992) e em Corréa e Silveira
(1995), chegando as expressoes correspondentes a (8),
usando a mesma notacgdo empregada no presente artigo,
acrescida de fatores a direita e a esquerda, que tornam-se

Fase (graus)

Fasze (graus)

Fregqiéncia (rad/sed)
(d)

Figura 7: Diagramas de Bode das fungdes: (c)
[Kspq(s)— F(s)] e (d) [Kre(s) — F(s)] do Exemplo 1.

necessarios pela ndo comutatividade do produto matri-
cial. Estes célculos, com notacdo um pouco diferente,
também podem ser encontrados em Corréa (1992) e Sil-
veira (1995). Chega-se assim a critérios e restrigdes da
mesma forma, embora as funcdes indicadas sejam ma-
triciais. O uso do operador traco e dos produtos de
Kronecker permitem formular o problema H,/H, exa-
tamente como na secdo 3.4, sendo I'(s) = &*(s)P(s)
uma matriz racional para-hermitiana (i.e., I'(s) = I'*(s)
sem pdlos ou zeros no eixo imaginério), ®(s) uma matriz
racional estavel, de fase minima, quadrada e inversivel;
~(s) uma matriz racional sem pélos no eixo imaginario;
e K(s) um vetor racional préprio estavel.

A extensdao do Teorema 4.4 ao caso vetorial, onde
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Fasze (graus)

10°
Freqiéncia (rad/seg)

(1)

Figura 8: Diagramas de Bode das funcoes: (e) [A(s) +
B(s)Kspq(s)] e (f) [A(s) + B(s)Kro(s)] do Exemplo 1.

K(s) = [K1(s)K2(5)...Kp(s)]T é um vetor racional pré-
prio estavel com n coordenadas, usa a nocao de multi-
indice, onde o multi-indice k = (k1, k2, ..., k), com cada
k; um numero inteiro; e exige a definicdo do grau re-
lativo da i-ésima coluna da matriz racional ®(s), deno-
tado por 0,;® e representando o menor grau relativo das
fungdes racionais da i-ésima coluna da matriz ®(s). A
expressao “o grau relativo coluna de ®(s) é dado pelo
multi-indice o” indicard que 0,;® = a;,i = 1,....,n. O
espaco funcional Hi’_k, k um multi-indice com n coor-
denadas, serd o espaco dos vetores n-dimensionais onde
a i-ésima coordenada pertence ao espaco de Hardy pon-
derado Hi’_k". Finalmente, se p e m sdo dois multi-
indices de mesmo tamanho, p < m indica que p; < m;,
para todo 1.
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Figura 9: Diagramas de Bode dos
Kspq(s) e (b) Kr7(s) do Exemplo 2.

controladores (a)

As restri¢oes quadraticas estendem-se sem problemas ao
caso multivaridvel, mantendo sua forma ||CK + D||3 <
u, lembrando que a norma quadratica de um vetor é
a raiz quadrada da soma dos quadrados das normas
das componentes. As restricoes Hy, passam a forma
[|6(EK 4+ F)||oo, &(.) representando o maximo valor sin-
gular do argumento (Corréa, 1992), (Doyle et alii, 1992),
(Zhou et alii, 1996). Adaptando os resultados da se¢ao 4
ao caso vetorial pode-se demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 7.1: Se (i) 0,v; > 0,;® + 1, (ii) 0,x,® = m; >
0, (iii) ®(s) é matriz racional n x n, estdavel e de fase
minima, (iv) v(s) é um vetor racional n x 1, sem pélos
sobre 0 eixo imaginario, (v) K = ®~1[(®*)~14],, sendo
pi=1—-08K;,i=1,...n, (vi) m,p e k sdo os multi-
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Figura 10: Diagramas de Bode das fungdes: (c)

[Kspq(s)— F(s)] e (d) [Kr7(s) — F(s)] do Exemplo 2.

indices de coordenadas m;, p;, k; respectivamente, entao
as conclusoes do Teorema 4.4 permanecem vélidas:

Se m > k > p, entdo o problema de minimizacdo de
J2(K) sem restri¢oes possui solucido em H_?_’fk, sendo
esta solugao tunica e dada por K.

Se 0 < k < p, entdo o problema de minimizacao de
Jo(K) sem restricoes ndo possui solugdo em qualquer
espaco Hi’_k , sendo o infimo do funcional nestes es-
pagos dado por JQ(K’), K, = (s+ 1)’“"’1&’ € Hi’_k
definindo uma seqiiéncia minimizante em Hi’_k, isto é,
Jo(Ky) = Jo(K), onde Jo(K) é o infimo de Jo(K) em
Hi’_k (embora K ¢ Hi_k)

Se k > 1, se as restri¢des ©,, definem subconjuntos fe-
chados de Hi’_k e se o conjunto de restricoes 2 N O,
definido na secdo 3, ndo é vazio, entdo o problema de
minimizacdo de J5(K) para K € QN O possui solucio

tnica K € HY ™ *n H.

Neste tltimo caso, com m > k > p, o problema pode ser
reescrito em Hi’_k como o da minimizacgio de ||®(K —
K)||2—|®K]|? sob a condi¢do K € 2NO (um problema
chamado, na literatura, de best approzimation).

Em geral nao é possivel garantir que p < m, mesmo
sob a hipétese (i). Uma condigao suficiente para garan-
tir p < m é dada pela hip6tese (i) reunida & condicéo
Or(det®) = 0,;® + mkin&a(Mik) para todo i = 1,...,n,
onde M;;, representa o determinante menor associado ao
elemento ®;,*. Outra condicdo suficiente é ter Jo(K) =
[|®K + B||3, isto é, o critério pode ser escrito como um
tinico termo quadratico, onde B € H3.

Em especial, se k; > 1 para todo i, o problema de mi-
nimizar J>(K) para K € QN 0O, sendo © um conjunto
convexo, fechado e limitado em Hi’_k e {2 um conjunto

convexo, fechado e limitado em [H$®]™, possui solucao

unica em HY , podendo ser reescrito como um pro-
blema de melhor aproximacao se k; > p;, para todo i.

A metodologia indicada na se¢éo 5 estende-se a este pro-
blema usando conjuntos geradores multivaridveis para
os espagos produtos H i’fk (k um multi-indice) formados
pelos produtos dos conjuntos geradores propostos, como
por exemplo, {(L;,L;,...,L;) € Hi’fk,i = 0,1,2..},
Lo(s) =1 e L;(s) definido em (12) para i > 0. Tanto os
Lemas e o algoritmo proposto na se¢ao 5 (aplicados coor-
denada a coordenada) quanto o Teorema 5.5 estendem-
se de forma imediata, ressalvada a inevitavel comple-
xidade combinatéria presente na dimensao do vetor de
pardmetros K (s), multiplicada pelo nimero de elemen-
tos do conjunto gerador a ser usado, dependente este

4A demonstracio desta observacio pode ser feita completando
a observacdo ao Teorema 4.4 com o fato de, pelo Teorema de
Cramer e pela férmula de Laplace para o desenvolvimento de de-
terminantes por colunas,

(@)~ =2 vaij]/[EkD &5 Mix] =
J
O [(@*) "1yl = 9, (v Mij) — 0r(§ Qi Mix) >
J

Or(v5) + In],inaT(Mij) — Ori® — mkinaT(Mik) > 0ri®4+1—-0,;®

=1,

onde foi usada a condigdo (i) e a condigao sobre o grau relativo
de det®. No Apéndice mostra-se um exemplo onde, apesar da
condicdo (i) ser verificada, p > m, isto é, Jo(K) = co. A ultima
condigao é conseqiiéncia de vy igualar a ®*B, pois

Jy(K) = ||@K|[3 — 2 [ [K* @ Bla—iu + || B3 e

(@*)~ )+ 115 = [1l(@*) = (@*)Bl+113 = [I[B]+lI5 = I|BII3
< 00, por hipétese.
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do controle do erro em cada coordenada de K(s). Este
controle de erro pode ser realizado de forma diferenciada
para diferentes coordenadas, se for interessante, pelo uso
de conjuntos geradores onde a ordem cresce mais rapi-
damente nas coordenadas exigindo maior precisao.
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Figura 11: Diagramas de Bode das fungdes: (e) [A(s) +
B(s)Kspq(s)] e (f) [A(s) + B(s)Kr7(s)] do Exemplo 2.

8 CONCLUSOES

Neste artigo apresentou-se um tutorial e um método di-
reto de resolugdo do Problema Hs/H, além de dois
exemplos ilustrativos. Entre as vantagens do método
proposto, pode-se citar a sua simplicidade e a ordem
relativamente baixa das solugdes aproximadas obtidas,
dados os valores do critério. Com o auxilio do método
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dual (Corréa et alii, 1997) torna-se possivel medir a pre-
cisdo da minimizagao do funcional de custo quadratico.

A apresentacdo cuidadosa da extensdo da metodologia
proposta & situacdo onde os vetores do conjunto gera-
dor sdo escolhidos de forma a acelerar a convergéncia da
seqiiéncia aproximante, otimizando-se o critério quadra-
tico Jo sobre as restricoes e sobre a posicao dos pélos das
funcdes do conjunto gerador, inicialmente apresentada
em Ades (1999), serd assunto de artigo ora em prepara-
cao.
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Apéndice 1: Dados dos exemplos.

Exemplo 1: Na tabela 5 encontram-se os coeficientes
em ordem decrescente de grau, onde o iltimo coeficiente
é o de grau zero, dos polindmios do numerador e do
denominador das fungdes de transferéncias de A(s), B(s)
e F(s) do exemplo 1.

Tabela 5: Modelos de A(s), B(s) e F(s) utilizados no
exemplo 1.

Modelo Coeficientes do numerador

Coeficientes do denomina-

dor

0

4.710906970933326e+000
4.550270577013053e+4-001
2.572149635701103e4-002
1.032622403564578e+003
3.227798516437962e4-003
8.225004429620971e4-003
1.751129269731991e+004
3.167096449546073e+-004

1.000000000000000e-+000
9.731474482443330e+000
5.539707065150240e+-001
2.232934742571207e4002
7.017546121419040e4-002
1.795345459112574e+003
3.841623049386590e4-003
6.979961529243392e+-003
1.086224926609179e-+004

A(s) 4.901371762569520e-+004 1.452676367779859e+004
6.516190866001650e+-004 1.667738024605201e+004
7.426504479827300e+-004 1.634478732161120e+004
7.214692537488748e+-004 1.352792493023176e+004
5.901970748203967e4-004 9.292001922592666e4-003
3.990291642365406e+-004 5.152250316503403e+-003
2.160284327732804e+-004 2.210866353284318e+-003
8.923121968943287e+-003 6.846212068188286e+-002
2.573867958554522e4-003 1.363296383351245e+002
4.386252174432746e+002 1.354818841614998e+001
2.561028267925842e+4-001 4.985119018192345e-001
0 1.000000000000000e-+000
1.000000000000001e+000 2.474734368402468e+000
2.120554103642794e4-000 4.557155097076176e+000

B(s) 4.243374853238152e+000 5.803825959640539e+000
4.855241617539127e+000 3.964096281145180e+000
3.272687463702943e+000 1.342691050178350e+000
1.000000000000004e+000 1.000000000000004e-001
0 1.000000000000000e-+000
2.139867544115218e4-000 -1.374734368402494e+4000

F(s) -2.733661815699907e+4-000 2.944947291833524e+4-000

6.589817553821601e+4-000
-5.785850503289970e+4-000

-2.426910501783556e+-000
1.000000000000046e-+000

Os controladores reproduzidos na tabela 6, calculados
pelo método proposto, podem ser colocados sob a forma
de uma FT racional por meio de (50):

K()=[ Lo(s) Li(s) -~ Lu(s) 18 (50)
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Tabela 7: Modelos de A(s), B(s) e F(s) no exemplo 2.

Tabela 6: Controladores obtidos pelo método proposto para o exemplo 1.

K(s) [ K(s) [ K(s) [
-4.05318227407731 -4.05574933558666 -3.71072523865832
1.51684834528797 1.57049916733634 1.31839288348468
0.90252988686680 0.93077185509349 0.56621369481449
-0.26570896749308 -0.31062340357414 -0.51338265110765

Krg -0.26127224984327 Krg -0.37845295537855 K7 -0.68753878232618
-0.30747231331139 -0.44362178568748 -0.62982389202476
0.40663809249666 0.18295718936630 -0.08933133539187
0.29673657209326 0.16766333405005 -0.00580507329546
0.29833903903117 0.16481887975827
0.01442022450972
-3.65412995985833 -3.83991247240168 -4.04346643840845
1.23562091717101 1.50359596790230 2.47869783187154

Kre 0.46760605926763 Krs 0.67064793257171 Kra 1.64449196351352
-0.58478797736812 -0.43068861442934 0.77881355570037
-0.72519084589060 -0.59438478328857 0.15197034766953
-0.64005606744182 -0.53014110684161
-0.06772310932732
-4.05569719760712 -3.44840169255883 -1.85399305951671

Kr3 2.38914075060905 Kro 1.70256110189804 Kpri1  0.24950440134033

1.41711919680345

0.55417853394415

0.68893759176152

Modelo

Coeficientes do numerador

Coeficientes do denomina-
dor

A(s)

0

2.104546574459903e4-001
8.963331823421431e+-003
1.182288433895933e+4-006
4.995617026320633e+007
9.288021298508420e+-008
9.959564060585610e+-009
7.103824798975662e4-010
3.540720089565016e4-011
1.240345649692309e+012
2.898955650943401e+012
4.054860324259159e+012
2.704357065189816e+012
9.590470992588880e+4-011
1.966876192788110e+011
2.369676504296551e4-010
1.634930863901040e+009
6.170683436926579e+4-007
1.174592704085518e+006
8.640643928108260e+-003

1.000000000000000e-+000
4.250311947337076e+-002
5.581215367435686e+004
2.327114788600798e+006
4.237341547393929e+4-007
4.475884616871588e+008
3.189444757430189e+009
1.605752310656949e+010
5.757884037772778e+010
1.416922476420949e+011
2.302058710317365e+4-011
2.467584698131624e+-011
1.758145887823473e+011
8.314063915429361e+010
2.566071199942276e+010
4.991978756349352e+4-009
5.770275184568057e+008
3.622086451622349e+4-007
1.098452824198816e+006
1.277992716654094e+004

0

-1.000000293936709e+-001
-5.790299554207852e+-002
-1.198765496244540e+-004
-1.335137690138736e+4-005
-9.199237961363190e+4-005
-4.190348059339091e+4-006
-1.277558012567916e+4-007
-2.464888609101170e+4-007
-2.384123652036215e+4-007
-7.027921710932779e+4-006
-1.025138277574148e+4006
-7.026822518987335e+4-004
-2.156068791827736e+4003

1.000000000000000e-+000
5.229122593029562e+-001
9.131682718204416e+002
8.744697771714638e+003
5.558582627418657e+004
2.458774269996874e+005
7.385197620629581e+4-005
1.458079114043581e+006
1.865013425042370e+006
1.538688732366352e+006
8.052664353740353e+4-005
2.549166239466458e4005
4.374284434987681e+004
3.081634027031825e+4-003

0
-1.838138993718762e+4000
2.380860186074642e4-000
-7.752938640836877e-001
-8.098457493406322e-002

1.000000000000000e+000
-2.755462523455378e+000
2.968865557623980e+000
-1.475224664317159e4000
2.866927210392816e-001

onde Lo(s),Li(s),...,Ln(s) sdo as funcoes de La-
guerre, conforme definidas no exemplo 1 e §' =
[0 o an | contém os coeficientes calculados
de cada uma das funcoes.

Exemplo 2: As tabelas 7 e 8 seguem os mesmos for-
matos das correspondentes apresentadas para o exemplo
1.

Apéndice 2 : Exemplo onde p > m, isto é,

A

J2(K) = oo, apesar da hipétese (i) do Teo-
rema 7.1 ser verificada.

Faca

Um célculo direto mostra que:
det[(®*) '] = —0,5(1 — 5)(2 — 5)(3 — 5)(4 — 5)

onde houve cancelamento de todos os termos de grau
maior que zero no denominador do determinante.

Por outro lado, 9,(v;) = 2 > 2 = 9,4(®) + 1, para
i = 1,2. Calculando, mostra-se que [(®*)1v] é estdvel,
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Tabela 8: Controladores

obtidos pelo método proposto para o exemplo 2.

K(s) [ K(s) [ [
0.81325559717489 0.83259530814251 0.89335433673392
-0.14912496749292 -0.17816464517325 -0.25444289561462
0.01296173995632 -0.01691862616151 -0.07685171112445
0.01149590504987 -0.01705973999512 -0.08274076020377

Kr7 0.00319533952778 Kre -0.02249761475240 -0.09476711453395
0.03014278844656 0.00815790262805 -0.03603761495317
0.02555122704879 0.00980249044059
0.00596764740739
0.77392279125771 0.88860208303594 0.73676167023731

Kz -0.10299839981975 Kro -0.25384420906207 K1 -0.09557196286491

0.04676005219457 -0.05663648582933

0.03446614299186

mas o grau relativo de suas duas coordenadas iguala -1.
Mesmo fatorando [($*)~1v] em Hi’_z, tem-se que

T (K) = |22 [(2*) "7+ l5-

- 2/ (®*) 1" y|smjdw = o0
{l(@")=1yl4 3

o que pode ser demonstrado formalmente aproximando
K em HJ2r’72 por funcgbes K, pertencentes a H}r (para as

quais o critério ¢ finito), donde Jy(K,) — Jo (K’) = 0.
Isto é, p > m neste caso.
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