REJEICAO DE PERTURBACOES POR REALIMENTACAO ESTATICA DE
SAIDA EM SISTEMAS LINEARES

Carlos E. T. Dorea*
cet dor ea@if ba. br

Basilio E. A. Milanif
basi |l i o@it . f ee. uni canp. br

*Departamento de Engenharia Elétrica, Escola Politécnica, Universidade Federal da Bahia, Rua Aristides Novis 2,
40210-630 Salvador, BA, Brasil.

fFaculdade de Engenharia Elétrica e de Computago, Universidade Estadual de Campinas, C.P. 6101,
13081-970 Campinas SP, Brasil.

ABSTRACT

This work adresses the Disturbance Decoupling Problem in
linear systems via static output feedback. Necessary and suf-
ficient conditions for solvability in two important families of
systems are established. The problem is solvable if and only
if a given subspace verifies an invariance property. The set of
output feedback matrices which solve the problem is then pa-
rameterized through a suitable change of the coordinate basis
of the state, input and output spaces. A numerical example
illustrates the proposed approach.

KEYWORDS: Linear systems, disturbance rejection, geo-
metric approaches, invariance, feedback control.

RESUMO

Este trabalho estuda o problema de rejeicdo total de perturba-
¢Oes em sistemas lineares através de realimentacéo estatica
de saida. Condicdes necessarias e suficientes para a exis-
téncia de solucBes em duas importantes familias de sistemas
sdo estabelecidas. O problema é sollvel se e somente se um
determinado subespaco goza de uma propriedade de inva-
riancia. O conjunto de matrizes de realimentacdo de saida
que resolvem o problema é entdo parametrizado através de
uma mudanca adequada da base de representacdo dos espa-
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cos de estado, controle e saida. Um exemplo numérico ilustra
a abordagem proposta.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas lineares, rejeicdo de distdr-
bios, abordagem geométrica, invariancia, controle por rea-
limentag&o.

1 INTRODUCAO

A solucdo tedrica do problema de rejeicdo de perturbacdes
por realimentacdo completa de estado (DDP, do inglés Dis-
turbance Decoupling Problem) constitui-se em um excelente
exemplo ilustrativo da aplicagdo de alguns dos conceitos fun-
damentais da chamada abordagem geométrica para o con-
trole de sistemas lineares, tais como subespagos (A, B)-
invariantes e de controlabilidade. Condi¢des geométricas de
existéncia de solucdes para o0 DDP podem ser encontradas,
por exemplo, em (Wonham, 1985; Basile e Marro, 1992).

A solucdo do DDP (quando existente) ndo é unica. Um pro-
blema interessante é tentar parametrizar o conjunto de to-
dos os controladores que resolvem o DDP. Tal problema,
no caso geral, é de muito dificil solugdo. Alguns trabalhos
conseguiram no entanto resolvé-lo para alguns tipos de sis-
tema. Como exemplo pode ser citado o artigo (Dérea e Mi-
lani, 1997), onde foram obtidas a solugdo completa e a pa-
rametrizacao de todos os controladores que resolvem o DDP
para uma classe particular de sistemas.

Quando o vetor de estado ndo é disponivel para medicéo,
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deve-se estudar o problema de rejeicdo de perturbacGes por
realimentacdo de saida (DDPM, do inglés disturbance de-
coupling problem by measurement feedback). Este problema
consiste em calcular um controlador por realimentacdo di-
namica da saida medida tal que a fungdo de transferéncia
das pertubacgBes para a saida controlada seja igual a zero.
O DDPM foi resolvido em (Schumacher, 1980; Willems e
Commault, 1981).

Pouca atencéo foi dada até o momento a um problema de for-
mulacdo mais simples, o problema de rejei¢do de perturba-
¢Oes por realimentacéo estatica de saida (DDPKM. Adota-se
aqui o acrénimo adotado em (Chen, 1997) para Disturbance
Decoupling Problem by Static Measurement Feedback). As
condices de existéncia de solugdes para 0 DDPKM foram
inicialmente estabelecidas em termos da existéncia de um su-
bespaco que goza de determinadas propriedades (Hamano e
Furuta, 1975; Schumacher, 1980). Entretanto, é bastante di-
ficil verificar a existéncia deste subespago no caso geral.

Uma solugéo para 0 DDPKM para sistemas inversiveis a es-
querda foi proposta recentemente em (Chen, 1997). O sis-
tema € inicialmente representado em uma base de coordena-
das especial na qual o DDPKM ¢ sollvel se e somente se
uma submatriz especifica é nula.

Neste trabalho, os resultados de (Chen, 1997) relativos
ao DDPKM sdo estendidos considerando-se um conjunto
mais abrangente de sistemas. Para duas classes importan-
tes de sistemas, estabelecem-se condigdes necessarias e su-
ficientes para a existéncia de solucdes. Diferentemente de
(Chen, 1997), tais condicdes sdo expressas em termos geo-
métricos, independentes da base de representacdo escolhida.
Uma caracterizacdo completa das soluc@es, bem como a pa-
rametrizacdo de todas as matrizes de realimentagdo de saida
correspondentes sdo também fornecidas.

2 CONCEITOS E RESULTADOS PRELIMI-
NARES

Seja o sistema linear, de tempo continuo, invariante no
tempo, descrito por:

#(t) = Az(t) + Bu(t) + Eq(t), @)
y(t) = Cx(t), @)
z(t) = Dx(t), (3)

em que = € R™ é o vetor de variaveis de estado, u € R™ é
o vetor de entradas de controle, ¢ € R¢ é o vetor de entradas
de perturbac®es, supostas ndo diretamente disponiveis para
medicdo, y € R' é o vetor de saidas medidas e z € R?
é o vetor de saidas a serem controladas. Supfe-se que as
matrizes B e E possuem posto de coluna completo e que as
matrizes C' e D possuem posto de linha completo.

Os espacos imagem das matrizes B e FE serdo aqui denotados
respectivamente por:

B=Im(B), £&=1Im(E),

assim como os espagos nulos das matrizes C e D serdo de-
notados respectivamente por:

C =ker(C), K =ker(D).

O objetivo do DDPKM ¢ calcular, se possivel, uma lei de
controle por realimentacdo estética de saida, u(t) = Ky(t),
tal que a matriz de transferéncia da perturbacéo ¢ para a saida
controlada z seja nula.

Dois conceitos sdo de fundamental importancia no es-
tudo deste problema, os de subespacos (A, B)-invariantes e
(C, A)-invariantes (Wonham, 1985; Basile e Marro, 1992).

Definigdo 2.1 Considere-se o par (A, B) relativo ao sistema
(1). Um subespaco V C R"™ é (A, B)-invariante se AV C
V+B.

Pode-se mostrar que, equivalentemente, V ¢é (A, B)-
invariante se e somente se existe uma matriz F' € R™*™
tal que (A + BF)V C V.

Pode-se também mostrar a existéncia de um subespaco
(A, B)-invariante de dimenséo méaxima entre todos aqueles
contidos no subespago X:

Ve — maximo subespaco (A, B)-invariante

o contido em K.

Definigdo 2.2 Considere-se o par (C, A) relativo ao sistema
(1), (2). Um subespago S C R é (C, A)-invariante se
A(SNC) CS.

Equivalentemente, S é (C, A)-invariante se e somente se
existe uma matriz G € R"*! tal que (A + GC)S C S.

O conjunto de todos os subespagos (C, A)-invariantes que
contém o subespaco £ possui um elemento de dimenséo mi-
nima:

minimo subespaco (C, A)-invariante

Si = contendo &.

As condicOes de existéncia de solugdes para 0 DDPKM sé&o
dadas pelo seguinte teorema (Hamano e Furuta, 1975; Schu-
macher, 1980):

Teorema 2.1 O DDPKM é sollvel se e somente se existe
um subespago V que seja (A, B)- e (C, A)-invariante e tal
queE CV CK.

2 Revista Controle & Automacao/Vol.14 no.1/Jan., Fev. e Margo 2003



Equivalentemente, 0 DDPKM é sollvel se e somente se
existe um subespago V e uma matriz K € R™*! tais que
ECVCKe(A+BKC)YCV.

O teorema anterior estabelece condi¢fes necessarias e sufi-
cientes para a existéncia de realimentacdo estatica de saida
que resolve o DDPKM, em termos da existéncia de um su-
bespago que goza de determinadas propriedades. Porém, o
mesmo ndo prové um método construtivo para verificar a
existéncia deste subespaco. Trata-se de algo muito dificil no
caso geral. De acordo com o que serd mostrado na seqlién-
cia, se o sistema verifica determinadas condi¢des, pode-se
facilmente concluir sobre a existéncia de solucGes para o
DDPKM. Além disso, pode-se também facilmente obter a
caracterizacdo das solu¢des bem como a parametrizacdo de
todas as matrizes de realimentac&o de saida correspondentes.

3 SOLUCAO PARA SISTEMAS SATISFA-
ZENDO BNnV* C S.

Definicéo 3.1 (Basile e Marro, 1982; Basile e Marro, 1992)
Um subespaco (A, B)-invariante V' contido em um subes-
paco K é dito auto-limitado (“self-bounded”) em relagéo a
KseBNV*CV.

Um subespaco (A, B)-invariante V C K é auto-limitado em
relacdo a X se para (0) € V o vetor de estado ndo pode
deixar V através de trajetérias contidas em A.

Uma caracterizagdo detalhada de subespagos auto-limitados
pode ser encontrada em (Basile e Marro, 1982; Basile e
Marro, 1992). Entre as muitas propriedades de que go-
zam tais subespacos, pode-se destacar a seguinte (Basile e
Marro, 1992):

Propriedade 3.1 O conjunto formado por todos os subes-
pacos (A, B)-invariantes auto-limitados contidos em um su-
bespaco K ¢é fechado em relacdo & operacdo de intersecéo.

Considere-se agora a seguinte classe de subespagos:

J(A,B;K,8) 2 {V:VeT(ABK)eV DS},

em que Z(A, B;K) representa 0 conjunto de subespacos
(A, B)-invariantes contidos em .

Note-se a partir do teorema 2.1 que uma condicdo necessa-
ria para existéncia de solu¢des ao DDPKM ¢é que o conjunto
J (A, B; K, S.) ndo seja vazio.

Supor-se-4 na seqiiéncia desta secdo que o sistema em estudo
satisfaz a condicéo:

BNVy* cCS..

Uma categoria importante de sistemas que verificam esta
condicdo é aquela dos sistemas cuja matriz de transferéncia
do trio (A, B, D), é inversivel a esquerda. Esta propriedade
implica a possibilidade de se reconstruir a entrada u(t) atra-
vés da saida z(t).

Sistemas inversiveis a esquerda sdo caracterizados geome-
tricamente pela condi¢cdo (Wonham, 1985; Basile e Marro,
1992): BNV* = 0. Em (Chen, 1997), o DDPKM ¢ estudado
unicamente para este tipo de sistema.

Deve-se ressaltar que, sendo os sistemas aqui considerados
estritamente préprios, a inversa da matriz de transferéncia
pode possuir termos improprios. Este caso pode indistinta-
mente ser tradado através da abordagem aqui proposta, visto
que esta inversa nao é de nenhum modo utilizada.

Lema 3.1 Se BNV* C S,,entdo J (A, B; K, S.) possui um
elemento de dimensdo minima:

V.=minV € J(A, B; K, S.).

Demonstragdo: Basta mostrar que J(A, B;K,S,) é fe-
chado em relacdo a operacao de interse¢do (Wonham, 1985;
Basile e Marro, 1992). Para V € J(A,B;K,S.), BN
V* C S. C V, logo V é um subespaco (A, B)-invariante
auto-limitado e, a partir da propriedade 3.1, o conjunto
J(A,B;K,S.) é fechado em relagdo a operagéo de inter-
secdo. O

O subespaco V, pode ser caracterizado da seguinte forma:

Teorema 3.1 (Basile e Marro, 1992) Seja U/, 0 minimo su-
bespaco (D, A)-invariante que contém 3. Entdo V, = V* N
U,.

Considere-se agora 0 seguinte conjunto de matrizes de reali-
mentacéo de estado:

F(V) 2 {F € R™" . (A+ BF)V C V}.

Lema 3.2

FV.) D F(V) YWWe J(A B;K,S,).
Demonstragdo: Basta mostrar que qualquer matriz F' €
F(V),comV € J(A4, B; K, S.) pertence também a F(V,).
Por definicéo, V, é tal que:

AV, C V. + B, BNV*CV,, V., CV.
Qualquer F € F(V) é tal que:

(A+ BF)V C V.
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Assim,
(A+BF)V. C(A+BF)V CV. (4)
Além disso, como V, é (A, B)-invariante e BEF'V, C B,
(A+BF)V. C AV.+BCV.+B. (5)

A partir das relacdes (4), (5) acima, conclui-se que:

(A4+ BF)V, cvVn V. +B)
CVe+BNVY
CVe+BNVY*
C V..
m|

Os resultados anteriores permitem estabelecer condi¢Bes de
existéncia de solugdes a0 DDPKM para a familia de sistemas
em questdo.

Teorema 3.2 Para sistemas em que BNV* C S,, 0 DDPKM
é soluvel se e somente se V, & um subespaco (C,A)-
invariante.

Demonstracao:

Necessidade: Se o DDPKM ¢ soltvel, ent&o existe uma ma-
triz K € ®™*! e um subespago V tais que S, C V C
V* e (A+ BKC)Y C V. Isto garante que o conjunto
J (A4, B; K, S,) ndo é vazio e, conseqiientemente, a existén-
cia de V,. Além disso, em virtude do lema 3.2, tem-se que
(A+ BKC)V, C V., portanto V, é (C, A)-invariante.
Suficiéncia: Se V, é (C, A)-invariante, ja que V. é também
(A, B)-invariante e por definicdo £ C V, C K, de acordo
com o teorema 2.1 o DDPKM deve ser solGvel. O

Ressalte-se que as condigBes geométricas estabelecidas por
este teorema independem da base escolhida para representar
0s espacos de estado, entrada e saida do sistema. Além disso,
diferentemente das condicdes propostas em (Chen, 1997),
aplicam-se ndo apenas a sistemas inversiveis & esquerda, mas
a uma familia bem mais ampla.

Na préxima secédo, condi¢des semelhantes sdo obtidas para
outra familia importante de sistemas.

4 SOLUCAO PARA SISTEMAS SATISFA-
ZENDO V* C C + S,

A condicdo geométrica que define a classe de sistemas objeto
desta secdo é dual aquela da secdo anterior. Os resultados
apresentados a seguir podem também ser obtidos facilmente
por dualidade. Assim, visando a evitar repeticGes desneces-
sérias, suas demonstracdes serdo omitidas.

Definicdo 4.1 (Basile e Marro, 1992) Um subespaco
(C, A)-invariante S que contém um subespaco £ é dito auto-
oculto (“self-hidden”) em relacdoa Ese S € S, + C.

Um subespago (C, A)-invariante S O £ é auto-oculto em re-
lacdo a £ se 0 mesmo pode tornar-se ndo observavel com um
observador dindmico na presenca de perturbacdes pertencen-
tesa&.

Uma propriedade importante de subespagos auto-ocultos é
destacada a seguir (Basile e Marro, 1992):

Propriedade 4.1 O conjunto formado por todos os subes-
pagos (C, A)-invariantes auto-ocultos que contém um subes-
pago & é fechado em relacdo a operacéo de soma de subes-
pacos.

Considere-se agora a seguinte classe de subespagos:

J(C, A EV)E(S:SeT(C,A;€)eS C V'Y,

em que Z(C, A;E) representa 0 conjunto de subespacos
(C, A)-invariantes que contém &.

Note-se a partir do teorema 2.1 que uma condicdo necessa-
ria para existéncia de solu¢des ao DDPKM ¢é que o conjunto
J(C, A; E,V*) ndo seja vazio.

Supor-se-a na sequiéncia desta secdo que o sistema em estudo
satisfaz a condicéo:

V*cC+S,.

Uma categoria importante de sistemas que verificam esta
condicdo é aquela dos sistemas cuja matriz de transferéncia
do trio (A, E, C), é inversivel a direita. Isto implica a possi-
bilidade de se impor qualquer saida y(t), bem comportada,
através de uma entrada ¢(¢) conveniente (controlabilidade
funcional). Também neste caso, a possibilidade da inversa
da matriz de transferéncia conter elementos impréprios nédo
tem nenhuma implicacéo sobre os resultados aqui relatados.

Trios (A, E, C) inversiveis a direita sdo caracterizados ge-
ometricamente pela condicdo (Basile e Marro, 1992): C +
S, =R"

Lema4.l SeV* C C+S.,entdo J(C, A; E,V*) possui um
elemento de dimensdo maxima:

S* =maxS € J(C, A;E,V").

Demonstragdo: Basta mostrar que J(C, A;E,V*) é fe-
chado em relagdo a operagdo de adicdo de subespacos
(Wonham, 1985; Basile e Marro, 1992). Para V ¢
J(C,AE V), C+ 8. DV* DV D E logoV é um su-
bespaco (A, B)-invariante auto-oculto e, a partir da propri-
edade 4.1, o conjunto J (C, A; £, V*) é fechado em relagéo
a operacao de adicao de subespacos. O
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O subespaco S* pode ser caracterizado da seguinte forma:

Teorema 4.1 (Basile e Marro, 1992) Seja W* 0 maximo
subespago (A, E)-invariante contido em C. Entdo $* =
S + W

CondicGes necessarias e suficentes para exis-téncia de solu-
¢cBes a0 DDPKM para a familia de sistemas em estudo sdo
dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 4.2 Para sistemas para os quais V* C C + S,
0 DDPKM é sollvel se e somente se S* é um subespago
(A, B)-invariante.

5 PARAMETRIZAGCAO DAS SOLUCOES

A partir dos teoremas 3.1 e 4.1, nota-se que V, e S* podem
ser obtidos a partir dos calculos de V*, U,, S, e W*, para
os quais algoritmos eficientes e numericamente estaveis sao
disponiveis (Van Dooren, 1981; Dérea e Milani, 1995). Em
particular, se uma das condi¢bes BNV* C S. ou V* C C+S.,
é verificada, entdo é sempre possivel determinar mudancas
de base ortogonais tais que o sistema possa ser representado
pelas seguintes matrizes:

A11 A12 Bll Blg E1
l:A21 A22:|7 |:BQl 0 :|’ l:O :|’ ()

_ Cn Ci2 o
c{o 022],17[01)2], @
em que Bo; possui posto de coluna completo, Cy; possui
posto de linha completo e

V*:Im[é} (se BNV* CS.)

ou

S*:Im[é] (se V" C C+8.),
em que 0 e I representam respectivamente a matriz nula e a
matriz identidade de dimens@es apropriadas.

Note-se que as estruturas das matrizes D e E acima sdo obti-
das supondo-se que a condicdo necesséria para a rejei¢do de
perturbacdes, DE = 0 (Wonham, 1985), seja satisfeita.

A partir de agora, sera considerado o primeiro caso (BNV* C
S.). Para o segundo caso (V* C C + S.), resultados seme-
Ihantes aos apresentados na seqiiéncia podem ser obtidos por
dualidade.

Isto posto, a representacdo acima reflete as seguintes decom-
posicdes dos espacos de estado, entrada e saida medida:

X =4 As,

U=U &Us,
y:yl @y27

emque Xy = V,; By = BNV* = BNV, BU = B,
CX =Y, CX :yQ,ker(C’Q) =C+ V.

Proposi¢cdo 5.1 Para sistemas em que BN V* C S, 0
DDPKM ¢ sollvel se e somente se existe uma matriz K
tal que:

Az + B2 K11C11 = 0. (8)

Neste caso, 0 conjunto de todas as matrizes de realimentacéo
estatica de saida que resolvem o DDPKM é dado por:

K1 Ko
K = 9
[Kgl KQJ : ©

em que K1 é dado pela solucdo Unica dos sistemas de equa-
cOes lineares (8) e K12, K21 € Koo s80 livres para assumir
qualquer valor.

Demonstracdo: De acordo com o teorema 3.2, basta verifi-

car se o0 subespaco (A, B)-invariante V, = Im é tam-

I
0
bém (C, A)-invariante, ou seja, se existe uma matriz K (9)
tal que (A + BKC)V. C V.. Constata-se por inspecao que
isto é possivel se e somente se (8) é satisfeita.

Além disso, a partir do lema 3.2, conclui-se que o con-
junto de todos os produtos de matrizes KC que resolvem
o0 DDPKM é dado por KC' € F(V.,). Considerando-se

Iy Fro
F =
{Fm Fzz] ’

tem-se que (Dorea e Milani, 1997):
F(V.) ={F : Ag + Ba1F1; = 0}.

Assim, com K dado por (9) e em virtude de C1; ter posto de
linha completo, pode-se concluir que a submatriz K, deve
ser a solugdo Unica de K1;Cy; = Fi1 e portanto também da
equacao (8). Os valores das outras submatrizes compondo
K sdo claramente irrelevantes. O

A parametrizacdo acima explicita os graus de liberdade da
matriz de realimentacdo de saida K, possibilitando assim a
utilizag8o destes na satisfacdo de outros objetivos de controle
além da rejeicdo de perturbagdes.

Um desses objetivos é o de estabilidade do sistema em ma-
Iha fechada. E fécil verificar que com a parametrizagio
acima, este problema reduz-se ao problema de estabiliza-
¢do por realimentagdo estéatica de saida dos trios (A;; +
BuKuCu,Bu,Cu) e (A22 + B21K11012,Bz1,022)-
Trata-se ainda de um problema em aberto, para cuja so-
lucdo entretanto diversas técnicas numéricas baseadas em
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condicoes suficientes sdo disponiveis (Syrmos et al., 1997).
Conseguindo-se estabilizar o sistema, é ainda possivel utili-
zar os graus de liberdade da solu¢cdo do DDPKM para otimi-
zar um indice de desempenho quadratico, como em (Dérea e
Milani, 1995).

6 EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo 1 Seja o sistema (1), (3) para o qual:

~21-10 0 ~2 -1
—2-1-1-1-1 -1 0
A=|6 -15-10]|, B=|1 0|,
6 -2 5 —1 1 3 1
2 4120 10

-1 0
-3 2
E=|4 -2, D=[01-111].
5 —2
2 -2

A solucdo do problema de rejeicdo de perturbagdes por reali-
mentacdo de estado para este sistema foi estudada em (Ddrea
e Milani, 1995; Dérea e Milani, 1997). Pode-se verificar que
0 sistema representado por estas matrizes satisfazem a con-
dicdlo BNV* C S..

Suponhamos agora que ndo se disponha do acesso completo
a suas variaveis de estado, mas apenas a um conjunto de sai-
das medidas representado pela equacéo (2), em que:

001 00
010-10
121 01

C:

Aplicando-se ao sistema as seguintes mudangas de variaveis:

T = QT:E,
i = ZLu,
y=Zy,

com as matrizes ortogonais ), Zg € Z¢ dadas por:

0.2700 —0.3062 —0.9065 0.1080 0
0.2400 0.4838 —0.1700 —0.6553 0.5
—0.5100 —0.1776 —0.1700 —0.6553 —0.5
—0.7800 0.1286 —0.2455 0.2544 0.5
0.0300 —0.7900 0.2455 —0.2544 0.5

Q=

)

—0.8944 —0.4472

ZB= | 04472 0.8044 |

—0.4352 0.1030 0.8944

Zo =

0.8704 —0.2061 0.4472 | ,

0.2304 0.9731 0

as matrizes que o representam tomam a forma das equacdes

(6), (7):
0.8214 5.9177 | 8.1642 2.6890 4.6204
0.6105 —1.0297| 3.3197 2.7724 —2.5933
A= |-0.1983 0.7245 [-0.4453 0.2105 1.3315
—0.0439 0.1605 | 2.0476 0.9037 1.5303
—0.1500 0.5481 |—0.2927 —0.5281 0.7500
[ 3.6897 |0.6708 ] —6.8702 3
0.2111 |0.5916 —2.7929 2.6458
B = |—-1.4780 , B = 0 0 ,
—0.3275| 0 0 0
| —1.1180] 0 | 0 0

[1.1720 0.3159 |-0.1301 —0.9933 0.4480 ]
C=| 0 —0.3895]-1.1725 —1.9356 0.9216
0.0000 0.0000 |—0.1183 —0.9930 —0.4472 |

)

D=1[00[002].
Nesta representacao,
\ 2k B I4
1% :ker(D):Im{ },

0.6708
0.5916

V, =Im {IQ} ,
em que I, representa a matriz identidade de ordem g.

Pode-se verificar por inspegdo que V, é (C, A)-invariante.
Portanto, de acordo com o teorema 3.2, 0 DDPKM & sol{vel.
A partir da proposicdo 5.1, o conjunto de todas as matrizes
de realimentacdo de saida que resolvem o DDPKM é para-
metrizado por:

- [Z01145 -13516)X ]
X X X

em que os elementos “X™” sdo livres para assumir qualquer
valor.

Exemplo 2 Seja o sistema massa-mola-amortecedor na Fi-
gura 1, em que x1, xo sdo deslocamentos relativos ao ponto
de equilibrio e ¢(t), u(t) séo forgas.
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Tomando-se como vetor de estado

Z1
1
Z2
T

z(t) =

e assumindo u(t), q(t) e z(t) = x5 como vetores de varidveis
de controle, perturbacdo e saida a ser controlada, respectiva-
mente, obtém-se a seguinte representacdo para o sistema:

i(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t),

z(t) = Dx(t),
em que:
0 1 0 0
A= —(k1 + k2)/my1 —c1/my1 ka/my O
o 0 0 0 11’
kg/mg 0 —kg/mg 0
0 0
_ 0 o 1/m1
B = 0 , FE = 0 ,
1/m2 0
D = [0 01 O]
g =] e
m lfﬁ
q(t)l
ko

mao \L X9

Figura 1: Sistema massa-mola-amortecedor

Adotando como varidvel de saida medida
y(t)=Cx(t), C=[1001],

deseja-se calcular um controlador por realimentacdo de
saida, u(t) = Ky(t) de modo que o efeito de ¢(t) ndo seja
sentido na saida controlada z(t).

Pode ser verificado que V* = S, = Im {102] Deste modo,

facilmente constata-se que BN V* = 0e S, +C = R,
ou seja, o trio (A4, B, D) é inversivel & esquerda e o trio
(A, E,C) é inversivel a direita. Além disso, V., = V*, que,
por sua vez é (C, A)-invariante. De fato, estes subespacos
podem ser feitos (A + BKC)-invariantes através da lei de
controle u(t) = —koy(t).

Em malha fechada:

0 1 0 0
.’L‘(t) _ —(k‘l +0k‘2)/m1 —010/77’),1 k‘g/oml (1) x(t)

0 0 —ky/my —ky/mo
Portanto, o controlador rejeita o efeito da perturba¢do na
saida e torna o sistema em malha fechada assintoticamente
estavel.

7 CONCLUSAO

Pouca atenc¢do tinha sido dada até h&a bem pouco tempo ao es-
tudo do problema de rejeicdo de perturbacfes por realimen-
tacdo estatica de saida. Isto se deve certamente a dificuldade
em se estabelecerem condigfes de existéncia de solugdes.
Mostrou-se aqui que se o sistema verifica certas proprieda-
des, entdo é possivel ndo somente concluir sobre a existéncia
de solucbes como também parametrizar o conjunto de ma-
trizes associadas. CondigBes geométricas necessarias e Su-
ficientes foram entdo estabelecidas. Categorias importantes
de sistemas verificam as propriedades anteriormente citadas,
entre 0s quais 0s sistemas inversiveis a esquerda e a direita.
Este estudo estende assim resultados recentemente publica-
dos na literatura, restritos a sistemas inversiveis a esquerda,
com condicOes de existéncia de solugdes estabelecidas em
relacdo a uma base particular de representacdo do sistema.
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