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ABSTRACT

This work adresses the Disturbance Decoupling Problem in
linear systems via static output feedback. Necessary and suf-
ficient conditions for solvability in two important families of
systems are established. The problem is solvable if and only
if a given subspace verifies an invariance property. The set of
output feedback matrices which solve the problem is then pa-
rameterized through a suitable change of the coordinate basis
of the state, input and output spaces. A numerical example
illustrates the proposed approach.

KEYWORDS: Linear systems, disturbance rejection, geo-
metric approaches, invariance, feedback control.

RESUMO

Este trabalho estuda o problema de rejeição total de perturba-
ções em sistemas lineares através de realimentação estática
de saída. Condições necessárias e suficientes para a exis-
tência de soluções em duas importantes famílias de sistemas
são estabelecidas. O problema é solúvel se e somente se um
determinado subespaço goza de uma propriedade de inva-
riância. O conjunto de matrizes de realimentação de saída
que resolvem o problema é então parametrizado através de
uma mudança adequada da base de representação dos espa-
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ços de estado, controle e saída. Um exemplo numérico ilustra
a abordagem proposta.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas lineares, rejeição de distúr-
bios, abordagem geométrica, invariância, controle por rea-
limentação.

1 INTRODUÇÃO

A solução teórica do problema de rejeição de perturbações
por realimentação completa de estado (DDP, do inglês Dis-
turbance Decoupling Problem) constitui-se em um excelente
exemplo ilustrativo da aplicação de alguns dos conceitos fun-
damentais da chamada abordagem geométrica para o con-
trole de sistemas lineares, tais como subespaços (A, B)-
invariantes e de controlabilidade. Condições geométricas de
existência de soluções para o DDP podem ser encontradas,
por exemplo, em (Wonham, 1985; Basile e Marro, 1992).

A solução do DDP (quando existente) não é única. Um pro-
blema interessante é tentar parametrizar o conjunto de to-
dos os controladores que resolvem o DDP. Tal problema,
no caso geral, é de muito difícil solução. Alguns trabalhos
conseguiram no entanto resolvê-lo para alguns tipos de sis-
tema. Como exemplo pode ser citado o artigo (Dórea e Mi-
lani, 1997), onde foram obtidas a solução completa e a pa-
rametrização de todos os controladores que resolvem o DDP
para uma classe particular de sistemas.

Quando o vetor de estado não é disponível para medição,
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deve-se estudar o problema de rejeição de perturbações por
realimentação de saída (DDPM, do inglês disturbance de-
coupling problem by measurement feedback). Este problema
consiste em calcular um controlador por realimentação di-
nâmica da saída medida tal que a função de transferência
das pertubações para a saída controlada seja igual a zero.
O DDPM foi resolvido em (Schumacher, 1980; Willems e
Commault, 1981).

Pouca atenção foi dada até o momento a um problema de for-
mulação mais simples, o problema de rejeição de perturba-
ções por realimentação estática de saída (DDPKM. Adota-se
aqui o acrônimo adotado em (Chen, 1997) para Disturbance
Decoupling Problem by Static Measurement Feedback). As
condições de existência de soluções para o DDPKM foram
inicialmente estabelecidas em termos da existência de um su-
bespaço que goza de determinadas propriedades (Hamano e
Furuta, 1975; Schumacher, 1980). Entretanto, é bastante di-
fícil verificar a existência deste subespaço no caso geral.

Uma solução para o DDPKM para sistemas inversíveis à es-
querda foi proposta recentemente em (Chen, 1997). O sis-
tema é inicialmente representado em uma base de coordena-
das especial na qual o DDPKM é solúvel se e somente se
uma submatriz específica é nula.

Neste trabalho, os resultados de (Chen, 1997) relativos
ao DDPKM são estendidos considerando-se um conjunto
mais abrangente de sistemas. Para duas classes importan-
tes de sistemas, estabelecem-se condições necessárias e su-
ficientes para a existência de soluções. Diferentemente de
(Chen, 1997), tais condições são expressas em termos geo-
métricos, independentes da base de representação escolhida.
Uma caracterização completa das soluções, bem como a pa-
rametrização de todas as matrizes de realimentação de saída
correspondentes são também fornecidas.

2 CONCEITOS E RESULTADOS PRELIMI-
NARES

Seja o sistema linear, de tempo contínuo, invariante no
tempo, descrito por:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t), (1)

y(t) = Cx(t), (2)

z(t) = Dx(t), (3)

em que x ∈ <n é o vetor de variáveis de estado, u ∈ <m é
o vetor de entradas de controle, q ∈ <d é o vetor de entradas
de perturbações, supostas não diretamente disponíveis para
medição, y ∈ <l é o vetor de saídas medidas e z ∈ <p

é o vetor de saídas a serem controladas. Supõe-se que as
matrizes B e E possuem posto de coluna completo e que as
matrizes C e D possuem posto de linha completo.

Os espaços imagem das matrizes B e E serão aqui denotados
respectivamente por:

B = Im(B), E = Im(E),

assim como os espaços nulos das matrizes C e D serão de-
notados respectivamente por:

C = ker(C), K = ker(D).

O objetivo do DDPKM é calcular, se possível, uma lei de
controle por realimentação estática de saída, u(t) = Ky(t),
tal que a matriz de transferência da perturbação q para a saída
controlada z seja nula.

Dois conceitos são de fundamental importância no es-
tudo deste problema, os de subespaços (A, B)-invariantes e
(C, A)-invariantes (Wonham, 1985; Basile e Marro, 1992).

Definição 2.1 Considere-se o par (A, B) relativo ao sistema
(1). Um subespaço V ⊂ <n é (A, B)-invariante se AV ⊂
V + B.

Pode-se mostrar que, equivalentemente, V é (A, B)-
invariante se e somente se existe uma matriz F ∈ <m×n

tal que (A + BF )V ⊂ V .

Pode-se também mostrar a existência de um subespaço
(A, B)-invariante de dimensão máxima entre todos aqueles
contidos no subespaço K:

V∗ =
máximo subespaço (A, B)-invariante

contido em K.

Definição 2.2 Considere-se o par (C, A) relativo ao sistema
(1), (2). Um subespaço S ⊂ <n é (C, A)-invariante se
A(S ∩ C) ⊂ S.

Equivalentemente, S é (C, A)-invariante se e somente se
existe uma matriz G ∈ <n×l tal que (A + GC)S ⊂ S.

O conjunto de todos os subespaços (C, A)-invariantes que
contêm o subespaço E possui um elemento de dimensão mí-
nima:

S∗ =
mínimo subespaço (C, A)-invariante

contendo E .

As condições de existência de soluções para o DDPKM são
dadas pelo seguinte teorema (Hamano e Furuta, 1975; Schu-
macher, 1980):

Teorema 2.1 O DDPKM é solúvel se e somente se existe
um subespaço V que seja (A, B)- e (C, A)-invariante e tal
que E ⊂ V ⊂ K.
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Equivalentemente, o DDPKM é solúvel se e somente se
existe um subespaço V e uma matriz K ∈ <m×l tais que
E ⊂ V ⊂ K e (A + BKC)V ⊂ V .

O teorema anterior estabelece condições necessárias e sufi-
cientes para a existência de realimentação estática de saída
que resolve o DDPKM, em termos da existência de um su-
bespaço que goza de determinadas propriedades. Porém, o
mesmo não provê um método construtivo para verificar a
existência deste subespaço. Trata-se de algo muito difícil no
caso geral. De acordo com o que será mostrado na seqüên-
cia, se o sistema verifica determinadas condições, pode-se
facilmente concluir sobre a existência de soluções para o
DDPKM. Além disso, pode-se também facilmente obter a
caracterização das soluções bem como a parametrização de
todas as matrizes de realimentação de saída correspondentes.

3 SOLUÇÃO PARA SISTEMAS SATISFA-
ZENDO B ∩ V∗ ⊂ S∗

Definição 3.1 (Basile e Marro, 1982; Basile e Marro, 1992)
Um subespaço (A, B)-invariante V contido em um subes-
paço K é dito auto-limitado (“self-bounded”) em relação a
K se B ∩ V∗ ⊂ V .

Um subespaço (A, B)-invariante V ⊂ K é auto-limitado em
relação a K se para x(0) ∈ V o vetor de estado não pode
deixar V através de trajetórias contidas em K.

Uma caracterização detalhada de subespaços auto-limitados
pode ser encontrada em (Basile e Marro, 1982; Basile e
Marro, 1992). Entre as muitas propriedades de que go-
zam tais subespaços, pode-se destacar a seguinte (Basile e
Marro, 1992):

Propriedade 3.1 O conjunto formado por todos os subes-
paços (A, B)-invariantes auto-limitados contidos em um su-
bespaço K é fechado em relação à operação de interseção.

Considere-se agora a seguinte classe de subespaços:

J (A, B;K,S∗)
4
= {V : V ∈ I(A, B;K) e V ⊃ S∗} ,

em que I(A, B;K) representa o conjunto de subespaços
(A, B)-invariantes contidos em K.

Note-se a partir do teorema 2.1 que uma condição necessá-
ria para existência de soluções ao DDPKM é que o conjunto
J (A, B;K,S∗) não seja vazio.

Supor-se-á na seqüência desta seção que o sistema em estudo
satisfaz a condição:

B ∩ V∗ ⊂ S∗.

Uma categoria importante de sistemas que verificam esta
condição é aquela dos sistemas cuja matriz de transferência
do trio (A, B, D), é inversível à esquerda. Esta propriedade
implica a possibilidade de se reconstruir a entrada u(t) atra-
vés da saída z(t).

Sistemas inversíveis à esquerda são caracterizados geome-
tricamente pela condição (Wonham, 1985; Basile e Marro,
1992): B∩V∗ = 0. Em (Chen, 1997), o DDPKM é estudado
unicamente para este tipo de sistema.

Deve-se ressaltar que, sendo os sistemas aqui considerados
estritamente próprios, a inversa da matriz de transferência
pode possuir termos impróprios. Este caso pode indistinta-
mente ser tradado através da abordagem aqui proposta, visto
que esta inversa não é de nenhum modo utilizada.

Lema 3.1 Se B∩V∗ ⊂ S∗, então J (A, B;K,S∗) possui um
elemento de dimensão mínima:

V∗ = minV ∈ J (A, B;K,S∗).

Demonstração: Basta mostrar que J (A, B;K,S∗) é fe-
chado em relação à operação de interseção (Wonham, 1985;
Basile e Marro, 1992). Para V ∈ J (A, B;K,S∗), B ∩
V∗ ⊂ S∗ ⊂ V , logo V é um subespaço (A, B)-invariante
auto-limitado e, a partir da propriedade 3.1, o conjunto
J (A, B;K,S∗) é fechado em relação à operação de inter-
seção. 2

O subespaço V∗ pode ser caracterizado da seguinte forma:

Teorema 3.1 (Basile e Marro, 1992) Seja U∗ o mínimo su-
bespaço (D, A)-invariante que contém B. Então V∗ = V∗ ∩
U∗.

Considere-se agora o seguinte conjunto de matrizes de reali-
mentação de estado:

F(V)
4
= {F ∈ <m×n : (A + BF )V ⊂ V}.

Lema 3.2

F(V∗) ⊃ F(V) ∀V ∈ J (A, B;K,S∗).

Demonstração: Basta mostrar que qualquer matriz F ∈
F(V), com V ∈ J (A, B;K,S∗) pertence também a F(V∗).
Por definição, V∗ é tal que:

AV∗ ⊂ V∗ + B, B ∩ V∗ ⊂ V∗, V∗ ⊂ V .

Qualquer F ∈ F(V) é tal que:

(A + BF )V ⊂ V .
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Assim,
(A + BF )V∗ ⊂ (A + BF )V ⊂ V . (4)

Além disso, como V∗ é (A, B)-invariante e BFV∗ ⊂ B,

(A + BF )V∗ ⊂ AV∗ + B ⊂ V∗ + B. (5)

A partir das relações (4), (5) acima, conclui-se que:

(A + BF )V∗ ⊂ V ∩ (V∗ + B)
⊂ V∗ + B ∩ V
⊂ V∗ + B ∩ V∗

⊂ V∗.

2

Os resultados anteriores permitem estabelecer condições de
existência de soluções ao DDPKM para a família de sistemas
em questão.

Teorema 3.2 Para sistemas em que B∩V∗ ⊂ S∗, o DDPKM
é solúvel se e somente se V∗ é um subespaço (C, A)-
invariante.

Demonstração:
Necessidade: Se o DDPKM é solúvel, então existe uma ma-
triz K ∈ <m×l e um subespaço V tais que S∗ ⊂ V ⊂
V∗ e (A + BKC)V ⊂ V . Isto garante que o conjunto
J (A, B;K,S∗) não é vazio e, conseqüentemente, a existên-
cia de V∗. Além disso, em virtude do lema 3.2, tem-se que
(A + BKC)V∗ ⊂ V∗, portanto V∗ é (C, A)-invariante.
Suficiência: Se V∗ é (C, A)-invariante, já que V∗ é também
(A, B)-invariante e por definição E ⊂ V∗ ⊂ K, de acordo
com o teorema 2.1 o DDPKM deve ser solúvel. 2

Ressalte-se que as condições geométricas estabelecidas por
este teorema independem da base escolhida para representar
os espaços de estado, entrada e saída do sistema. Além disso,
diferentemente das condições propostas em (Chen, 1997),
aplicam-se não apenas a sistemas inversíveis à esquerda, mas
a uma família bem mais ampla.

Na próxima seção, condições semelhantes são obtidas para
outra família importante de sistemas.

4 SOLUÇÃO PARA SISTEMAS SATISFA-
ZENDO V∗ ⊂ C + S∗

A condição geométrica que define a classe de sistemas objeto
desta seção é dual àquela da seção anterior. Os resultados
apresentados a seguir podem também ser obtidos facilmente
por dualidade. Assim, visando a evitar repetições desneces-
sárias, suas demonstrações serão omitidas.

Definição 4.1 (Basile e Marro, 1992) Um subespaço
(C, A)-invariante S que contém um subespaço E é dito auto-
oculto (“self-hidden”) em relação a E se S ⊂ S∗ + C.

Um subespaço (C, A)-invariante S ⊃ E é auto-oculto em re-
lação a E se o mesmo pode tornar-se não observável com um
observador dinâmico na presença de perturbações pertencen-
tes a E .

Uma propriedade importante de subespaços auto-ocultos é
destacada a seguir (Basile e Marro, 1992):

Propriedade 4.1 O conjunto formado por todos os subes-
paços (C, A)-invariantes auto-ocultos que contêm um subes-
paço E é fechado em relação à operação de soma de subes-
paços.

Considere-se agora a seguinte classe de subespaços:

J (C, A; E ,V∗)
4
= {S : S ∈ I(C, A; E) e S ⊂ V∗} ,

em que I(C, A; E) representa o conjunto de subespaços
(C, A)-invariantes que contêm E .

Note-se a partir do teorema 2.1 que uma condição necessá-
ria para existência de soluções ao DDPKM é que o conjunto
J (C, A; E ,V∗) não seja vazio.

Supor-se-á na seqüência desta seção que o sistema em estudo
satisfaz a condição:

V∗ ⊂ C + S∗.

Uma categoria importante de sistemas que verificam esta
condição é aquela dos sistemas cuja matriz de transferência
do trio (A, E, C), é inversível à direita. Isto implica a possi-
bilidade de se impor qualquer saída y(t), bem comportada,
através de uma entrada q(t) conveniente (controlabilidade
funcional). Também neste caso, a possibilidade da inversa
da matriz de transferência conter elementos impróprios não
tem nenhuma implicação sobre os resultados aqui relatados.

Trios (A, E, C) inversíveis à direita são caracterizados ge-
ometricamente pela condição (Basile e Marro, 1992): C +
S∗ = <n.

Lema 4.1 Se V∗ ⊂ C+S∗, então J (C, A; E ,V∗) possui um
elemento de dimensão máxima:

S∗ = maxS ∈ J (C, A; E ,V∗).

Demonstração: Basta mostrar que J (C, A; E ,V∗) é fe-
chado em relação à operação de adição de subespaços
(Wonham, 1985; Basile e Marro, 1992). Para V ∈
J (C, A; E ,V∗), C + S∗ ⊃ V∗ ⊃ V ⊃ E , logo V é um su-
bespaço (A, B)-invariante auto-oculto e, a partir da propri-
edade 4.1, o conjunto J (C, A; E ,V∗) é fechado em relação
à operação de adição de subespaços. 2
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O subespaço S∗ pode ser caracterizado da seguinte forma:

Teorema 4.1 (Basile e Marro, 1992) Seja W∗ o máximo
subespaço (A, E)-invariante contido em C. Então S∗ =
S∗ + W∗.

Condições necessárias e suficentes para exis-tência de solu-
ções ao DDPKM para a família de sistemas em estudo são
dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 4.2 Para sistemas para os quais V∗ ⊂ C + S∗,
o DDPKM é solúvel se e somente se S∗ é um subespaço
(A, B)-invariante.

5 PARAMETRIZAÇÃO DAS SOLUÇÕES

A partir dos teoremas 3.1 e 4.1, nota-se que V∗ e S∗ podem
ser obtidos a partir dos cálculos de V∗, U∗, S∗ e W∗, para
os quais algoritmos eficientes e numericamente estáveis são
disponíveis (Van Dooren, 1981; Dórea e Milani, 1995). Em
particular, se uma das condições B∩V∗ ⊂ S∗ ou V∗ ⊂ C+S∗

é verificada, então é sempre possível determinar mudanças
de base ortogonais tais que o sistema possa ser representado
pelas seguintes matrizes:

A =

[

A11 A12

A21 A22

]

, B =

[

B11 B12

B21 0

]

, E =

[

E1

0

]

, (6)

C =

[

C11 C12

0 C22

]

, D =
[

0 D2

]

, (7)

em que B21 possui posto de coluna completo, C11 possui
posto de linha completo e

V∗ = Im

[

I
0

]

(se B ∩ V∗ ⊂ S∗)

ou

S∗ = Im

[

I
0

]

(se V∗ ⊂ C + S∗),

em que 0 e I representam respectivamente a matriz nula e a
matriz identidade de dimensões apropriadas.

Note-se que as estruturas das matrizes D e E acima são obti-
das supondo-se que a condição necessária para a rejeição de
perturbações, DE = 0 (Wonham, 1985), seja satisfeita.

A partir de agora, será considerado o primeiro caso (B∩V∗ ⊂
S∗). Para o segundo caso (V∗ ⊂ C + S∗), resultados seme-
lhantes aos apresentados na seqüência podem ser obtidos por
dualidade.

Isto posto, a representação acima reflete as seguintes decom-
posições dos espaços de estado, entrada e saída medida:

X = X1 ⊕X2,

U = U1 ⊕ U2,

Y = Y1 ⊕ Y2,

em que X1 = V∗; BU2 = B ∩ V∗ = B ∩ V∗, BU = B;
CX = Y , C2X = Y2, ker(C2) = C + V∗.

Proposição 5.1 Para sistemas em que B ∩ V∗ ⊂ S∗, o
DDPKM é solúvel se e somente se existe uma matriz K11

tal que:
A21 + B21K11C11 = 0. (8)

Neste caso, o conjunto de todas as matrizes de realimentação
estática de saída que resolvem o DDPKM é dado por:

K =

[

K11 K12

K21 K22

]

, (9)

em que K11 é dado pela solução única dos sistemas de equa-
ções lineares (8) e K12, K21 e K22 são livres para assumir
qualquer valor.
Demonstração: De acordo com o teorema 3.2, basta verifi-

car se o subespaço (A, B)-invariante V∗ = Im

[

I
0

]

é tam-

bém (C, A)-invariante, ou seja, se existe uma matriz K (9)
tal que (A + BKC)V∗ ⊂ V∗. Constata-se por inspeção que
isto é possível se e somente se (8) é satisfeita.

Além disso, a partir do lema 3.2, conclui-se que o con-
junto de todos os produtos de matrizes KC que resolvem
o DDPKM é dado por KC ∈ F(V∗). Considerando-se

F =

[

F11 F12

F21 F22

]

,

tem-se que (Dórea e Milani, 1997):

F(V∗) = {F : A21 + B21F11 = 0} .

Assim, com K dado por (9) e em virtude de C11 ter posto de
linha completo, pode-se concluir que a submatriz K11 deve
ser a solução única de K11C11 = F11 e portanto também da
equação (8). Os valores das outras submatrizes compondo
K são claramente irrelevantes. 2

A parametrização acima explicita os graus de liberdade da
matriz de realimentação de saída K, possibilitando assim a
utilização destes na satisfação de outros objetivos de controle
além da rejeição de perturbações.

Um desses objetivos é o de estabilidade do sistema em ma-
lha fechada. É fácil verificar que com a parametrização
acima, este problema reduz-se ao problema de estabiliza-
ção por realimentação estática de saída dos trios (A11 +
B11K11C11, B12, C11) e (A22 + B21K11C12, B21, C22).
Trata-se ainda de um problema em aberto, para cuja so-
lução entretanto diversas técnicas numéricas baseadas em
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condições suficientes são disponíveis (Syrmos et al., 1997).
Conseguindo-se estabilizar o sistema, é ainda possível utili-
zar os graus de liberdade da solução do DDPKM para otimi-
zar um índice de desempenho quadrático, como em (Dórea e
Milani, 1995).

6 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Exemplo 1 Seja o sistema (1), (3) para o qual:

A =













−2 1 −1 0 0
−2 −1 −1 −1 −1
6 −1 5 −1 0
6 −2 5 −1 1
2 4 1 2 0













, B =













−2 −1
−1 0
1 0
3 1
1 0













,

E =













−1 0
−3 2
4 −2
5 −2
2 −2













, D =
[

0 1 −1 1 1
]

.

A solução do problema de rejeição de perturbações por reali-
mentação de estado para este sistema foi estudada em (Dórea
e Milani, 1995; Dórea e Milani, 1997). Pode-se verificar que
o sistema representado por estas matrizes satisfazem a con-
dição B ∩ V∗ ⊂ S∗.

Suponhamos agora que não se disponha do acesso completo
a suas variáveis de estado, mas apenas a um conjunto de saí-
das medidas representado pela equação (2), em que:

C =





0 0 1 0 0
0 1 0 −1 0
1 2 1 0 1



 .

Aplicando-se ao sistema as seguintes mudanças de variáveis:

x̄ = QT x,

ū = ZT
Bu,

ȳ = ZT
Cy,

com as matrizes ortogonais Q, ZB e ZC dadas por:

Q =













0.2700 −0.3062 −0.9065 0.1080 0
0.2400 0.4838 −0.1700 −0.6553 0.5
−0.5100 −0.1776 −0.1700 −0.6553 −0.5
−0.7800 0.1286 −0.2455 0.2544 0.5
0.0300 −0.7900 0.2455 −0.2544 0.5













,

ZB =

[

−0.8944 −0.4472
−0.4472 0.8944

]

,

ZC =





−0.4352 0.1030 0.8944
0.8704 −0.2061 0.4472
0.2304 0.9731 0



 ,

as matrizes que o representam tomam a forma das equações
(6), (7):

Ā =













0.8214 5.9177 8.1642 2.6890 4.6204
0.6105 −1.0297 3.3197 2.7724 −2.5933
−0.1983 0.7245 −0.4453 0.2105 1.3315
−0.0439 0.1605 2.0476 0.9037 1.5303
−0.1500 0.5481 −0.2927 −0.5281 0.7500













,

B̄ =













3.6897 0.6708
0.2111 0.5916
−1.4780 0
−0.3275 0
−1.1180 0













, Ē =













−6.8702 3
−2.7929 2.6458

0 0
0 0
0 0













,

C̄ =





1.1720 0.3159 −0.1301 −0.9933 0.4480
0 −0.3895 −1.1725 −1.9356 0.9216

0.0000 0.0000 −0.1183 −0.9930 −0.4472



 ,

D̄ =
[

0 0 0 0 2
]

.

Nesta representação,

V̄∗ = ker(D̄) = Im

[

I4

0

]

,

B̄ ∩ V̄∗ = Im













0.6708
0.5916

0
0
0













⊂ Im(Ē) ⊂ V̄∗,

V̄∗ = Im

[

I2

0

]

,

em que Iq representa a matriz identidade de ordem q.

Pode-se verificar por inspeção que V̄∗ é (C, A)-invariante.
Portanto, de acordo com o teorema 3.2, o DDPKM é solúvel.
A partir da proposição 5.1, o conjunto de todas as matrizes
de realimentação de saída que resolvem o DDPKM é para-
metrizado por:

K̄ =

[

−0.1145 −1.3516 X
X X X

]

,

em que os elementos “X” são livres para assumir qualquer
valor.

Exemplo 2 Seja o sistema massa-mola-amortecedor na Fi-
gura 1, em que x1, x2 são deslocamentos relativos ao ponto
de equilíbrio e q(t), u(t) são forças.
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Tomando-se como vetor de estado

x(t) =









x1

ẋ1

x2

ẋ2









e assumindo u(t), q(t) e z(t) = x2 como vetores de variáveis
de controle, perturbação e saída a ser controlada, respectiva-
mente, obtém-se a seguinte representação para o sistema:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t),

z(t) = Dx(t),

em que:

A =









0 1 0 0
−(k1 + k2)/m1 −c1/m1 k2/m1 0

0 0 0 1
k2/m2 0 −k2/m2 0









,

B =









0
0
0

1/m2









, E =









0
1/m1

0
0









,

D =
[

0 0 1 0
]

.

PSfrag replacements

x1

x2

m1

m2

k1

k2

c1

u(t)

q(t)

Figura 1: Sistema massa-mola-amortecedor

Adotando como variável de saída medida

y(t) = Cx(t), C =
[

1 0 0 1
]

,

deseja-se calcular um controlador por realimentação de
saída, u(t) = Ky(t) de modo que o efeito de q(t) não seja
sentido na saída controlada z(t).

Pode ser verificado que V∗ = S∗ = Im

[

I2

0

]

. Deste modo,

facilmente constata-se que B ∩ V∗ = 0 e S∗ + C = <4,
ou seja, o trio (A, B, D) é inversível à esquerda e o trio
(A, E, C) é inversível à direita. Além disso, V∗ = V∗, que,
por sua vez é (C, A)-invariante. De fato, estes subespaços
podem ser feitos (A + BKC)-invariantes através da lei de
controle u(t) = −k2y(t).

Em malha fechada:

ẋ(t) =









0 1 0 0
−(k1 + k2)/m1 −c1/m1 k2/m1 0

0 0 0 1
0 0 −k2/m2 −k2/m2









x(t)

Portanto, o controlador rejeita o efeito da perturbação na
saída e torna o sistema em malha fechada assintoticamente
estável.

7 CONCLUSÃO

Pouca atenção tinha sido dada até há bem pouco tempo ao es-
tudo do problema de rejeição de perturbações por realimen-
tação estática de saída. Isto se deve certamente à dificuldade
em se estabelecerem condições de existência de soluções.
Mostrou-se aqui que se o sistema verifica certas proprieda-
des, então é possível não somente concluir sobre a existência
de soluções como também parametrizar o conjunto de ma-
trizes associadas. Condições geométricas necessárias e su-
ficientes foram então estabelecidas. Categorias importantes
de sistemas verificam as propriedades anteriormente citadas,
entre os quais os sistemas inversíveis à esquerda e à direita.
Este estudo estende assim resultados recentemente publica-
dos na literatura, restritos a sistemas inversíveis à esquerda,
com condições de existência de soluções estabelecidas em
relação a uma base particular de representação do sistema.
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