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ABSTRACT

This paper addresses the effects of the quantization of
an audio signal on the Least-Squares (LS) estimate of
its autoregressive (AR) model. First, three topics are
reviewed: the statistical description of the quantization
error in terms of the number of bits used in fixed- point
representation for a signal; the LS estimation of the AR
model for a signal; and the relation between Minimum
Mean-Square Error (MMSE) solutions for the AR model
obtained from noisy and noiseless signals. The sensi-
tivity of the associated generator filter poles localiza-
tion (expressed by magnitudes and phases) to the de-
viation of the model parameters is examined. Through
the interconnection of these aspects, the deviation of the
model coefficients is described in terms of the number of
bits used to represent the signal to be modeled, which
allows for model correction. Conclusions about pecu-
liarities of the pole deviation of the generator filter are
drawn.
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RESUMO

Este artigo aborda os efeitos da quantizacao linear de
um sinal de dudio sobre a estimagao de seu modelo au-
torregressivo (AR) pelo método de Minimos Quadrados
(LS). Inicialmente, revisam-se: a descri¢do estatistica
do erro de quantizacao em funcao do ntmero de bits da
representacao de um sinal em ponto fixo; a obtencao da
estimativa LS do modelo AR para um sinal; e a rela-
¢ao entre as solugoes de Erro Quadratico Médio Minimo
(MMSE) para o modelo AR obtidas a partir de sinais
ruidoso e nao-ruidoso. Examina-se a sensibilidade da lo-
calizagdo (em modulo e fase) dos pélos do filtro gerador
associado quanto a variagao dos parametros do modelo.
Através da interligagao desses tépicos, descreve-se o des-
vio nos coeficientes do modelo em funcao do nimero de
bits de representacao do sinal modelado, o que permite
corrigir o modelo, e explicam-se peculiaridades do desvio
nos poélos do filtro gerador.

PALAVRAS-CHAVE: Modelos autorregressivos, algorit-
mos de interpolacao, estimagao por minimos quadrados,
ruido de quantizagao, andlise de sensibilidade

1 INTRODUCAO

Uma situacao recorrente no processamento digital de si-
nais de dudio (Kahrs e Brandenburg, 1998), incluindo
fala (Deller, Jr. et alii, 2000), é a necessidade de se es-
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timar um modelo estatistico para descrever esses sinais.
Um modelo freqiientemente adotado é o processo autor-
regressivo (AR), obtido pela passagem de ruido branco
por um filtro digital linear s6-p6los (Haykin, 1996). Por
outro lado, a discretizagao e quantizagao linear de um
sinal de dudio resulta na sua representacao digital em
ponto fixo.

A literatura de processamento de fala tem associado
exaustivamente os tépicos “modelo AR” e “quantiza-
¢ao”. No contexto de codificagao para compressao de
sinais (Gersho e Gray, 1997), uma técnica simples e am-
plamente empregada é o Linear Predictive Coder (LPC),
que é uma aplicacao direta do modelo AR. Diretamente
derivadas do LPC (Deller, Jr. et alii, 2000), a Parcor lat-
tice e o Line Spectrum Pair (LSP) resultaram da busca
de parametrizagoes,/representagoes alternativas aos coe-
ficientes do modelo AR que, quando quantizadas, pro-
duzissem menores niveis de distor¢ao espectral. E desde
os anos 1980 este assunto tem produzido trabalhos bas-
tante significativos (Kabal e Ramachandran, 1986; So-
ong e Juang, 1993; Paliwal e Atal, 1993; Pan e Fis-
cher, 1998; Kim et alii, 2000).

Entretanto, o objeto do presente trabalho é fundamen-
talmente diferente. Nao se esta interessado em obter
melhores representacoes para transmissao dos coeficien-
tes LPC. De fato, a investigacao aqui se enquadra num
estagio anterior: o efeito da representagao quantizada
dos sinais que se quer modelar sobre a estimativa de seus
modelos. No contexto de restauragao digital de dudio, é
dado um sinal discretizado com alta qualidade (tipica-
mente, com taxa de amostragem de 44,1, 48 ou 96 kHz e
representacao com 16, 20 ou 24 bits em ponto fixo), que
serd submetido ao processamento. Este, em geral, pode
ser realizado por um sistema especializado baseado em
computador e nao precisa ser em tempo real. Muitos
dos problemas caracteristicos a tratar (como remocao
de clicks e arranhoes) admitem solugoes de alta eficdcia
através de técnicas cuja formulacao se baseia no modelo
autorregressivo (Vaseghi e Frayling-Cork, 1992; Godsill
e Rayner, 1998). Isso leva & necessidade de calcular os
parametros do modelo para sinais quantizados. Depen-
dendo da plataforma empregada, todo o processamento
subseqiiente e a propria representacao dos coeficientes
do modelo pode ser realizada em ponto flutuante, com
alta precisdo. A questao é preservar a modelagem AR e,
ainda que estimando seus coeficientes a partir do sinal
quantizado, manter a representatividade do modelo em
relagao ao sinal continuo subjacente. E essa a motivagao
deste artigo.

A origem deste trabalho se deu num contexto de ava-
liacao de algoritmos de restauracao de sinais de au-

dio (Godsill e Rayner, 1998), em particular os de in-
terpolacao de amostras faltantes ou degradadas. Em 0
Ruanaidh (1994), o desempenho do Amostrador de
Gibbs (O Ruanaidh e Fitzgerald, 1994) é comparado
com o de outros dois algoritmos de interpolagao. Ao
tentarem reproduzir os resultados apresentados em 0
Ruanaidh (1994) para as mesmas categorias de sinais
artificiais de teste, os autores encontraram divergéncias
de resultados para sinais de contetido espectral concen-
trado em muito baixas freqiiéncias. Apos investigacao
mais detalhada, constatou-se que tais diferencas se deve-
ram ao fato de, na reproducgao das simulagoes, os sinais
de teste terem sido previamente quantizados em ponto
fixo (o que nao fora feito no trabalho original). Natural-
mente, a quantizacao dos sinais cria condigoes de teste
mais proximas de uma situacao real de processamento
digital de sinais de audio, e nao deve ser desconside-
rada nas simulacoes. Mais tarde, verificou-se ainda que
o préprio modelo AR estimado a partir do sinal quan-
tizado ja inviabilizava a correta interpolagao naqueles
casos, pois os polos encontrados para o filtro gerador
associado se desviavam excessivamente de suas posigoes
tedricas—sendo obteniveis, entretanto, a partir do sinal
representado com alta precisao.

Neste artigo, inicialmente revisam-se alguns aspectos re-
lacionados com o desvio dos coeficientes do modelo AR
devido a quantizagao do sinal modelado: a descrigao es-
tatistica do erro de quantizacdo em funcao do niumero
de bits da representacao de um sinal em ponto fixo; a
obtengao da estimativa por Minimos Quadrados (LS)
dos coeficientes do modelo AR para um sinal; e a re-
lacao entre as solugoes de Erro Médio Quadratico Mi-
nimo (MMSE) para os mesmos coeficientes obtidas a
partir das versoes ruidosa e nao-ruidosa do sinal. Isso
permite descrever o desvio causado nos coeficientes do
modelo AR em fungdo do nimero de bits da represen-
tagao do sinal modelado e, potencialmente, corrigi-lo.
Em seguida, investiga-se a sensibilidade da posigao, ex-
pressa em termos de mddulo e fase, dos pélos do filtro
gerador associado em relacao aos coeficientes do modelo
AR. Isso permite explicar a ocorréncia preferencial do
desvio de polos em dadas regides do espectro. Toda a
discussao é apoiada pelos resultados de simulagoes.

Apés esta Introducdo, a Se¢do 2 apresenta os pressupos-
tos tedricos necessarios a discussao proposta. Na Secao
3, apresenta-se o problema de interpolagao que moti-
vou o trabalho; passa-se ao sub-problema de modela-
gem; e utilizam-se os topicos da Secao 2 para explica-lo
e soluciond-lo. As Conclusoes sdo apresentadas na Segao
4.
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2 PREMISSAS TEORICAS

2.1 Descricao do Erro de Quantizacao

Considere-se, inicialmente, um sinal aleatério de média
zero x(k), com amplitude continua limitada por

[2(F)] < Ximéx, (1)

do qual se obtém uma representagao uniformemente
quantizada em L niveis com passo 9, tal que

%@gz[f%l—%l& 2)

O erro de quantizagao

eq(k) = wq(k) — (k) ()
terd média zero e amplitude continua limitada por
leq (k)| < 6. (4)

Atribuindo-se ao erro distribuicao uniforme, sua fungao
densidade de probabilidade é

feq(k)) = (5)
0, (eq(k) < —=5)V (eqlk) > 3),

permitindo obter (Haykin, 1996) sua varidncia

52
2 e
Ueq - 12’ (6)
No caso de se adotar representacao binaria em ponto fixo
para z,(k), pode-se supor x(k) previamente escalado de
forma que

Xmax = 1. (7)
Sendo B o nimero total de bits da representacao, entao
§=2"B-D (8)

¢ 9-2B
afq =5 (9)

2.2 Estimacao LS de Parametros de Mo-
delo AR

Considere-se o sinal aleatério x(k) descritivel por um
processo AR de ordem P (Haykin, 1996)

w(k) = a(f)x(k — j) + e(k),

Jj=1

(10)

onde a excitagdo e(k) é ruido branco com média zero
e variancia o2. Redescrevendo-se o problema como a
predigao linear de z(k) a partir de suas P amostras an-

teriores, e(k) seria o erro de predigdo correspondente.

Assumindo-se conhecidas N amostras contiguas de z(k),
pode-se descrever matricialmente

e=x; — Xa, (11)
onde
e2[ e(P) e(P+1) eN=1)17, (12)
x1 = [ #(P) a(P+1) s(N=1) 17,  (13)
z(P—-1) x(P-2) z(0)
%2 z(P) z(P—1) z(1)
2(N—2) (N -3) #(N— P —1)
(14)
aZ[a(l) a2 a(P) . (15)

A estimativa de minimos quadrados (LS) arg dos co-
eficientes a(j), j = 1,2,..., P, a partir de z(k), k =
1,2,...,N — 1, é obtida pela minimizacao da energia
Zg;Pl e?(k) do erro de predicio (Haykin, 1996), resul-
tando em

aps = (X7X) ' XTx,. (16)

2.3 Desvio na Estimativa de Parametros
devido a Ruido Aditivo

Considere-se novamente o sinal aleatério x(k) definido
como na Subsegao 2.2.

Conhecendo-se a estatistica de z(k), seria possivel calcu-
lar a solugao de minimo erro quadratico médio (MMSE)
anMsE para o vetor de coeficientes pela minimizacgao da
poténcia do erro de predigao E[e?(k)] (Haykin, 1996),
resultando na conhecida solugao das equagoes de Yule-
Walker

anvse = Ry 'ty (17)
onde
r5(0) re(1) ro(P —1)
g 2| "W .MO) (18)
75 (1)
re(P—1) re(1) r,(0)
2 r(1) () ra(P) ', (19)
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com .

rz(l) = Elz(k)z(k —1)]. (20)
Se, entretanto, sé se conhecesse a estatistica de uma
versao de z(k) contaminada por ruido branco aditivo

n(k) de variancia o2

y(k) 2 (k) + n(k), (21)
a solugdo MMSE apyvusk obtida por y(k)
avuse = R, 'ry, (22)
onde
() 7y(1) ry(P —1)
sl ) 0 :
T C I
Ty (P — 1) ry(l) ry(O)
ry 2 ry(1) ry(2) r(P) 17, (24)
ry(1) £ Ely(k)y(k - 1)), (25)

seria uma versdo polarizada daquela obtida por z(k).
Sendo n(-) nao-correlacionado com z(-) e e(-), e sendo
e(k) ndo-correlacionado com xz(k—1), z(k—2),. .., pode-
se mostrar (Zheng, 1999) que

2 —1y—14
ayuse = (I -0, R, 7)™ sk (26)
Num caso real, r, (1) nao seriam conhecidas, e as solugoes
estocasticas MMSE poderiam dar lugar as estimativas
deterministicas LS, que delas se aproximam assintotica-
mente com N — oo. Para N elevado,

—1

ars ~ (I-o2N(YTY)™!) "4, (27)

sendo .
as= (YY) Yy, (28)
a estimativa LS dos coeficientes AR obtida a partir de

y(k),

y(P-1) y(P-2) 4(0)
S| wP Py y(1)
y(N -2) y(N-3) y(N—P—1)
(29)
vi 2 [ y(P) y(P+1) y(N—1) 7. (30)

Essa expressdo permite, potencialmente, corrigir (ou
melhor, reduzir, j& que foi aproximada) a polarizagao
da estimativa de coeficientes causada pela contamina-
¢ao do sinal observado por ruido branco aditivo, desde
que se conheca a poténcia deste.

2.4 Desvio dos Pdlos do Filtro Gerador de-
vido ao Desvio nos Parametros do Mo-
delo AR

Na tentativa de associar quantitativamente o desvio dos
polos do filtro gerador de um processo AR ao desvio dos
coeficientes do processo, sao apresentadas a seguir as
expressoes para a sensibilidade dos moédulos e fases dos
polos em relacao aos coeficientes, para as ordens mais
baixas. Considera-se, aqui, genericamente, a sensibili-
dade de ¢ em relacao a d como

lh>
o

Sc2 e (31)

As expressoes calculadas serdo explicitadas em fungao
dos moédulos e fases dos polos, a cujos valores se quer
associar a magnitude das sensibilidades.

Para o filtro de primeira ordem e pdlo p com

(32)

tem-se

SPo=1. (33)

A tabela 1 mostra as sensibilidades para o filtro de se-
gunda ordem e pélos me*i? com

22 22

H = =
(2) 22 —2mecosOz +m2 22

(34)

— a1z —as

Tabela 1: Sensibilidades dos médulos e fases dos pdlos
aos coeficientes—segunda ordem.

S |m 0
cosf
a1 0 " Osend
1 cosf
a2 2 20senf

+50

Para o filtro de terceira ordem e pdlos p e me com
3
z
H(z) = =
(2) (z —p)(22 — 2mcos 0z + m?2)
3
= , 35
23 —a122 — agz — as (35)
as sensibilidades sao mostradas na tabela 2, onde
Ds(z) = p* — 2mpcos § + m?. (36)
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Tabela 2: Sensibilidades dos mdédulos e fases dos pdlos
aos coeficientes—terceira ordem.

S P m 0
(2mcosO+p)p | (2mcosO+p)p | (2mcosb+p)(pcosf—m)
ax Ds(2) 2D3(2) 20sen0 D3 (2)
_ (m+2pcosf)m | (m42pcos@)m |  (m+2pcosb)(mcosbf—p)
G2 Ds(z) 2D3(z) 20senfD3(z)
m?2 (p—2m cos 0)p (m~+p cos §—2m cos? 0)p
as Ds(z) 2D3(z) 20senf D3 (z)

Por fim, as formas das sensibilidades para o filtro de
quarta ordem e pélos mie®7% e moe®i%2 com

A
H(z)= 2 2 =
(22 — 2my cos 01z + m?) (22 — 2ma cos baz + m3)
4
z
= 37
24 —a123 —ag2?2 —asz — aq (37)
sao mostradas na tabela 3, onde
Dy(2) = (m3 —m3)? + 4mIm3(cos® 0 + cos® ) —
— dmima(m?3 4+ m3) cos 0y cos Oy. (38)

Para nao carregar desnecessariamente a tabela, os po-
linémios dos numeradores nao foram explicitamente re-
presentados.

3 DISCUSSAO DO PROBLEMA

3.1 Motivacao: Interpolacao de Amostras
Faltantes

A reconstrugao de um conjunto de amostras de um sinal
discreto cujos valores foram, de alguma forma, perdidos
é um topico de grande interesse na restauracao de sinais
de dudio corrompidos por distirbios localizados, como
clicks de gravagoes em disco (Godsill e Rayner, 1998).
A interpolagao pelo Amostrador de Gibbs foi proposta
por O Ruanaidh e Fitzgerald (1994), tendo seu desem-
penho avaliado contra duas outras técnicas (O Rua-
naidh, 1994), tanto sobre sinais reais quanto sobre sinais
artificiais de caracteristicas particulares. Ao reproduzi-
rem tais simulagoes, os autores encontraram resultados
divergentes para um caso de sinal artificial: enquanto
no trabalho original os trés algoritmos realizavam corre-
tamente a interpolagao, na simulagao reproduzida todos
falhavam.

O exemplo consistia em interpolar as amostras de indices
375 < k < 775, retiradas de um bloco formado pelas

-3 4
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
k, amostras

Figura 1: Bloco de sinal definido pela equacao(39).

100 200 300 400 500 600 700 800 900
k,amostras

Figura 2: Sinal sem as amostras de 375 a 774.

amostras de indices 0 < k£ < 1000 do sinal definido por

(39)

A figura 1 mostra o sinal original e a figura 2, sua ver-
sdo com as 400 amostras retiradas. As figuras 3 e 4
mostram, respectivamente, a solugao desse exemplo pelo
Amostrador de Gibbs tal como mostrada por O Rua-
naidh (1994) e tal como obtida na reproducao de sua
simulacao. Na figura 4, a sendide de freqiiéncia inferior
parece praticamente nao ter sido levada em conta na
interpolacgao.

Intimeros testes foram realizados na tentativa de definir
os contornos do problema. A variacdo das freqiiéncias
mostrou que a anomalia ocorria sempre que ambas eram
muito baixas e independia (salvo exageros) do ndmero
de amostras a interpolar e do tamanho do bloco.
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Tabela 3: Sensibilidades dos médulos e fases dos pdlos aos coeficientes—quarta ordem.

S my 91 mo 92

a N1 (mq,cos 01,mo,cos 03,2) Nig(my,cos 01,ma,cos 02,2) N1 (ma,cos 02,mq,cos 61,2) Nig(mz,cos0z,mq,cos01,2)
1 Dy4(z) 01senfi (m?—m32)Dy(z) Dy (z) 02senfz (m2—m?)Dy(z)

a Naop, (mq,cos 01,mo,cos 03,2) Nag(m,cos 01,mz,cos 02,2) Nayp, (ma,cos 02,mq,cos 61,2) Nag(ma,cos 03,mq,cos 01,2)
2 Dy (z) 01send; D4 (z) Dy (z) 02senfs Dy (z)

a- N3y, (ma,cos 01,ma,cos 62,2) N3g(m,cos 01,m2,cos 02,2) N3 (ma,cos 0a,mq,cos 61,2) N3g(ma,cos 02,m1,cos 01,z)
3 Dy(z) 01senfi (m? —m32)Dy(z) Dy (z) O2senfz (m2—m?)Dy(z)
a Ny, (my,cos 01,ms,cos 02,2) Nyg(my,cos 01,m2,cos 02,z) Nyy, (ma,cos 02,mq ,cos 01,2) Nyg(ma,cos 02,m1,cos 01,z)
4 D4 (2) 01senfi (m? —m3)D4(z) Dy(2) O2senfa(m3—m?)Dy(z)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
k, amostras

Figura 3: Resultado da interpolacao, segundo o trabalho
original.

Ocorre que os sinais artificiais submetidos ao proces-
samento estavam sendo quantizados em 16 bits, as-
sim como os sinais reais, embora todos os calculos fos-
sem efetuados com precisao elevada em ponto flutuante.
Verificou-se, ainda, que aumentando-se o niimero de bits
da representacao do sinal a modelar a anomalia era gra-
dualmente eliminada; portanto, esta devia originar-se
da quantizacao. Entao, provavelmente, no trabalho de
origem nao se efetuara a quantizacao do sinal.

Mas, se o problema com a interpolacao fora causado pela
quantizacao do sinal a interpolar, restava explicar a re-
lacao entre estes dois fatos e qual o motivo da ocorréncia
preferencial do problema em baixas freqiiéncias.

3.2 O Problema: Calculo do Modelo AR

7

Todos os trés algoritmos de interpolagao testados em (O
Ruanaidh, 1994) tém em comum uma etapa de estima-
¢ao de um modelo AR a partir das amostras validas do
sinal. Uma vez que o tamanho do bloco e do segmento a

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
k, amostras

Figura 4: Resultado da interpolacgao, segundo a simula-
¢ao reproduzida.

interpolar, que sao fatores cruciais para a interpolacao
propriamente dita, nao afetavam a ocorréncia do pro-
blema, deduziu-se que s6 o calculo do modelo jé poderia
ser responsavel pelo insucesso dos algoritmos.

Sabendo que os pdlos tedricos do filtro gerador do pro-
cesso AR degenerado na soma de sendides do exemplo
eram e*710 e ¢35, calcularam-se os pdlos referentes
a estimativa LS dos coeficientes do modelo AR para o
bloco completo do sinal quantizado em 16 bits, obtendo-
se aproximadamente 1, —0.093 e e*735. Isso confirmou
a observacao de que sé a sendide na freqiiéncia superior
parecia ser interpolada—de fato, sé ela era modelada,
enquanto a outra dava origem a dois polos reais.

Com isso, o objetivo passou a ser explicar a relagao entre
o erro na modelagem e a quantizagao do sinal a modelar,
além do motivo da ocorréncia preferencial do problema
em baixas freqiiéncias.
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3.3 Testes Adicionais

Abandonou-se o caso especial da sendide e efetuaram-se
testes sobre processos AR genéricos.

Processos de primeira ordem nao trouxeram informagoes
de interesse.

Independendo de quantizagao, processos de segunda or-
dem com dois pdlos complexos forneceram as seguintes
indicagoes de cunho geral:

e O modelo falha para fase 6 exageradamente baixa,
abaixo de 1J55; mas no caso de dudio amostrado
a 44,1 kHz, uma sendide de freqiiéncia 1755 cor-

responde a 22,05 Hz, ou seja, no limite inferior da

audicao humana.

e A estimativa é tdo menos precisa quanto mais m
se afasta da unidade; isso ndao é necessariamente
um problema, uma vez que pélos de médulo re-
duzido contribuem pouco na resposta em freqiién-
cia (Biscainho e Diniz, 2000).

Passando ao caso de quarta ordem quantizado, em que
se enquadra o exemplo ja discutido das duas sendides,
fizeram-se outras constatagoes.

e Embora houvesse a preferéncia genérica pelas fases
reduzidas, a anomalia era dependente dos valores
relativos das duas fases; por exemplo, 61 = 155 nao
era modelada se combinada com 55 < 02 < g5,

enquanto que ¢ = 575 nao era modelada se combi-
T o
nada com 555 < 62 < {5.

e O uso de modelo de ordem superior & tedrica pode
solucionar o problema; no caso real, isso apenas sig-
nifica genericamente superdimensionar o modelo.

O comportamento do estimador para ordens mais altas
tem comportamento similar ao delineado acima.

Seguem-se alguns comentarios sobre a ordem do modelo.
Em primeiro lugar, deve ser dito que, ainda que o pro-
cessamento nao precise ser realizado em tempo real, a
complexidade computacional muito elevada pode invia-
bilizar o processamento por problemas numéricos. As-
sim, o superdimensionamento da ordem do modelo pode
nao se mostrar uma solugao pratica para reduzir o desvio
dos podlos, ja que nao é possivel prever que ordem mi-
nima utilizar. Pode-se contra-argumentar que, no caso
real, ja nao se conhece a ordem necessaria para um sinal
real (ndo-analitico), o que é verdade; mas uma solucao
que preserva a ordem no caso analitico deve resultar em

ordem menor no caso real, se confrontada com uma solu-
¢ao que ja eleva a ordem no caso analitico. De qualquer
modo, a complexidade serd ditada, em ultima andlise,
pelas operagoes necessarias ao calculo do modelo. Nesse
trabalho, esta-se considerando uma solugao que preserva
a ordem do modelo, embora eleve um pouco a comple-
xidade do seu célculo.

3.4 Explicacoes e Solucao

Retornando a questao da relagao entre a quantizagao e
o desvio nos coeficientes do modelo AR, é possivel ligar
o exposto nas Subsegoes 2.1 e 2.2 se o ruido aditivo for
considerado como o proprio erro de quantizagao, ou seja,

n(k) = eq(k), (40)
com
y(k) = q(k). (41)
Nesse caso, ¢é facil obter a variancia do ruido
2—2B
o2 = ng =3 (42)

que permite potencialmente realizar a corregao na esti-
mativa polarizada de a através de

aps (1 o N(XqTXq)1> A (43)
ars = (XqTXq)_l ) RPN (44)
sendo
zg(P—1) zq(P—2) 24(0)
ca| mP a1 (1)
2g(N—2) ag(N=3) - o,(N-P—1)
(45)
Xq, = [ 7(P) z4(P+1) z(N=1) 7. (46)

Isso pode ser confirmado praticamente.

Inicialmente, a fim de atender a hipdtese de que o erro
de quantizagao é ruido branco, serda examinado o exem-
plo de um sinal aleatério que se aproxime do sinal com
duas sendides que originou toda a discussao. A tabela 4
mostra os pélos do filtro gerador de um processo AR
de ordem 4, juntamente com os que resultam das esti-
mativas LS dos coeficientes do modelo a partir de uma
realizacao do processo quantizada em 16 bits, sem e com
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a correcdo proposta. Os elementos duplos se referem a
dois poélos reais onde se esperavam dois pdlos comple-
xo0s conjugados. Vé-se que os polos sao reposicionados
com sucesso pelo recalculo do modelo de acordo com a
equagao(43).

Tabela 4: Pdlos do filtro gerador de um processo AR de
quarta ordem.

polos | tedricos | estimados | corrigidos
my 0,99 1e0,33 0,99
0, +100 Oem + 155
ma 0,99 1 0,99
0o +55 +85 +7

A tabela 5 mostra um exemplo de ordem 8, também
com quantizacao em 16 bits. Novamente a corregao do
modelo na forma proposta foi bem sucedida.

Tabela 5: Pdlos do filtro gerador de um processo AR de
oitava ordem.

polos | tedricos | estimados | corrigidos

my 0,95 0,67 e 0,94 0,95
01 +Z Te0 + 17
ma 0,93 0,97 0,93

27 14nm 20w
02 3% 35 %5
ms 0,91 0,94 0,91

4 327 407w
03 35 5 55
my 0,89 0,88 0,89

87 6,7 80w
02 55 55 55

Deve ser notado que a estimacao corrigida pressupoe
bom condicionamento das matrizes e blocos suficiente-
mente longos de dados. Conforme o médulo dos pélos
e o grau de estacionaridade do sinal, tais condicoes po-
dem nao ser atendidas. Finalmente, deve-se notar que
em casos praticos a formulacao “em bloco” expressa pela
equacao(43) nao é a mais adequada, dada sua comple-
xidade e conseqiiente suscetibilidade a erros numeéricos.
Existem formulagoes recursivas (Zheng, 1997) que con-
vergem assintoticamente para a solugao desejada capa-
zes de lidar com problemas de ordem superior. A dis-

cussao acerca da implementagdo, entretanto, estd fora
do escopo do presente artigo.

Por fim, quanto & questao da ocorréncia preferencial do
problema em baixas freqiiéncias, basta que se recorra a
Subsecao 2.4. Das tabelas 1, 2 e 3, o que se pode infe-
rir é que, no caso geral, as variagoes das fases de muito
baixo valor com os coeficientes sao extremamente eleva-
das, pela ocorréncia de termos da forma 6 senf nos de-
nominadores de S?. Por outro lado, a interdependéncia
entre os valores das fases capazes de propiciar a ocor-
réncia do problema vai decorrer da forma com que elas
atuam conjuntamente no desvio dos pdlos; a expressao
para D4 (z) mostrada na equacao(38) ilustra isso.

4 CONCLUSOES

As contribuigoes deste trabalho sao descritas a seguir.
Caracterizaram-se quantitativa e qualitativamente os
efeitos da quantizacao linear de sinais sobre o célculo
de seu modelo AR. Apresentou-se uma expressao para
corre¢ao da polarizagao na estimativa dos coeficientes
do modelo a partir do ntimero de bits da representacao
em ponto fixo do sinal modelado. Explicou-se a maior
intensidade dos efeitos da polarizagao no desvio do mo-
delo quando os pédlos do filtro gerador associado tém fase
reduzida.

Uma formulagao recursiva do célculo do modelo corri-
gido é mais indicada na pratica. Qualquer caso de pro-
cessamento de sinais de alta precisao baseado no modelo
AR calculado a partir de sinais quantizados linearmente,
como ocorre tipicamente em restauragao de dudio, é uma
potencial aplicacao deste trabalho.
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