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ABSTRACT

In this work we study the filtering and optimal control prob-
lems for linear systems subject to abrupt changes in the pa-
rameters and partial observations. We assume that the abrupt
changes are represented by independent and identically dis-
tributed random variables along the time, taking values in a
finite set of numbers. Initially we present recursive filters
of minimum mean square quadratic errors for this family of
systems. These results generalize some previous results in
the literature which only considered binary abrupt variations
in the output variables of the system. Next we consider the
quadratic optimal control problem for the partial observation
case. Using the filter previously developed we present a sub-
optimal solution for the problem, since that the separation
principles cannot be applied to this case.

KEYWORDS: Recursive filters, abrupt variations, linear sys-
tems, quadratic control.

RESUMO

Neste trabalho estuda-se o problema de filtragem e controle
Otimo para sistemas lineares com parametros sujeitos a va-
riacdes abruptas e observagdes parciais. Assume-se que as
variacOes abruptas sdo representadas por varidveis aleatd-
rias independentes e igualmente distribuidas ao longo do
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tempo, tomando valores em um conjunto contdvel de elemen-
tos. Inicialmente apresentam-se filtros recursivos lineares
de minimo erro médio quadratico para esta familia de sis-
temas. Este resultado generaliza alguns resultados apre-
sentados anteriormente na literatura que apenas considera-
vam modelos com varia¢des abruptas bindrias nas varidveis
de saida do sistema. Em seguida considera-se o problema
de controle 6timo quadratico para o caso com observagdes
parciais. Utilizando-se o filtro desenvolvido anteriormente
apresenta-se uma solucdo sub-6tima para o problema, uma
vez que o principio da separag¢do ndo se aplica neste caso.

PALAVRAS-CHAVE: Filtros recursivos, variagdes abruptas,
sistemas lineares, controle quadrético.

1 INTRODUGAO

O problema de controle 6timo linear quadratico para siste-
mas lineares discretos no tempo com saltos aleatérios nos
pardmetros tem sido intensamente estudado na literatura.
Quando a varidvel de salto é conhecida e segue uma cadeia
de Markov, a solu¢@o do problema de controle 6timo quadra-
tico é obtida a partir de um conjunto de equacdes algébricas
de Riccati acopladas entre si (EARA). Entretanto para obter
esta solucdo, é crucial o fato do controlador ter aceso em cada
instante de tempo k as varidveis de estado z(k) (de dimen-
sdo n) e de salto 6(k). Em (Blair e Sworder, 1975), (Chizeck
etal., 1986), (Yuandong e Chizeck, 1988) estuda-se o sistema
sem considerar ruidos. Os trabalhos (Costa e do Val, 1998),
(Costa e Fragoso, 1995), (Costa, 1995), (Marques, 1997)
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abordam sistemas ruidosos. Em (Marques, 1997) obtém-
se algoritmos para resolucdo das EARA e do problema de
controle 6timo, fazendo uso de programagdo convexa através
das LMI’s. Uma outra abordagem LMI robusta é obtida em
(Bernard et al., 1997). Casos a tempo continuo so apresenta-
dos em (Dufour e Bertrand, 1994) e (Dufour e Elliott, 1998).
Existem casos em que nem as varidveis de estado nem as
varidveis de salto sdo acessiveis ao controlador. Na teoria
de sistemas lineares estocdsticos sem saltos, problemas deste
tipo sdo conhecidos como controle 6timo com observacdes
parciais, e sdo resolvidos aplicando-se o principio da separa-
¢do, que consiste em usar a lei de realimentacio 6tima para
o estado estimado pelo filtro de Kalman (veja, por exemplo,
(Davis e Vinter, 1985)). Para o caso de sistemas com sal-
tos ndo foram encontrados na literatura consultada trabalhos
com esta abordagem.

Neste trabalho consideram-se sistemas lineares com
parametros sujeitos a variacdes abruptas para o caso em que
essas variagdes (k) sdo varidveis aleatérias independentes
e igualmente distribuidas ao longo do tempo. Obteremos
na se¢@o 3 um filtro linear recursivo de ordem n de minimo
erro médio quadritico (LMMSE) para esta familia de
sistemas. Nossos resultados generalizam os resultados em
(Nahi, 1969),(Hadidi e Schwartz, 1979), e (Wang, 1984)
pois nesses artigos os autores consideram (k) como sendo
uma varidvel aleatdria bindria que determina se a observagao
atual y(k) possui o sinal (k) que se deseja estimar ou
apenas ruido. Os autores desses artigos deduzem filtros
lineares recursivos LMMSE de dimensdo n que fornecem
um estimador para a varidvel de estado. Em (Costa, 1994)
o autor considera o problema de determinacdo de filtros
lineares recursivos LMMSE para sistemas lineares sujeitos
a saltos Markovianos, que incluem os modelos de varidveis
aleatdrias independentes e bindrias mencionados acima.
Entretanto a dimensdo deste filtro € Nn, onde N representa
o nimero de modos de operagdo do sistema. A principal
diferenca deste artigo em relacdo a (Costa, 1994) é que,
conforme mencionado anteriormente, assumimos que
O(k) sdo varidveis aleatérias independentes e igualmente
distribuidas ao longo do tempo. Esta hip6tese nos permite
obter um filtro de ordem reduzida n, ao invés de Nn como
apresentado em (Costa, 1994). Outra diferenca importante
€ que consideramos no filtro a presenca de uma varidvel de
controle de realimentagdo linear. A secdo 4 trata do caso em
que se deseja minimizar um funcional quadratico quando
ndo se tem acesso direto nem as varidveis de estado nem
as varidveis de salto. O problema é resolvido parcialmente
tracando um paralelo com o problema de controle 6timo
quadrético para sistemas lineares estocdsticos a tempo dis-
creto, sem considerar saltos nos pardmetros. Cabe destacar
que a matriz de covariincia do erro de estimag@o depende da
lei de controle utilizada, impedindo assim que o principio da
separagdo valha para este problema. Para o caso sem saltos

estes termos desaparecem. A lei de controle 6tima para
sistemas com saltos e observagdes parciais é¢ em geral dificil
de ser obtida, o que nos motivou a analisar neste artigo uma
solu¢do sub-6tima.

2 PRELIMINARIES

Considere o seguinte sistema linear a tempo discreto

z(k+ 1) = Agryx(k) + Bu(k) + Co)&(k)
y(k) = Hogyx (k) + Goyr (k)

(1a)
(1b)

sendo {6(k)} uma sequéncia aleatéria tomando valores no
conjunto {1,..., N}, com 0(k) e 6(t) independentes entre
si sempre que k # t. Denotaremos por p; as probabilidades
de 6(k) assumir o valor i, isto é, P(6(k) = i) = p,. Obvia-
mente temos que p; > 0,2 =1,..., N, Zf\; p; = 1. Assu-
miremos que a sequéncia {0(k)} é independente da sequén-
cia de ruido branco no sentido amplo (média nula, matriz
convariancia identidade) {£(k), v(k)}, que por sua vez sdo
independentes entre si. Assumimos também que G;G} > 0
para cada i = 1,...,N. As matrizes A;,C;, H;,G;,i =
1,..., N e B possuem dimensdes n X n,n X 1r1,q XN, q X 1o
e n X m respectivamente, e poderiam variar com k. Por sim-
plicidade notacional néo explicitaremos esta possivel depen-
déncia.
A lei de controle para (1a) tem a seguinte forma

u(k) =T(k)y* ' +UK)E((0), k>0 (2

para matrices I'(k) e U(k) de dimensdes apropriadas, onde
o vetor aleatério kq dimensional y*~! é formado pelas
componentes y(I), | =0,...,k— 1.

Apresentaremos agora algumas definicdes que serdo uteis
para o que se segue. Para uma varidvel aleatéria qualquer
r(k), definimos a varidvel aleatéria centrada

ré(k) :=r(k) — E(r(k)).

Representaremos por #(k|l) o melhor estimador linear (no
sentido da média quadrdtica) de (k) dadas as observagdes

{y(0),....y(D}. e
Fk|D) = (k) — (kD).

Da mesma forma definimos 2; (k + 1|!) como sendo o melhor
estimador linear de

zi(k) = x(k)l{é)(k):i};
onde 1y, representa a medida de Dirac, e

22(]{} + 1|l) = Zz(k‘ + 1) — 2’2(]{} + 1|l)
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Definimos os vetores aleatérios Nn dimensionais
z(k),2(k + 1|I) e Z(k + 1|I) como sendo formado pelas
componentes z;(k), 2;(k + 1)) e Z;(k + 1]1),s = 1,...,N
respectivamente. Denotamos por L£((y°)¥) o espago de
todas as combinagdes lineares de y°(l),l = O0,...,k.
Considerando o produto interno < .;. > entre 2 varidveis
aleatdrias r e z dado por

<ryz>=E(rz) 3)

tem-se, conforme apresentado em (Davis e Vinter, 1985), ca-
pitulo 3, pagina 108, que o melhor estimador linear centrado
7#¢(k|1) é dado pela projegio ortogonal de (k) em L((y°)"),
isto é, #¢(k|l) é a tnica varidvel aleatéria (a menos de um
conjunto com probabilidade nula) que satisfaz

“(kl)(y)") =0 )

Mais ainda, temos as seguintes propriedades:

< 7(k|l); (y )> E(7

Proposicao 1 ((Davis e Vinter,
cov((y©)') é ndo singular entio

(k[0 = E(re(k)((3°)"))eov((3)) 7 ). )

Tem-se também que

1985), capitulo 3) Se

P(klk) = 7(k[k — 1) + E(r*(k)g(k[k — 1)")
E(g(klk — 1)g(klk — 1)) 7' (y° (k) — 5°(klk = 1)) (6)
PF(k|l) = 7 (k[l) + E(r(k)). ©)

Denotamos por Fi o o — campo gerado por {y(t);t =

0,---,k}. Concluimos esta se¢do com as seguintes defini-
¢coes
A: [Al...AN},
G =[Gipy?...Gapy’,
H=[H,...Hy],

e as matrizes de segundo momento

X (k+ 1|k) = E(&(k + 1|k)2(k + 1]k)"),
X(k+1|k) = B(&(k + 1|k)@(k + 1[k)"),
Z(klk = 1) = E(2(k + 1/k)2(k + 1[k)"),
Z(klk —1) = E(2(k + 1|k)2(k + 1|k)').

3 O FILTRO LMMSE DE ORDEM REDU-
ZIDA

Em (Costa, 1994) foi obtido um filtro linear de dimensdo Nn
para (la),(1b), quando ndo se tem informacdo da varidvel

de salto #(k) e assumindo que esta seja uma cadeia de
Markov. O filtro inclui a covariancia do erro da estimacao,
que € calculado mediante uma equacao recursiva de Riccati.
Na equagdo que descreve o sistema ndo foi considerada a
entrada correspondente ao controle.

O objetivo desta secdo € obter o filtro LMMSE para o
sistema (la), (1b), assumindo, conforme mencionado
anteriormente, independéncia entre as varidveis de salto
6(k). As vantagens desta simplificacdo séo as de que o
filtro resultante serd de ordem m (menor portanto que a
ordem Nn para o caso Markoviano), e de incluir a varidvel
de controle conforme (2). Comparando com os artigos
(Nahi, 1969),(Hadidi e Schwartz, 1979),(Wang, 1984),
obtemos uma generalizacdo do modelo considerado,
j4 que 14 os autores apenas estudaram o caso em que
u(k) = O,N = 2,141 = Ag,Cl = Cg,Gl = GQ €
H; = 0, ou seja, 0 modo de operagdo 6(k) = 1 representa
a observacdo y(k) = Hyxz(k) + G1v(k), portanto com o
sinal a ser estimado z(k), e o modo de operagdo 6(k) = 2
representa a observacio y(k) = Giv(k), ou seja, a saida
contém apenas ruido.

O principal resultado desta secdo é apresentado no se-
guinte Teorema.

Teorema 1 O filtro LMMSE para o sistema (1a), (1b) € dado
por

@(k +1|k) = Az(k|k — 1) + Bu(k)+
AZ(k|lk —1)H'(HZ(k|k — 1)H' + GG")~!
- (y(k) — Hz(k[k — 1)) ®)
p1l
2(klk —1) = &(k|k — 1),
pnl
(0] — 1) = E(z(0)), ©)
onde
X(k+1|k) = AZ(k[k — 1) A+ piCiCi—

AZ(klk — )H'(HZ(k|k —1)H' + GG")™*
"HZ(k|k—1)A. (10)

Definindo-se

L(klk—1) = E(2(klk — Du(k)’).

pnl
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tem-se que a equacio recursiva para X (k + 1]k) é dada por

X(k+1]k) =
p1l
Al | Xklk = 1) [pil pl A’
j24!
+ BU(k)B' + AL(k|k —1)B' + BL(k|k — 1)/ A'+
AZ(k|lk —1V)H'(HZ(k|k —1)H' + GG")~!
"HZ(k|k—1)A'. (11)

A matriz de covariancia de erros Z(k|k — 1) é dada por

plX(/f\k -1 0
Z(klk—1) = +
0 pnX (klk — 1)
p1(1—p1) X (klk — 1) —pipn X (k[ — 1)
—p1pn X (klk — 1) pn (1 —pn) X (klk — 1)
(12)

Prova. Tem-se de (5) que
29(klk —1)
= E(=£(R) () oo ()" 1) M) !

— B2 (k)L go ey () F 0 Yeov((y)F 1) 1 (yo)F !
(13)

e dado que 0(k) é independente de z(k) e de (y°)*~!
de (13) que

, segue

s¢(klk — 1)
= P(0(k)

= pE(e (B (") )eov((y) ) 7 (y)
= DiZ c(klk - 1)

Portanto, como 2§ (k|k — 1) = p;@°(klk — 1) e E(z;(k)) =
p:E(z(k)), segue de (7) que 2;(klk — 1) = p;@(klk — 1).
Como visto em (Costa, 1994),

y(klk—1)

e de (14), segue que

E(j(klk — 1)j(k|k — 1)) = HZ(k|k — 1)H' + GG’

15)

Z(k|k —1)H'

B(z°(k)g(klk — 1)) = (16)

— ) E(2° (k) (y°) * D Yeov((y) 1) 1 ()b

Da independéncia entre £(k) e 6(k),
E(¢(k)) = 0, segue que

E(Coyé(k)) =

e lembrando que

E(Cok))E(§(K)) =0,
€ portanto
E(z(k+1)) = AE(z(k)) + BE(u(k)).  (17)
Segue de (17) que z¢(k + 1) é dado por
a(k + 1) = Az°(k) + BuC(k) + Co(y& (k)

e de (5) tem-se que
(k4 1]k) = E((Azc(k) + Bu®(k)+

ce<k>s<k>><y6>k')cov((yﬂ'“)1<y6>’“
= AB(2°(k)) (y° ()"~ (yo)”
BB ) Jeov ()"
+E(Co)&(k) (y)* )COV((Z/ )T ye)k.

De (2) segue que

) COV

(18)

19)

e portanto de (19) tem-se que u®(k) € L((y°)*), o que leva

a

E(u()(y*)" )eov(y)) ()" = u(k). @0)
Da independéncia entre (k) e y(k), 6(k), segue que
E(Coné(R) )" ) = B(Com EE(R) ()" )
-0 Q1)

jaque E({(k)) = 0. De (20), (21), e lembrando de (5) que

’

2°(k[k) = E(2°(k)) (y°)" Jeov((y*)*) " (y)"
segue de (18) que
2°(k + 1k) = Az°(k|k) + Bu®(k). (22)

De (6) tem-se que 2°(k|k) pode ser expresso como:
2°(k|k) = 2°(k|k — 1) + E(z°(k)i(k|k — 1))
B (j(klk — (klk — 1)) klk - 1)
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e substituindo (14), (15), (16) na expressdo anterior, tem-se
de (22), que

= Az°(k|k — 1) + AZ(k|k — 1)H’
(HZ(k|k —1)H' + GG')™*

C(HZ(K|k — 1) + Goyv (k) + Buc (k).
(23)

#°(k + 1|k)

De (7) tem-se que &(k + 1|k) é expresso como

&(k+1k) =2°(k+ 1]k) + E(z(k+1)). (24

Substituindo (23) e (17) na equagdo anterior, obtém-se que

@(k + 1k) = A[2(k|k — 1) + E(2(k))] + AZ(k|k — 1) H’
(HZ(k|k — 1) H' + GG") " (HEZ(k|k — 1) + Gy (k))

+ Blu‘(k) + E(u(k))], (25)
De (14) e lembrando que
yklk — 1) = y(k) — H2(k|k — 1),
obtém-se de (25) que
z(k + 1|k) = A[2(k|k — 1) + Bu(k)+
AZ(k|k —=1)H'(HZ(k|k —1)H' + GG')~*
~(y(k) — Hz(k[k — 1)), (26)
e
pil
2(klk—1) = z(klk — 1), 27
NI
mostrando (8), (9). Mais ainda, dado que
Z(k+1k)=a(k+1) — z(k+ 1|k),
e
x(k+1) = Az(k) + Bu(k) + Co(r)& (k) (28)
tem-se de (26) e (28) que
Z(k+ 1|k) = Az(klk — 1)
— AZ(k|k — 1)H'(HZ(k|k —1)H' + GG")™*
(HZ(klk = 1) + Goyr(k)) + Cor)§(k)
=(A-TkH)z(klk—1)
— T(k)Goryv(k) + Cor)&(k) (29)

onde

T(k) = AZ(k|k — 1)H'(HZ(k|k — 1)H' + GG')™*

Lembrando que X (k + 1|k) = E(z(k + 1|k)z(k + 1|k)’),

tem-se
X(k+1|k) = (A= T(k)H)Z(k|k — 1) (A - T(k)H)'
+sz k)GGIT (k) + CiCY)
= AZ(k|k: — 1A — AZ(k|k — 1)H'(HZ(k|k — 1)H

GG HZ(klk — 1A +Y " piCiCy,

mostrando (10). Obtém-se X (k+1|k) de (26) pois, conside-
rando a ortogonalidade entre (k|k — 1) e 2(k|k — 1), u(k)
(veja (3) e (4)) tem-se
X(k+1|k) = AZ(k|k —1)A" + BU(k)B'+
AL(k|k — 1)B’ + BL(k|k — 1)A'+
AZ(klk — 1)H'(HZ(k|k — 1)H' + G(k)G(k))™*.
CHZ(k|lk —1)A
U(k) = E(u(k)u(k))
L(klk — 1) = E(2(klk — 1)u(k)")

€ assim
Z(klk — 1) = B(2(k|k — 1)4(k[k — 1))
il 1]’
:E< 2(klk — Da(k|lk — 1) : >
pNI pNI
il ml]’
=| | X(klk-1)]| : (30)
pnl j2Na e

mostrando (11). Por fim resta mostrar (12). Tem-se que

Z(k+1]k) = E((z(k +1) — 2(k + 1]k)) (2(k + 1)

—2(k+1k))’). (31)
Definindo
Lig(kt1)=1)1
o(k + 1|k) = @k + 1|k)
Lokt 1=yl
e
(1{9(k+1):1} —pi)l
o(k + 1|k) = : &(k+ 1]k)
(1{6(k+1):N} —pn)l
tem-se que
2(k+1) — 2(k + 1|k) = o(k + 1|k) + 0(k + 1]k).
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Logo (31) pode ser escrito como Novamente da independéncia entre 0(k + 1) e Z(k + 1|k),

E(@(k+1|k)f;(k+1|k)’) —
Z(k+1|k)=E ( (k+1]k)o (k+1|k))

+2E<ﬁ(k+1|k){)(k+l|k)’) k+1|k))]
E(O(k + 1k)o(k + 1|k)’>. (32)

< Lioer1y=iy — Pi) (L{ock+1)=5) pj))

E
( k+1lk)z(k + 1|k) )]
Da ortogonalidade entre Z(k + 1|k) e &(k + 1|k) (veja(3) e
4 b
(4)), segue que {E (oesn—ir — p0)(Loesn—sy —p;))

E(f}(k +1k)b(k + 1|k;)’) _

(
<k +110)] =
(

[E((l{g(kﬂ):i} _pi)l{e(kﬂ)zj}) pi(l=p)l —pip2l -+ —p1pnl

E(:i(k+1|k)j(k+1|k)’)} =0. (33) . . . .
i,j=1,....N —pipnl T PN(l - PN)I
- diag(X (k + 1|k))

( Loterny=iy — i) (Lo 1y=jy — p;)2(k + 1]k)

{ Lio(k+1)=it Lo (kt1)=5}) Pz‘pj>X(k + 1|k)] =

(35)

No que se segue omitiremos por simplicidade notacional Juntando as equagdes (32), (33), (34) e (35) tem-se (12),

o subscrito 4,5 = 1,..., N para denotar os elementos da  completando a prova do teorema. m
matriz considerada. Como 6(k + 1) é independente de
E(k + 1K), tem-se que 4 O PROBLEMA DE CONTROLE
Deseja-se agora minimizar o seguinte custo quadratico:
( (k+1]k)o k+1|k)) T-1
T (W) =E( D (x(k) Mpgryx(k) + u(k) Tu(k))+
Leokrn)=iy) (Lgok+1)=53 ) T(k + 1|k)T (k+1|k/’))} =0
[ ( (oek+1)=i1) (Lioek1)=7)) 2T Socr(T)(T)) 36)
onde a seqiiéncia de controle v = {u(k); k =0,--- , T —1}
que & igual a satisfaz (2) para cada k. Para
M,y 0 S1(T) 0
[E< Lo(k+1) z})(l{e(k+1)—j})) 0 My 0 Sn(T)
ti -
( k+1k)z k+1|k)’)} = er-se que
R E(l‘(k)/M{g(k)}l‘(k)) = tI‘(E(MZ(k)Z(k)/)) =
[E< (Lo(e+1=i1) (Lor1) J})>X(k + 1|k)} = tr(M - E((2(k|k — 1) + 2(k|k — 1))
X (k + 1[k) 0 (2(klk = 1) + 2(klk - 1)) =
(34) tr(MZ(klk — 1) + MZ(k|k — 1)) =
0 pn X (k+ 1]k) E(2(klk — 1)’ Mz(k|k — 1)) + tr(MZ(k|k — 1))  (37)
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onde usamos o fato da ortogonalidade entre Z(k|k — 1) e e S(k) é dado pela seguinte equagdo de Riccati a diferengas:
Z(k|k —1) (veja (3) e (4)) implicar que E (2(k|k — 1)Z(k|k —
1)’) = 0. Similarmente,

pil
/ Sty=A"[pl -+ pnl]SE+1)| ¢ |A+M
E(z(T) Sory(T)x(T)) = onl
E(2(T|T — 1)/S(T)2(T|T — 1))+ ol
tr(S(T)Z(T|T - 1)). (38) AT - NI SE4Y) | | B
pnI
Portanto, o indice de custo (36) pode ser expresso como: pil -1
. <B/ [l - NI S(E+1) | B+F>
pnl
T—1
Jw) =B( S (2(klk — 1) M2(k[k — 1)+ il
k=0 ‘B'[piI - pNI]S(E+1) | 1| A, (40)
u(k)Tu(k)) + 2(T|T — 1)/ S(T)2(T|T — 1)) pnl
T—1
+ > tr(MZ(k|k — 1)) + tr(S(T) Z(T|T - 1)).
k=0 parat =T — 1,...,0. Definimos também
(39
0) dad (39) é fungdo de 2(k|k—1) nl
custo dado por € funcio de 2 —1), que por sua vez ; .
- R(t) =B r ... I[S(t+1 - | B+T,
€ dado pelo filtro LMMSE. Os termos ZZ;Ol tr(MZ(k|k — ®) [P pIS(E+1) | I *
1)) etr(S(T)Z(T|T—1)) dependem do controle, e por isto o PN
principio da separag@o ndo vale para este problema. Note que il
no caso sem saltos, esses termos seriam zero. Desta forma K(t)=R(t)"'B [p11 e pNI] Sit+1)| : | A

temos que o problema de controle 6timo para sistemas com

saltos e observagdes parciais é em geral de dificil resolugdo. pl @n
Para qualquer seqiiéncia de controle u = {u(k);k =
0,---,T — 1} que satisfaca (2), definimos W}*(z) como
sendo
Tem-se que
Wi (z) = 2'S(k)z + a“(k) - e
T W ((T|T = 1)) = W' (2(0[ = 1)) =
a“(k) = > 6"(j). — . ,
; D (Wit (2(k + 1K) — Wi (2(k|k - 1))).
k=0
onde §“(t) satisfaz a seguinte equacéo recursiva:
Suponha que
pil
0=t o oS0 | B (Wi GOk + 110) - WE GGk~ 1)) =
pnl R o )
CAZ(tt - VH — E(z(k|k — 1) MZ2(klk —1) +u(k) I‘u(kz))
C(HZ(t)t - 1)H' +G(H)G(t))  HZ(¢|t — 1)A’>, - E( | R(k)'2(u(k) + K (k)2(k|k — 1)) ||? > (42)
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De (37), (38) e (42) tem-se que

J(u) =E( 2_: (2(k|k — 1)/ M2(k|k — 1)+
k=0
u(k)Tu(k)) + 2(T|T — 1) S(T)2(T|T — 1))
T-1
+ >t (MZ(klk - 1)) + tx(S(T)Z(T|T - 1))
k=0

= 2(0] — 1)/S(0)2(0 — 1) + Z_: 54 (k)+
k=0
T—1

S te(MZ(Kk — 1)) + tr(S(T) Z(T|T — 1))+
k=0

ZE(IR k)2 (u(k) + K (k)2(k[k — 1)) |2). 43)

Segue de (43) o resultado final deste trabalho, que apresenta
um controle sub-6timo para o problema proposto original-
mente.

Teorema2 Se u*(k) = —K(k)2(klk — 1) para k =
0,1,---,7T — 1, entdo

)50 — 1) +

Zé“

J W) =2(0[-1)'S

b

1
tr(MZ(k|k — 1)) + tr(S(T)Z(T|T — 1))
0

el
I

onde Z(k|k — 1) é dado no Teorema 1, com
X(k+1|k) =
pil
(A — BK(k)) X (klk — 1) [pi1 pn]]
pnI
(A— BK(k)) + AZ(k|k — 1)H'

(HZ(k|k —1)H' + GG *HZ(k|k — 1) A’

Prova. E imediato de (43), (26) e do Teorema 1. Resta veri-
ficar (42). Realmente de (26), (27), e da ortogonalidade entre
g(k|k — 1) e 2(k|k — 1), u(k) (veja (3) e (4)), tem-se que

E{E(é(k|k — 1) M2(k|k — 1) + u(k) Tu(k)+

2w+4kr<k+n(k+umual)}=

pil
pal] S(k+1) |
pnl

E{é(kk - 1)’<A’ [p1] A+

u(k)’(B’ il

M)é(kk; - 1)+

p1l

pnl] S(k+1) B+ F) u(k)+

pnl
22 (k|k — 1)’(A’ [p1] pnI] S(k+1)
p1l
B> u(k)} +0%(k)

que € igual a

pnl

pil

E{i(kk - 1)’<A’ (i1 pN S(k+1) | | A+

j25!

M — A [pi]
il

pnI] S(k+1)
pil

pnI] S(k+1) B+F>_

B (B/ [plI

pnl Nl

p1l

-B' [pil pnI] S(k+1) | A)é’(k“ﬂ - 1)+
pnl
| R(E)Y> (u(k) + R(k) "' B’ [pal
il

pal] S(k + 1)

Az(k|k —1)) |2 } + 6%(k) =

pnl

E{é(kkz CAYS(R)E(KE — 1)+
anW%mm+Kwﬁwm—UM2}+ww»

]
Deve-se notar que o controle u* deve ser visto como um
controle sub-6timo ja que o termo

T-1

D

k=0

E(IR%V”W%%+K%ﬁ%%—1»W)

é cancelado pela escolha u* = —K (k)Z(k|k —1). Conforme
mencionado anteriormente, o controle 6timo sobre a classe
definida por (2) € em geral dificil de ser obtido.

5 CONCLUSOES

Neste artigo obteve-se um filtro linear recursivo de minimo
erro médio quadratico (LMMSE) de ordem reduzida (ordem

60 Revista Controle & Automacao/Vol.15 no.1/Jan., Fev. e Marco 2004



n) para sistemas lineares com pardmetros sujeitos a varia-
¢des abruptas, considerando que as variagdes sdo determi-
nadas por varidveis aleatérias independentes. Na formula-
¢ao do filtro considerou-se a presenca de uma varidvel de
controle de realimentacdo linear. Percebe-se das equacdes
(11) e (12) que a matriz de covariancia do erro Z(k|k -1
depende de X (k|k — 1), que por sua vez depende da lei de
controle u(k — 1) sendo aplicada. Como no funcional qua-
drtico (43) o termo Z(k|k — 1) estd presente, ndo podemos
aplicar o principio da separacdo para obter a lei de controle
otima. Apresenta-se no Teorema 2 uma solugdo sub-6tima,
baseada no cancelamento do termo que depende diretamente
de u(k) no funcional quadratico (43).
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