METODOS ITERATIVOS LINEARES PROJETADOS ATRAVES DA TEORIA
DE CONTROLE E SUAS APLICACOES

Oumar Diene*
oumar @if rj . br

Amit Bhaya*
am t @acad. ufrj . br

*Programa de Engenharia Elétrica, COPPE,
Nucleo de Atendimento em Computacdo de Alto Desempenho, NACAD,
Universidade Federal do Rio de Janeiro
C.P. 68504, RJ 21945-970, Brasil

RESUMO

E mostrado como projetar uma familia de novos métodos ite-
rativos lineares através de uma abordagem pela teoria de con-
trole. Escolhas apropriadas de funcGes de Liapunov resultam
em controladores da familia PI/PD com ganhos variantes no
tempo. Os novos métodos iterativos sdo aplicados a deter-
minag&o dos pesos 6timos de filtros adaptativos. Simulagdes
sdo feitas para mostrar que o desempenho dos novos algorit-
mos para filtros adaptativos € comparavel ao método RLS.

PALAVRAS-CHAVE: Fungdo de Liapunov, método iterativo,
estabilidade, controlador PI1/PD, gradiente conjugado, con-
vergéncia, filtros adaptativos.

ABSTRACT

It is shown how to built a family of new iterative methods
using a feedback control viewpoint together with appropriate
choices of control Liapunov function, leading to a family of
time varying PI/PD controllers. The new iterative methods
are used to determine the optimal coefficients of adaptive fil-
ters. Simulations are performed in order to show that the new
methods have the same performance as the RLS algorithm.
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1 INTRODUCAO

O método do Gradiente Conjugado (CG) é considerado
um dos melhores métodos iterativos para a classe de ma-
trizes simétricas e definidas positivas (spd) (Saad e Van-
Der\Vorst (2000), VanDerVorst (2000), Saad (1996)). O
método CG classico € um método de diregdes conjugadas
(Hestenes, 1980) que utiliza a ortogonalidade dos residuos
gerados pelo algoritmo para determinar os pardmetros neces-
sérios para a convergéncia. Em aplicag@es tais como filtra-
gem adaptativa, a atualizacdo das matrizes de correlacéo e de
correlacdo cruzada a cada amostra acarreta a perda da ortogo-
nalidade dos residuos do algoritmo de atualizagdo dos pesos
do filtro. Esta perda de ortogonalidade resulta em uma perda
de convergéncia do algoritmo e em um aumento do erro mé-
dio quadratico da saida do filtro. Neste trabalho o método
CG ¢ apresentado e analisado como um sistema dinamico
do tipo planta + controlador em realimentacdo unitaria. Esta
abordagem permite determinar os parametros do método, in-
dependentemente da ortogonalidade do residuo, através de
uma control Liapunov function (CLF), bem como projetar
novos algoritmos. Esta técnica ja foi utilizada em Bhaya e
Kaszkurewicz (2004) para a analise/projeto dos métodos tipo
Krylov, e consiste em uma escolha adequada de uma Control
Liapunov Function (CLF). Estes autores mostraram, através
de uma CLF, que o algoritmo do gradiente conjugado (CG)
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Figura 1: Diagrama de blocos ilustrativo do problema de
regulacdo equivalente a resolugdo de (1) por métodos ite-
rativos. O problema é: projetar um controlador tal que
lim g =0 < hmekfb

k—o0

pode ser interpretado como um sistema linear dindmico su-
jeito a um tipo de controle proporcional e derivativo. Esta
funcdo permite determinar os valores 6timos dos parametros
que tornam o processo assintoticamente estavel. Mostra-se
através de varias simulaces que os métodos determinados
desta forma apresentam um desempenho comparavel ao do
método RLS com um custo e complexidade computacional
menor.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere o sistema linear
Rw = b. Q)

Os métodos iterativos de resolucao do sistema (1) podem ser
descritos pela seguinte equacédo

Wi41 = Wi + Ug (2

onde wj, é uma aproximacédo da solucdo de (1) e uy € uma
correcéo calculado conforme o algoritmo utilizado, para ge-
rar a cada instante uma aproximagdo mais precisa w1 da
solucdo de (1) (Saad, 1996), e levar o residuo, definido como
gr = b — Rwy, a zero em um numero finito de passos.
O problema da resolucéao do sistema (1) por métodos itera-
tivos pode ser representado por um problema de regulacéo
de sinal, conforme mostra a figura 1. O problema da re-
solucdo de (1) por métodos iterativos consiste em projetar
um controle uy para que o erro de regime seja nulo. Isto é
hm gr =0 < khm Rw; = b. O sistema discreto (3)

representa a dinAmica deste problema de regulagéo:

Wit1 = Wi + Ug

yi = Rwy,

3
gr=b—yk @)
u, = f(gr)

onde f(.) representa o controle adotado.

3 PROJETO DE CONTROLADORES

Na teoria de controle, tanto classica como moderna, existem
varias técnicas de resolucdo do problema de regulacéo de si-
nal (3) equivalente ao problema de resolucdo do sistema (1)
que, na realidade, corespondem a maneiras diferentes de es-
colher o controlador f(-) em (3). Porém, conforme mostrado
em Diene (2004), a maioria das técnicas consagradas na lite-
ratura (alocacdo de polos, realimentagdo de estados) resulta
em um controlador que usa explicitamente a inversa R~! da
matriz do sistema. Neste trabalho o problema de regulagéo
de sinal é resolvido por controladores do tipo proporcional
derivativo e/ou proporcional integral que ndo utilizam a in-
versa de R explicitamente. Para determinar os pardmetros
necessarios para estabilidade do sistema (equivalente a con-
vergéncia do algoritmo de resolugdo de (1)), é usada a mesma
técnica aplicada em Bhaya e Kaszkurewicz (2004) para ana-
lisar os métodos iterativos do tipo Krylov.

3.1 Controlador proporcional e derivativo
(PD)

O sistema (3), representado na forma de diagrama de blo-
cos na figura 1, leva a interpretagdo de um método ite-
rativo como um sistema de controle realimentado (planta
{I,1,R, 0} com controlador em configuracéo de realimen-
tacdo unitaria). O controlador proporcional e derivativo (de-
rivada do estado) é tal que uy, = argr + Br Awy, sendo que
Awj, = wi, — wy_1. Portanto, definindo

Pk = 8k + V(Wrp — Wi_1) (4)

0 sistema (3) resulta em

Ui = QkPk

Wit1 = Wi + QxDPk

8k+1 = 8k — axRpy %)
Br = Yk

Pk+1 = Sk+1 + BkPk;

onde ay, € 0 ganho proporcional e 35 0 ganho derivativo. A
figura 2 mostra o diagrama de blocos da planta linear com
o controlador discreto proporcional e derivativo em malha
fechada.

Note que, considerando 0s parametros o, € 3 Como varia-
veis de controle e tomando g; € px como as varidveis de
estado, o sistema a ser controlado é do tipo bilinear. Isto é, 0
sistema € linear no controle se o estado é mantido constante,
e linear no estado se o controle é mantido constante.

8r+1 = 8k — axRpy (©)
Pk+1 = 8k+1 + BkPk
O objetivo de controle é escolher os escalares oy, e B para

levar os vetores de estado g, € p a zero. Uma vez que o pa-
rametro «;, ndo é identicamente nulo, pode-se ver facilmente
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Figura 2: Diagrama de blocos da Planta Linear com um con-
trolador PD. Os pardmetros ay, e By do controlador séo cal-
culados conforme as equacdes (11) e (16) para matrizes R
spd.

que o equilibrio do sistema bilinear (6) se localiza na origem
gr = pr = 0 para todo k. A escolha dos pardmetros oy
e O é feita em duas etapas. Na primeira, a partir de uma
CLF, determina-se o valor de «;, que leva ao decrescimento
de alguma norma de g;. Na segunda, uma outra fungéo de
Liapunov orienta a determinacéo de ), que resulta no decres-
cimento de alguma norma de p. A conclusdo é que ambos
0s vetores g € pi convergem para zero, como desejado.

Supondo que a matriz R. é simétrica positiva definida, a CLF
escolhida para a determinacéo de «, € dada pela equacéo (7).
Note que a escolha da CLF é arbitréria e que cada escolha
diferente de CLF resulta em um algoritmo diferente.

Ve (k) = (gr, R 'gx). (7

Pela teoria de Liapunov (Slotine e Li (1991) e Khalil (2002))
o equilibrio de (6) sera assintoticamente estavel se

AVg Ve(k+1)— Vg(k)

= (gr+1, R grr1) — (g8, R7'gr) < 0. (8)

Substituindo o residuo de (6) em (8) e simplificando resulta:
AVg = —204(gk, Pr) + i (Pk, RP&). 9)

O valor de o, que minimiza AV é determinado através de
sua derivada fazendo:

OAV
3 £ = —2(gy, pr) + 204 (P, Rpx) = 0. (10)
Qg
Portanto,
<gka Pk>
ap = ———", 11
¢ = be.Rpy) D
Substituindo (11) em (9) resulta:
<gk7pk>2
AV, = — 2220 < (). 12
& (Pr, Rpg) (12)

Prosseguindo na determinagdo dos pardmetros estabilizantes
do sistema (6), escolha-se a CLF

Vp(k) = (Px, Rpk), (13)

para orientar o calculo de 3. Portanto tem-se

Vo(k+1) = (Prs1, RPry1)
= (8k+1 + OrPr, R(grt1 + BrPr))
= (8k+1,RErt1) + 20k (8k+1, RP1) +
+ (87 — 1)(px, Rp) + (P, RP),
o que implica que:

AVp = (gky1, Rekr1) + 26k (8k+ 1, RPx) + (B7 — 1)(Pr, Rpy)-

(14
Seguindo 0 mesmo raciocinio de fungédo 6tima de Liapunov,
calcula-se

DAV,

= 2(8k+1, Rpi) + 26k (Pr, Rpr)  (15)
OBk
assim, < >
gk+1, Rps
= =T~ 16
= o Rog) 10

é uma escolha 6tima (torna OAV , /93;, 0 mais negativo pos-

sivel) que resulta em

{gr+1, Rpr)?
(Px, Rpy)

De (12) e pela equivaléncia de normas, pode-se concluir que

g decresce em qualquer norma induzida. Portanto, (17) im-

plica que px+1 decresce na norma induzida pela matriz R.

2 2 2
llPe+1llr = llgk+1llR — < llgk+1llm- (17)

Note que o pseudocédigo do método iterativo decorrente do
controlador PD, mostrado no algoritmo 1, corresponde ao
método do gradiente conjugado (CG). Vale ressaltar que o
método utilizado para a derivagao dos parametros ay, € 3y do
método CG, apresentada neste trabalho, permite ter uma no-
¢ao da robustez do método CG. A andlise por uma CLF, ao
contrario da analise padréo (por exemplo Saad (1996)), ndo
utiliza nenhuma informacéo sobre as propriedades do residuo
g ou do vetor py (como a ortogonalidade do residuo g, isto
é gg+1gk = 0). Isto indica que, em uma implementacéo de
precisdo finita, mesmo que as propriedades como a ortogo-
nalidade sejam perdidas, a escolha dos parametros a, e S
conforme as equacdes (11) e (16) garante o decrescimento
das normas de gy e de py ponderadas respectivamente pelas
matrizes R~! e R. Na presenca de ortogonalidade, pode-se
mostrar que os pardmetros «y, e 3, dadas pelas equagdes (11)
e (16) séo iguais aos pardmetros comumente encontrados na
literatura (Hestenes e Stiefel, 1952).

Algoritmo 1

Calcular gg = b — Rwg, po = g0
Parak =0,1,...,até convergéncia
_ _(8K,Pr)

A% = Tp..Rpr)

Wit1 = Wi + akPk

gr+1 = 8k — o Rpy

__ (8k+1,RPk)
P = (Px,RpPk)
Pr+1 = 8kt1 + BiPk
Fim
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Para garantir a ortogonalidade dos residuos do método CG
padrédo, é necessario inicializar os vetores tais que po = go
(Hestenes e Stiefel, 1952). Para ilustrar o problema gerado
pela perda de ortogonalidade dos residuos do método CG pa-
drdo, implementa-se o algoritmo 1 e 0 método CG padréo
(veja, por exemplo, Saad (1996)) e compara-se 0 desempe-
nho dos algoritmos quando py = cgo, ¢ uma constante real.
Neste exemplo, as matrizes séo escolhidas tais que:

2 —1 0 1 0
R=| -1 2 —1|.,b=|1]|,wo=]0
0 -1 2 1 0

Neste caso, note que go = b, a tabela 1 apresenta o de-
sempenho dos métodos. O critério de parada é dado pela
condicdo ||gk|| < 1073, e 0 nlmero maximo de iteragdes é
igual a 50. Note que em todos os casos da tabela 1 ocorre
uma perda de ortogonalidade dos residuos dos algoritmos,
exceto quando pg = gp. Portanto, para a implementacdo
padrdo do CG, pode-se ver que, na auséncia de ortogonali-
dade, quanto maior a razdo ||po||/||go|| menor serd a taxa
de convergéncia, e quando ||po|| — 0, 0 algoritmo perde a
convergéncia. Em outras palavras, na auséncia de ortogona-
lidade dos residuos do método CG padrao, a escolha de uma
passo inicial «g resulta em uma convergéncia lenta do algo-
ritmo enquanto a escolha de « grande provoca a divergéncia
do método. Por outro lado, o algoritmo com parametros de-
terminados via CLF apresenta uma robustez no sentido da
estabilidade de Liapunov.

3.2 Controlador proporcional e integral

(P1)

A forma geral do controlador discreto proporcional e integral
éuy = argr + Gk Zf:o gi, onde o primeiro termo é deno-
minado termo proporcional e o segundo, termo integral. Isto
pode ser reescrito na forma da seguinte equacgéo de estados

(18)

Adk+1 = 9k + 8k
ug = kiqg

Introduzindo este novo estado ‘integrador’ em (3), o sistema
resulta em
Wit1 = Wi + QpPk
gk+1 = 8k — v Rpy
Qi+1 = 8k + Sk
Pk+1 = 8k+1 T Vedk+1
onde a, é 0 ganho proporcional, q; representa o estado do
integrador, 55 € um ganho introduzido para que o estado do
integrador seja nulo em regime permanente, px é um estado
auxiliar e v multiplicado por o, representa o ganho integral,
conforme mostra a figura 3.

(19)

A analise do sistema com controlador Pl é semelhante a do
sistema com controlador PD. O sistema bilinear considerado

Cond. Ini. | Método | IteragBes llgkll
CGCLF 2 0
Po = 8o cG > 0
CGCLF 2 0
Po = 280 CG 13 508 x 107
CGCLF 2 0
Po =580 g 3% | 943 x 107
CGCLF 2 0
Po = 20go CG 50 167 x10 2
CGCLF 2 0
Po = 0.580 —¢5 50 1.76
CG CLF 2 1.57 x 10~16
po = 0280 —¢& 50 1.03 x 10D

Tabela 1: Comparacdo do desempenho do método CG utili-
zando parametros determinados via CLF com o método CG
assumindo ortogonalidade. A perturbacdo é gerada na ini-
cializacdo do vetor py. Neste caso pg é escolhido aleatoria-
mente (normalmente py = go). O algoritmo com parametros
determinados via CLF apresenta uma robustez no sentido da
estabilidade de Liapunov engquanto o algoritmo tradicional
perde a convergéncia. O nimero maximo de iteragGes é 50 e
o critério de parada é ||g|| < 1073.

Controlador PI

; Planta Linear

Figura 3: Diagrama de blocos da Planta Linear com um con-
trolador PI. Os parametros ay, Ok € vx do controlador sdo
calculados conforme as equacdes (21), (22) e (23) para R
spd.

neste caso é dado por:

gr+1 = 8k — . Rpy
Qk+1 = 8k + Brak
Pi+1 = 8k+1 + Ve Ak+1-

(20)

Utilizando a mesma CLF, Vg (k) dada pela equacéo (7),
pode-se mostrar facilmente que as escolhas

_ <gkapk>

“ = Ton.Rpy &)
_ (s, Ray) 29

% = “la.Ral) 22
_ (gr+1, Rak1)

T T ldes Rage) (23)
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resultam em

<gkapk>2
AV, = ——————=<0 24
; (o Rpr) @4
2 _ - <gkaqu>2

< lerllk (25)

2 2 _ (gr+1, Rakt1)”

IIPr+1llR llgr+1llr (ot 1, Rlps1)
< lgrs1lla (26)

respectivamente.

O método de projeto de controlador Proporcional Integral
(PI) proposto resulta no algoritmo 2, apresentado na forma
de pseudocédigo. Note que os parametros ay, Or € vx do
método s&o também determinados atraves de CLF’s sem uti-
lizar nenhuma propriedade dos vetores gx, pr € qx. Isto
sugere que, em aplicacBes nas quais ndo se pode garantir a
propriedade bésica pg = go (que, por sua vez garante a orto-
gonalidade dos residuos), seria vantajoso utilizar os métodos
variantes CG-CLF e PI-CLF, ao invés de utilizar o CG pa-
drdo, que poderia divergir.

Algoritmo 2
Calcular rg = b — Rwo, po = 8o, d0 # &0

Parak =0,1,...,até convergéncia
_ _(8k.Pw)
Xk = <Pk,RPRk> \
M
B = ax,Rqx)

Wei1 = Wk + akPk
gr+1 = 8r — o Rpy

dk+1 = Sk + Beqk
— _ (er+,Rakt)
Tk = (dr+1,Rar+1)
Pi+1 = 8k+1 + Vedk+1
Fim

O algoritmo 2 apresenta um produto matriz/vetor a mais que
o algoritmo 1. Porém, o pseudocodigo pode ser reorga-
nizado notando que B = ~yr—1, portanto qx+1 = g +
Ye—1dr = Pk. Isto implica que px+1 = gr+1 + YkPk €
Ve = M Neste caso, o algoritmo 2 corresponde
ao método Jo gradlente conjugado (algoritmo 1), a menos da
inicializacdo. Em geral, os algoritmos 2 e 1 apresentam o
mesmo desempenho porém, podem existir casos em que essa
diferenca na inicializacdo resulte em uma diferenca no de-
sempenho dos dois algoritmos. Vale ressaltar que o método
CG pode entdo ser interpretado como um sistema dinamico
constituido pela planta linear {I,I, R, 0} com um controla-
dor proporcional e integral variante no tempo em realimen-
tacdo unitaria.

x(k) JW%

4,

Figura 4: Filtro adaptativo de resposta finita ao impulso.

4 APLICACAO EM FILTRAGEM ADAPTA-
TIVA

O problema de filtragem adaptativa consiste basicamente em
determinar o valor atual de um sinal variante no tempo, a
partir de valores passados deste mesmo, corrompidos por um
ruido (também variante no tempo). A realizagdo mais basica
de um filtro adaptativo é obtido através da forma direta de fil-
tro digital de resposta finita ao impulso (FIR), como ilustrado
na figura 4, cuja saida é dada por

M
k)= wi(k)a(k—i) =w'(k)x(k)  (27)
1=0
onde x(k) = [z(k) z(k — 1) -+ z(k — M)]T e w(k) =

[wo (k) w1 (k) - war(k)]T sdo os vetores de entrada e de
pesos respectivamente, e M é a dimensdo do tap do filtro
(ndmero de atrasadores). Uma das funcGes objetivo mais uti-
lizadas para ajustar os pesos de um filtro adaptativo é o erro
médio quadratico definido como

F(e(k)) = ¢&(k) = Ele*(k)]
= E[d*(k) - 2d(k)y(k) + (k)] (28)
onde e(k) = d(k)—y(k), y(k) é a saida do filtro adaptativo e

d(k) é o sinal desejado (Haykin, 1991). Neste caso, a funcéo
objetivo pode ser reescrita como
Ble?(k)] = £(k)
= E[d?(k) — 2d(k)w™ (k)x(k) + w7 (k)x(k)xT (k)w(k)]
= E[d*(k)] - 2E[d(k)w” (k)x(k)] + Elw (k)x(k)x" (k)w (k)]
(29)
Portanto, para um filtro com coeficientes fixos, a funcdo do
erro médio quadréatico é dada por

€= E[d*(k)] - 2w'b + wIRw (30)
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onde b = E[d(k)x(k)] é o vetor de correlagdo cruzada
entre a resposta desejada e o sinal de entrada, e R =
E[x(k)xT (k)] é a matriz de autocorrelagdo do sinal de en-
trada. Como a funcéo objetivo ¢ é uma fungéo quadratica do
vetor de pesos w, 0 problema de minimizar £ é equivalente
ao problema de achar w tal que

gw=Ve= 5 — _9h412Rw=0. (31
ow
Pela equacio (31) e notando que 2% = R > 0, pode-se

dizer que o vetor w* tal que Rw* = b é 0 argumento que
minimiza a funcéo objetivo £. Em outras palavras, w* é so-
lucdo de

min{¢ = Eld*(k)] —2w'b+w Rw}.  (32)
Para resolver o problema da equacéo (32), métodos iterativos
tais como 0 método CG podem ser utilizados, como mos-
trado em Boray e Srinath (1992) e Chang e Willson (2000).
Em Boray e Srinath (1992) as matrizes R e b s8o estimadas
utilizando uma janela deslizante de dados. Neste caso o gra-
diente da funcédo objetivo é estimado por uma média de n.,
valores passados conforme a seguinte equacao

s = () 30 w0 - a0

(33)
Note que para cada amostra k serdo necessarios min(M, n., )
iteracOes para a convergéncia do algoritmo CG. Portanto, a
escolha de n,,, a janela sobre qual a média do gradiente da
funcdo custo é avaliada, tem um impacto direto sobre a con-
vergéncia dos pesos do filtro. Desta forma, um aumento na
dimensao do tap e/ou dos dados de entrada causa diretamente
um aumento no custo computacional do método, podendo
ultrapassar o custo computacional da inversdo da matriz R.
No trabalho de Chang e Willson (2000), uma modificacéo é
feita utilizando uma janela de dados exponencialmente de-
crescente. Esta modificacdo permite realizar apenas uma ite-
racdo a cada amostragem, porém para manter a convergén-
cia é necessario a introducdo de um fator 7, determinado ex-
perimentalmente, no calculo do pardmetro oy, e do método
Polak-Ribiere para o célculo do parametro (5. Neste traba-
Iho mostra-se através de simula¢des que, utilizando os méto-
dos desenvolvidos por CLF’s, ndo é necessario a introducdo
de nenhum fator empirico e/ou de nenhum outro método ndo
linear para garantir a convergéncia dos métodos em ambien-
tes variantes no tempo.

Utilizando a janela de dados exponencialmente decrescente,
proposta por Chang e Willson (2000), as fun¢des de autocor-
relacdo e de correlacdo cruzada séo dadas por

Rit1 ArRy + kaxZH (34)
brr1 = Arbi 4 dppiXp41 (35)

onde Ay € o fator de esquecimento. Para um processamento
amostra por amostra, pode-se achar uma formula recursiva
do vetor de residuo utilizando as equacdes (2), (34) e (35):

bir1 — Ret1Wit1
= A8k — axRpp1pr +
+ Xpy1(diy1 — X£+1Wk)-

8k+1

(36)

Introduzindo as equacdes (34), (35) e (36) nos algoritmos 1
e 2, obtém-se as versdes para filtragem adaptativa dos algo-
ritmos CG e PI, apresentadas nos algoritmos 3 e 4.

Algoritmo 3 Método CG-CLF para filtros adaptativos
Calcular Ry = xoxJ , bg = doxo
Calcular g0 = bg — ]R,()VV()7 Po = 8o
Parak=0,1,...,.N-1
RkJrl = )\ka + Xk+1X£+1
— __(8Pr)
Ok = TBr.Ryi1pr)
Wi41 = Wi + 0Pk
gkt1 = A\r8k — axRyp1Prt
+ Xpg1(dpg1 — Xp, W)

B = — (8k+1,Ri+1Pk)

k= (Px,Ri+1Pk)

Pr+1 = 8kt1 + BiPk
Fim

Algoritmo 4 Método PI para filtros adaptativos
Calcular Ry = X()XOT, by = doxg

Calcular g = by — Rowo, Po = 80,0 # Lo
Parak=0,1,...N-1

6’ _ _ {(er.Reak)
k (ar,Rrqr)
T
Rk+1 = )\ka + Xk+1Xk 41
— __(8Pr)
Y%k = Tpr.Ryt1pr)

Wi41 = Wi + 0Pk
8k+1 = A8k — s Rpp1Pr+
+ Xpy1(dres1 — X}, W)

Qk+1 = 8k + Brak
_ {gr+1,Ret19k+1)
Th+1 = (ak+1,Re419Kk41)
Pi+1 = 8k+1 + Vk+19k+1
Fim

Note que o algoritmo 3 ndo introduz nenhum custo computa-
cional adicional em relacdo ao algoritmo de Chang e Willson
(2000) enquanto o algoritmo 4 envolve a computagdo adici-
onal de um produto matriz/vetor.

5 SIMULACOES

Varias simulages sdo feitas utilizando as trés configuracGes
bésicas (Sayed, 2003) e (Haykin, 1991): Equaliza¢do, lden-
tificacdo de sistema e Predicdo linear. Note que, em todos
o0s casos simulados neste artigo, a diferenca entre as varia-
¢Oes do método CG (algoritmos 1 e 2) ndo resulta em uma
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Figura 5: Diagrama de blocos do equalizador adaptativo.

diferenca significativa no desempenho dos algoritmos 3 e 4.
Portanto, apenas o desempenho do algoritmo 3 sera apresen-
tado.

5.1 Equalizador adaptativo

A figura 5 mostra o diagrama de blocos do equalizador adap-
tativo transversal utilizado para equalizar a distor¢do intro-
duzida por um canal de banda limitada. O exemplo é tirado
de Haykin (1991). A entrada do sistema é uma sequéncia
aleatoria {a(k)} com valores £1, portanto de média nula. A
seqliéncia é distorcida por um canal de resposta em frequién-
cia dada por

h(k) = =[1+ cos(2n(k —2))/W],

k>3

k=1,2,3
@7

1

2
= 0,
onde W controla a amplitude da distor¢do no canal. Um
aumento em W causa um aumento da distor¢do do canal e
resulta no aumento do espalhamento p dos autovalores da
matriz de autocorrelacdo R das entradas do equalizador. O
canal é corrompido por um vetor de ruido branco aditivo de
média nula e varianga o-2. O equalizador é composto por 11
taps. Como a resposta ao impulso do canal é simétrica em
relacdo a k = 2, os pesos dos taps do equalizador s&o simé-
tricos em relagdo ao sexto tap. Desta forma, a entrada {a(k)}
do canal € atrasada por 7 amostras para gerar a resposta dese-
jada do equalizador. A experiéncia é feita com dois valores
de W, 2.9 e 3.5, que resultam em espalhamentos p de R
iguais a 6.07 e 46.821 respectivamente. Nas figuras 6, 7, 8, e
9 mostra-se as curvas de aprendizado, grafico do erro ins-
tantaneo quadratico e?(k) = (dx — yx)? (onde dj, € o sinal
desejado e ¥y, € a saida do equalizador) em funcéo da iteracdo
k, dos equalizadores dos algoritmos 3, Polak-Ribiere (Chang
e Willson, 2000), CG padrédo (Boray e Srinath, 1992) e RLS
(Haykin, 1991) respectivamente. Os parametros escolhidos
neste exemplo sdo tais que Ay = n = 0.99 e o = 0.001 e
o0 ensemble é constituido por 200 amostras independentes. A
tabela 2 apresenta os valores de regime para quais converge
o0 erro médio quadratico dos equalizadores em funcéo de W
apos aproximadamente 40 iteragdes. Nota-se que 0s dois mé-
todos propostos neste trabalho apresentam um desempenho

10

10°F

10" I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 6: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método CG determinado por CLF’s. O erro
médio quadratico converge para valores de regime iguais a
1.74 x 107%e1.68 x 10~ paraW = 2.9e W = 3.5 res-
pectivamente. Note que a taxa de convergéncia ndo depende
de quanto o sinal de entrada é perturbado.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 7: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método CG Polak Ribiere de Chang e Willson
(2000). O erro médio quadratico converge para valores de
regime iguaisa 1.69 x 107 %e 1.63 x 10~* paraW = 2.9¢e
W = 3.5 respectivamente. Note que a taxa de convergéncia
ndo depende da amplitude da perturbac&o.

comparavel ao método de Chang e Willson (2000) e a0 mé-
todo RLS. No caso do método CG padrdo, como é realizado
apenas uma iteragéo para cada par (Ry, by ), seria necessario
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Figura 8: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método CG padrdo de Boray e Srinath (1992). O
erro médio quadréatico converge para valores de regime iguais
al.36 x1071e2.62x 107! paraW = 2.9e W = 3.5 res-
pectivamente. Note que a taxa de convergéncia ndo depende
da amplitude da perturbacéo.
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Figura 9: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método RLS Haykin (1991). O erro médio qua-
dréatico converge para valores de regime iguais a 1.40 x 10~°
e1.20 x 10~* paraW = 2.9e W = 3.5 respectivamente.
Note que a taxa de convergéncia ndo depende da amplitude
da perturbacéo.

fazer pr, = gi em cada iteracdo (isto corresponde a reiniciar
0 método CG tal que pg = go a cada iteracdo k) para ga-
rantir a ortogonalidade dos residuos gerados. Portanto, no-

Equalizador W =29 W =35
CG-CLF 1.74 x 1076 | 1.68 x 1074
SD-CLF 1.82x 1076 | 3.70 x 1073

Polak-Ribiére | 1.69 x 10~% | 1.63 x 10~ *
CG 1.36 x 1071 | 2.62 x 1071
RLS 1.40 x 1076 | 1.20 x 1074

Tabela 2: Erro médio quadratico dos equalizadores em fun-
cdo de W. Os métodos propostos neste trabalho apresentam
um desempenho comparavel ao método de Chang e Willson
(2000) e ao método RLS.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 10: Curva de aprendizado do equalizador adaptativo
utilizando o método SD. O erro médio quadratico converge
para valores de regime iguais a 1.82 x 107% e 3.70 x 1073
para W = 2.9 e W = 3.5 respectivamente. Note que a taxa
de convergéncia ndo depende de quanto o sinal de entrada é
perturbado.

tando que pr = gk + Brk—1Pk—1, pode-se dizer que ocorre
uma perda de ortogonalidade dos residuos (ggﬂgk # 0) do
método CG padrdo (Hestenes e Stiefel, 1952) utilizado em
Boray e Srinath (1992), causando um desempenho pior do
método.

A partir desta constatacdo, propde-se uma outra modificacdo
do método CG no algoritmo 5. A modificacdo consiste em
substituir o ultimo passo do método CG por pi+1 = Sk+1,
isto equivale a substituir no algoritmo todo o vetor pj por
gr. Vale ressaltar que esta nova modificagdo do método CG
resulta no método Steepest Descent (SD). A figura 10 e a ta-
bela 2 apresentam respectivamente a curva de aprendizagem
e os valores de regime do método SD. Pode-se notar que 0
SD-CLF e os outros métodos convergem para o mesmo valor
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Figura 11: ldentificacdo de uma planta dindmica desconhe-
cida por filtro adaptativo com tap atrasador. Os dados de
entrada u e 0s pesos do tap w séo reais (Haykin, 1991).

de erro médio quadratico em regime, porém a taxa de con-
vergéncia do método SD-CLF é menor e é inversamente pro-
porcional ao espalhamento p dos autovalores da matriz de
autocorrelagdo (quanto maior p, menor sera a taxa de con-
vergéncia). Vale ressaltar que, mesmo que tenha uma taxa
de convergéncia menor que o0 método RLS em um ambiente
variante no tempo, o método SD-CLF pode ser utilizado em
casos onde o método LMS (que possui uma taxa de conver-
géncia comparavel, mas com erro médio quadratico de re-
gime maior e custo computacional maior) € aplicavel.

Algoritmo 5 Método SD para filtros adaptativos
Calcular Ry = X()XOT, by = dyxg
Calcular gg = by — Rowy

Para k = 0,1,.(. N —) 1
— 8k, 8k
Ok = (gr,Rer18k)
Wit1 = Wi + 08k

Rk+1 = /\ka + Xk+1XZ+1
8kt1 = A8k — o Rpp18r+
+ Xpy1(dres1 — X}, W)
Fim

Também note que o algoritmo 5 tem menos passos € um custo
computacional menor que os algoritmos de Chang e Willson
(2000), Boray e Srinath (1992) e RLS.

5.2 ldentificacao de Sistema

Na configuragdo de identificacéo de sistema considera-se que
a planta desconhecida é um filtro de resposta ao impulso fi-
nita (FIR) de ordem 20 e o sinal de entrada é um ruido branco
Gaussiano de varianca 02 = 1. A figura 11 mostra o di-
agrama de blocos da configuragdo de identificacdo de sis-
tema. As figuras 12, 13, 14, 15, e 16 mostram as curvas
de aprendizado dos filtros adaptativos utilizando respectiva-
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Figura 12: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificagdo de sistema utilizando o método CG
determinado por CLF’s. O erro médio quadratico converge
para um valor de regime igual a 1.35 x 1072

mente os métodos dos algoritmos 3, 5, Polak-Ribiere (Chang
e Willson, 2000), CG padrdo (Boray e Srinath, 1992), e RLS
(Haykin, 1991) na configuracdo de identificacdo de sistema.
Neste caso o ensemble é constituido por 100 amostras inde-
pendentes. A tabela 3 apresenta os valores apresenta os va-
lores de regime para quais converge o erro médio quadratico
dos filtros adaptativos apds aproximadamente 40 iteracGes.
Como no caso do equalizador adaptativo, nota-se que 0s mé-
todos propostos neste trabalho e 0 método Polak-Ribiere de
Chang e Willson (2000) apresentam um desempenho compa-
ravel ao método RLS. Por outro lado a perda de convergén-
cia do método CG padréo de Boray e Srinath (1992), devido
a perda de ortogonalidade dos residuos, € mais acentuada na
configuragdo de identificacdo de sistema.

Filtro Adaptativo | Erro Médio Quadrético
CG-CLF 1.35 x 1072
SD-CLF 1.35 x 1072

Polak-Ribiére 1.36 x 10~2
CG 5.05 x 1071
RLS 6.90 x 1073

Tabela 3: Erro médio quadratico dos filtros adaptativos na
configuragdo de identificacdo de sistema. Os métodos pro-
postos neste trabalho apresentam um desempenho compara-
vel ao método de Chang e Willson (2000) e ao método RLS.
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Figura 13: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificacdo de sistema utilizando o método SD
determinado por CLF’s. O erro médio quadratico converge
para um valor de regime igual a 1.35 x 10~2.
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Figura 14: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuragdo de identificagdo de sistema utilizando o método CG
Polak Ribiere de Chang e Willson (2000). O erro médio qua-
drético converge para um valor de regime igual a 1.36x 10 2.

5.3 Predicao Linear

A terceira configuracdo de filtro adaptativo simulada neste
trabalho é o cenario de predicédo linear. A figura 17 mostra
a configuracdo do filtro adaptativo de 2 taps no scenario de
predicdo linear. As entradas dos taps u(k — 1) e u(k —2) séo
extraidas do processo autoregressivo (AR) de valores reais

I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 15: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuragdo de identificagdo de sistema utilizando o0 método CG
padrdo de Boray e Srinath (1992). O erro médio quadratico
converge para um valor de regime igual a 5.05 x 1071

107

10 B

3 I I I I

10° I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 16: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de identificagcdo de sistema utilizando o método
RLS (Haykin, 1991). O erro médio quadratico converge para
um valor de regime igual a 6.90 x 1073,

dada pela seguinte equacéo

u(k) + aqu(k — 1) + agu(k — 2) = v(k) (38)
onde v(k) é um ruido branco de média nula e varianga 2.
Os valores de a; € ao séo determinados pelo espalhamento
dos autovalores da matriz de autocorrelacdo dos dados de en-
trada. Para uma tentativa do experimento, sdo obtidas 500
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Figura 17: Diagrama de blocos de um filtro adaptativo na
configuragdo de predicéo linear.

amostras do ruido branco {v ()} a partir de um gerador de
nameros aleat6rios de média nula e varianga ajustavel. O
ensemble é constituido por 200 tentativas independentes e
0 experimento é feito para valores de espalhamento p = 3
e p = 10. As figuras 18, 19, 20, 21, e 22 apresentam as
curvas de aprendizagem dos filtros adaptativos no cenario
de predicdo linear. A tabela 4 apresenta os valores de re-
gime para quais converge o erro quadratico dos preditores
lineares. Neste caso também, nota-se que os métodos pro-
postos neste artigo apresentam propriedades de convergéncia
comparaveis aos métodos Polak-Ribiere de Chang e Will-
son (2000) e RLS. Vale ressaltar que a convergéncia lenta
do método SD-CLF, que depende do espalhamento dos au-
tovalores, observado no caso do equalizador adaptativo, ndo
ocorre. Para o método CG padréo, a perda de ortogonalidade
resulta em uma perda de convergéncia para pequenos valo-
res de espalhamento. A tabela 5 compara a porcentagem de
desajuste definida como

Jmin

; 39)
onde J., € o valor esperado do erro médio quadratico em
regime e J,.;, € 0 erro médio quadratico minimo (Boray e
Srinath, 1992).

6 CUSTO COMPUTACIONAL

Para determinar o custo computacional dos métodos consi-
derados neste artigo, determina-se 0 nimero de operagdes
bésicas (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) de ponto
flutuante (FLOP) realizadas. A tabela 7 apresenta a compa-
racdo do custo computacional dos novos métodos propostos
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Figura 18: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método CG deter-
minado por CLF’s. O erro médio quadratico converge para
valores de regime iguais a 4.27 x 1072 e 1.02 parap = 10 e
p = 3 respectivamente.
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Figura 19: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método SD deter-
minado por CLF’s. O erro médio quadratico converge para
valores de regime iguais a 4.27 x 1072 e 1.02 parap = 10 e
p = 3 respectivamente.

neste artigo com os métodos RLS (algoritmo 6), CG padrdo
de Boray e Srinath (1992) e Polak-Ribiére de Chang e Will-
son (2000).

Como ja dito anteriormente, o método SD-CLF é o método
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Figura 20: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método CG Polak
Ribiere de Chang e Willson (2000). O erro médio quadratico
converge para valores de regime iguais a 4.28 x 1072 e 1.02
para p = 10 e p = 3 respectivamente.
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Figura 21: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na con-
figuracdo de predicéo linear utilizando o método CG padréo
de Boray e Srinath (1992). O erro médio quadratico con-
verge para valores de regime iguais a 5.55 x 1072 e 80.38
para p = 10 e p = 3 respectivamente.

que possui menos etapas e portanto tem custo computacional
menor. O método CG padrdo apresenta um custo compu-
tacional menor que o método CG-CLF, com uma diferenca
correspondente ao custo do calculo de um produto interno
(2M — 1). Os métodos Polak-Ribiére de Chang e Willson

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 22: Curva de aprendizado do filtro adaptativo na
configuragdo de predicdo linear utilizando o método RLS
(Haykin, 1991). O erro médio quadratico converge para va-
lores de regime iguais a 4.08 x 1072 e 0.95 parap = 10 e
p = 3 respectivamente.

Preditor linear p=10 p=3
CG-CLF 427x1072 | 1.02
SD-CLF 4.27x 1072 | 1.02

Polak-Ribiére | 4.28 x 1072 | 1.02

CG 5.55 x 10~2 | 80.38
RLS 4.08 x 1072 | 0.95

Tabela 4: Erro médio quadratico dos filtros adaptativos na
configuragdo de predicéo linear. Os métodos propostos neste
trabalho apresentam um desempenho comparével ao método
de Chang e Willson (2000) e ao método RLS.

P | Jmin CG-CLF | SD-CLF | PR. CG
3 | 0.0731 12.95 12,95 | 12.95 | 1098.59
10 | 0.0322 0.33 0.33 0.33 0.72

Tabela 5: Porcentagem de Desajuste M (%)

(2000) e RLS, por realizarem mais operacfes com vetores
e/ou matrizes, apresentam um custo computacional maior
que 0s métodos propostos neste artigo.

7 CONCLUSAO

Neste artigo, os métodos iterativos de resolugdo de sistemas
lineares de equac@es sdo analisados do ponto de vista da te-
oria de controle. O problema da resolucdo da equacéo li-
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Método FLOP
CG-CLF 5M? +17TM — 2
SD-CLF 5M? +13M — 2

Polak-Ribiére | 5M?2 +20M — 2
RLS 6M?2 +6M + 2
CG 5M? +15M — 1

Tabela 6: Comparacdo do custo computacional dos métodos.

Algoritmo 6 Método RLS para filtros adaptativos
Wo = 0

Calcular Py = 61

Parak=0,1,...,N-1

—1
Vi = T e
Qi1 = dgr1 — Wi Xpi1
Wit1 = W + Vi1 QK41
Pk+1 = )\_IPk — )\_lvk+1x£+1Pk
Fim

near Rw = b é transformado em um problema de regula-
cdo de sinal e, o processo iterativo € representado por um
sistema dindmico constituido pela planta linear {I,I, R, 0}
e um controlador em malha fechada. Esta formulacéo per-
mite desenvolver métodos iterativos robustos utilizando téc-
nicas de controle do tipo PI/PD com parametros variantes no
tempo e funcgdes de Liapunov para determinar esses parame-
tros. Vale ressaltar que, com a ordenacdo adequada das eta-
pas e na presenca de ortogonalidade dos residuos, 0 método
PI corresponde ao método CG padrdo com uma inicializagao
diferente.

Estes métodos iterativos sao aplicados na determinagdo dos
pesos 6timos de filtros adaptativos em cenarios de equaliza-
cao, identificacdo de sistemas e predicdo linear como ja feito
em Boray e Srinath (1992) e Chang e Willson (2000) com o
método CG. Chang e Willson (2000) analisam um sistema li-
near variante no tempo, entretanto utilizam a formula Polak-
Ribiere, desenvolvida para funcfes ndo lineares gerais, para
determinar um dos pardmetros necessarios para a convergén-
cia. Dentro desta perspectiva, este artigo propde uma analise
que utiliza a estrutura linear do sistema variante no tempo
(Rw = b) e a estrutura bilinear especifica dos sistemas que
surgem na analise do método CG aplicado a esta situacao.
Mostra-se através de varias simulages que os métodos pro-
postos neste artigo apresentam um desempenho comparavel
aos métodos RLS e Chang e Willson (2000). Uma das van-
tagens dos métodos propostos, em relagéo aos dois supraci-
tados, € o fato de determinar os pesos 6timos dos filtros sem
determinar explicitamente a inversa da matriz de autocorre-
lacdo R e sem utilizar técnicas ndo lineares e/ou parametros
determinados empiricamente. A prova sistematica da con-
vergéncia dos métodos iterativos para sistemas lineares va-

riantes no tempo sob hipoteses adequadas € um tépico sob
investigacoes.
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