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ABSTRACT guram a estabilidade mesmo quando o sistema evoluir sobre
um modo deslizante. Estas desigualdades permitem levar
This work aims at studying the stability of switched lin-em conta um custo garantido de desempenho. De forma a
ear systems with impulsive disturbances and at designinga@alisar a qualidade do resultado, um limitante inferioapa
state feedback switched control. The conditions are basgttusto verdadeiro é determinado. A teoria desenvolvida é
on Lyapunov-Metzler inequalities, which assure that $tabiaplicada em um problema de contréte multiobjetivo com
ity is preserved even if the system evolves on a sliding modgritérios possivelmente conflitantes. E mostrado quegenest
A S|Ight modification of these inequalities is introduced tQ:ontextO’ 0 uso de controle com Comutagao fornece resulta-
cope with a guaranteed cost performance. In order to andos melhores quando comparados com outros métodos en-

lyze the quality of the proposed solution, a lower bound fogontrados na literatura. Exemplos académicos sdo usados
the actual cost is calculated. The theoretical results pre aara ilustracao.

plied to a multiobjectiveH, control design problem with a

number of possibly conflicting criteria. It is shown that thePALAVRAS-CHAVE : sistemas com comutagéo, contrig,

use of switched linear systems theory in multiobjeciyg Sistemas a tempo continuo, desigualdades de Lyapunov-
control problems provides better results than others nusthoMetzler.

available in the literature. Academic examples are used for

illustration. 1 INTRODUCAO

KEYWORDS: switched systemsHs control, continuous-

) . - Nos ultimos anos, o interesse no estudo de sistemas com co-
time systems, Lyapunov-Metzler inequalities.

mutacao tem sido bastante significativo. A motivacao deve-
se ao fato de que a comutacao entre subsistemas pode melho-
RESUMO rar o desempenho global, além de permitir o surgimento de
propriedades importantes que ndo sdo encontradas nos sub-
Este trabalho tem como ObjetiVO o estudo de estabilidade g@temas isolados. Em princfpio' ateoria de sistemagségea
sistemas lineares com comutacao sujeitos a perturbacées §9m comutacéo pode ser dividida em dois grupos. No pri-
pulsivas tendo em vista o projeto de controle via realimenneiro a regra de comutacao, denotadg, é independente
tacdo de estado com comutacdo. As condi¢des obtidas $ff estados e corresponde a uma incerteza variante no tempo.
baseadas nas desigualdades de Lyapunov-Metzler, que ag&gste caso, as condicdes de estabilidade devem garantir a ro
bustez para qualque(-) € {1,2,---, N}, sendaV a quan-
Artigo submetido em 06/03/2007 tidade de subsistemas. Veja (Hespanha e Morse, 2002) para a
la. Reviséo em 09/09/2008 sintese de controladores que estabilizam sistemas com comu
2a. Revisdo em 29/09/2008 tacdo em um contexto bastante geral. O segundo grupo é ca-

Aceito sob recomendacéo do Editor Associado . .,
Prof. José Roberto Castilho Piqueira racterizado pelo fato de(-) ser uma variavel de controle que
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pode, inclusive, depender do estado do sistema em estugistema em malha fechada seja globalmente assintoticament
O objetivo consiste na determinacao de uma regra de comastavel. Em outro exemplo, projetamos um conttéjenul-
tacdoo(-) de tal forma a assegurar a estabilidade assintéiobjetivo com comutagdo e o comparamos com as alternati-
tica global. Em (Liberzon e Morse, 1999), (Liberzon, 2003)yas de controle propostas em (Khargonekar e Rotea, 1991) e
(DeCarlo et al., 2000), (Wirth, 2005), (Shorten et al., 2007 (Eker e Malmborg, 1999). Resultados complementares, bem
leitor pode encontrar conjuntos de resultados bastante cooomo uma discussdo mais detalhada daqueles aqui apresen-
pletos sobre sistemas lineares com comutagéo a tempo cotgflos podem ser encontrados em (Deaecto, 2007).
nuo, em especial, para o caso de comutacéo envolvendo ape- ) _
nas dois subsistemas lineares. O artigo (Hespanha, Zo&potagéo usada é padrdo. Para matrizes ou vetores reais
utiliza extensdes do Principio da Invariancia de LaSaltee f () indica o seu transposto. Para matrizes quadradas)
nece uma discussao interessante sobre resultados refesenflénota a funcéo traco de. Para facilitar a notacdo de ma-
estabilidade uniforme de sistemas com comutaggo. Sisten{iges simétricas particionadas, o simbo# denota gene-
com comutacio a tempo discreto s&o tratados em (GerorfiéRmente cada bloco simétrico. O simbaél@) denota o
e Colaneri, 2006b) e resultados sobre a construcéo de fifilPulso unitario. A norma, de uma trajetorig(t) definida

~ ~ . L A 2 . oo /
cBes de Lyapunov estéo disponiveis em (Daafouz e Berng@ra todot > 0 € dada por[¢[|3 = [~ &(¢)'é(t)dt. O

sou, 2001), (Johansson e Rantzer, 1998). conjunto{1, - . ,N} f‘i‘ denotado poK.. Finalmente, a con-
volucéo de dois sinai& (t) e&»(t) definidos paratodo> 0

Este trabalho tem como objetivo principal generalizar a&indicada pog; * &o.
condicdes de estabilidade obtidas em (Geromel e Colaneri,

2006a) para tratar sistemas com comutacdo mais gerais, 8U- ESTABILIDADE E DESEMPENHO
jeitos a perturbagdes impulsivas e realizar o projeto eunju

de uma regra de comutaga¢t) = g(z(t)) € {1,2,--- N}  para dar embasamento a teoria a ser desenvolvida em se-
e de ganhos de realimentacéo de estallo, - -- , K} que  guida, alguns resultados preliminares ja apresentados em

permitem construir a lei de controlgt) = K, ,)x(t). MoS-  (Geromel e Colaneri, 2006a) s&o expostos. Considere o sis-
tramos que as condi¢es de estabilidade dependem da s@liing

cao de um conjunto de de&gualdadt_as de Lyapunov-Metzler #(t) = Agea(t), 2(0) = o (1)
mais gerais do que aquelas introduzidas em (Geromel e Co-
laneri, 2006a). Estas desigualdades possuem natureza rdigfinido para tode > 0, em quex(t) € R™ é o estado e
convexa devido a existéncia de produtos de variaveis, entresuposto disponivel para a realimentagéo) é a regra de
matrizes simétricas definidas positivas,,--- , Py} e uma comutagéo e, € R™ € a condi¢éo inicial. Em cada instante
matriz de MetzledI. Assim sendo, ndo é possivel resolvéde tempo a regra de comutagé@) € K seleciona uma ma-
las através da utilizagdo de ferramentas disponiveisaradit triz A,y € R"*" dentre aquelas pertencentes ao conjunto
tura para tratar LMIs, (Boyd et al., 1994). No entanto, aprefA;, ..., Ay }. As condi¢cdes de estabilidade global, isto é,
sentamos uma verséao alternativa mais simples, embora magscondi¢des sob as quais a origem= 0 € um ponto de
conservadora, que € baseada nos resultados de (Gerometjeilibrio globalmente assintoticamente estavel, séilabt
Colaneri, 2006a) e consiste na utilizagdo de uma subclassgotando-se a seguinte fungéo de Lyapunov
de matrizes de Metzler caracterizada por apresentar elemen
tos iguais na diagonal principal. Neste caso, a solucdo das ., ) N ,
referidas desigualdades ndo-convexas é conseguidasatravé v(z) = mina’Pw = min > A P @)
da manipulacdo de LMIs em conjunto com uma busca unidi- =1
mensional. Em seguida, o problema de minimizacdo de Ugdndop; vi ¢ K matrizes simétricas definidas positivas e
custo garantido € tratado e, para evidenciar a qualidade §Q- gN ym elemento do conjunto conveo
resultado final, calculamos limitantes superior e infefuar
(Spinelli et al., 2006) para uma proposta alternativa) daau N
6timo. A{)\ERN:Z)\il, )\1-20} (3)
1=1

As condicdes obtidas garantem a estabilidade inclusive na
presenca de possiveis modos deslizantes e ndo exigem ktifé aspecto relevante a ser considerado € que a funcéo (2)
isoladamente cada subsistema seja estavel. A teoria dese@0 € diferenciavel para todoc R". De fato, pode-se veri-
volvida é ilustrada através de alguns exemplos. Em um deldiéar' que ela deixa de ser diferenciavel em todos os pontos
projetamos o controle para dois subsistemas instaveis e ri#tfle a minimizacao indicada em (2) ndo for tnica. Para faci-
controlaveis para mostrar que a atuacdo conjunta de ambitay 0s desenvolvimentos posteriores, definimos o conjunt
as variaveis de controle, a saber, a regra de comutacéo edggndiced (z) = {i € K : v(x) = 2’ Pz} C K e notamos

. ~ H A
ganhos de realimentagao de estado, faz com que a origem “TPara maiores detalhes o leitor deve consultar o apéndice.
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que para 0s casos em gque a minimizacéo (2) néo for Gnical.embrando quec(t)’ P;jz(t) > xz(t) Piz(t) e quem;; > 0

conjuntol (x) contém mais de um elemento. paratodgj # i € K, utilizando (5) obtemos

Nosso objetivo é encontrar uma regra de comutag¢a) : N

R™ — K, e as condi¢Ges para quét) = g(z(t)) faga com Dro(z(t) < z@) |- Zﬂ.jipj —Qi |z
gue a origem do sistema (1) seja um ponto de equilibrio glo- =

balmente assintoticamente estavel. O teorema dado a seguir

.~ , . L. N
apresenta estas condi¢des e, além disso, estabelece um limi , ,
tante superior para um custo que depende quadraticamente < - Zﬁﬁ o (t) P (t) — a(t) Qix(t)
das variaveis de estado do sistema em malha fechada. Sua =1
prova decorre da utilizacdo da funcéo de Lyapunov (2) e de < —z(t)'Qix(t)
uma classe de matrizes de Metzler denotadadoe com- < 0 (10)
posta por todas as matrizdsc RY > tais que
>0 i#4jeKxK fazendo com que a origem do sistema (1) seja globalmente
{ ZNJZ; —0 ’ i cK (4) assintoticamente estavel. A determinacgéao do limitante-sup
j=1"ji = )

rior segue também da desigualdade (10) pois, lembrando que
Observe, como uma consequéncia imediata, que para qual¢) = ¢, temos
guer matriz desta classe, todos os elementos da sua diagonal
principal sdo nédo-positivos, istorg; < 0 para toda € K. Dt o(x(t) < —a(t) Qo x(t) (11)

Teorema 1 ConsidereQ; para todoi € K matrizes simé- |ntegrando ambos os lados desta desigualdade entre os ins-
tricas semi-definidas positivas. Se existirem um conjueto gantes( e ¢, fazendo em seguida — oo obtemos (7), ja

matrizes simétricas definidas positivesy, ..., Py} € uma  que a estabilidade assintética global do sistema (1) implic
matrizIl € M satisfazendo as seguintes desigualdades dg,(x0)) = 0. O

Lyapunov-Metzler
N Um ponto relevante a ser levado em consideracdo é que as
AP, + PA; + Z”ﬁpj 1Q:<0,icK (5) condicdes definidas em (Geromel e Colaneri, 2006a) assegu-
ram a estabilidade do sistema inclusive na presenca de possi
veis modos deslizantes, ja que para cagad, I(z(t)) pode
conter mais de um elemento. Neste cadqo) utiliza apenas

j=1

entdo a regra de comutacao

o(t) = arg min z(t) Pz (t) (6) um deles selecionado arbitrariamente dentre os elemeatos d
ek I(z(t)). Outro ponto a ser levado em consideracéo é que as
faz com que a origem do sistema (1) seja um ponto de equbndi¢gdes apresentadas no Teorema 1 ndo exigem nenhuma
librio globalmente assintoticamente estavel. Ademaig papropriedade de estabilidade das matrigds, --- , Ay} to-
gualquer condicdo inicial a seguinte desigualdade madas individualmente. De fato, comg > 0 para: # j,
oo uma condigio necesséria para que as desigualdades (5) sejam
/ () Qo (t)dt < Hélﬂg zo Py (7) factiveis € que
0 K3
é verdadeira. (Ai " %I)/PZ— 4P (Ai " %I) <0 (12)

Prova: Embora a prova ja tenha sido apresentada eH}:lra todoi € K. ComoP; > 0 para todoi € K, isto s6
(Geromel e Colaneri, 2006a), vamos aqui repeti-la para CB,bde ocorrer se as matrizels + (r;;/2)I, i € K forem

modldan do leitor. Devido ‘:O fato de que afungép (2) N0ty sintoticamente estaveis. Além disso, tendo em vista que
diferenciavel para tode € R", calculamos sua derivada dem_ < 0,i € K, a factibilidade de (12) ndo exige a estabili-

Dini, dada por (Garg, 1998)

dade de nenhuma das matrizes do conjymtg, - -- , Ay }.
4 o v(xz(t+h)) —v(x(t)) Em outras palavras, as desigualdades de Lyapunov-Metzler
Do((t) = ;Llin& sup h (8) (5) podem ser satisfeitas mesmo que as matrizes € K

%o sejam assintoticamente estaveis. Este importantetaspe

Assim sendo, considerando que em um instante de tempo-,~ .
erd ilustrado através de exemplos.

genérico temos(t) = ¢ € I(x(t)), os desenvolvimentos

apresentados no apéndice levam a Vale ressaltar que a escolha da funcdo de Lyapunov néo é

Dtu(z(t)) = min x(t) (AP + P A;)x(t) Unica. As condi¢des para a estabilidade do sistema (1) po-
lel(xz(t)) dem, com uma certa condicdo adicional, ser obtidas através
< z(t) (AP, + P A;)x(t) (9) dautilizagio de uma funcao de Lyapunov diferente. Uma de-

Revista Controle & Automacéo/Vol.19 no.4/Outubro, Novemb  ro e Dezembro 2008 433



las, ver (Liberzon, 2003) para maiores detalhes, € a seguirdglguns casos, a estabilidade assintotica ainda pode ser ver
ficadaa posterioriatravés de testes suplementares que per-
, N , mitam assegurar que o conjuriz(t)) contém apenas um
V(z) = maxa' Pz = max > Nia' P (13)  elemento, (Ishii et al., 2004). Infelizmente, estes tesées
=1 muito dificeis de serem aplicados sobretudo quando o nu-
em queP; é uma matriz simétrica definida positiva pertenMero de subsistemas € maior do que dois.
cente ao conjunt§P;, ..., Py }. De maneira similar ao caso
anterior definimosZ(z) = {i € K : V(z) = 2’Pz} e
consideramos o conjunto de desigualdades matriciais

De acordo com o Teorema 1, as condi¢des para a estabili-
dade assintotica de (1) dependem da solucédo das desigual-
dades de Lyapunov-Metzler (5). Estas desigualdades pos-
N suem natureza ndo-convexa devido ao produto das variaveis
AP+ PA; — Zﬂjipj +Qi<0,iceK (14) (IL{P,.., Pn}) e ndo é possivel resolvé-las atraves de ro-
tinas numéricas disponiveis na literatura para a solucédo de
LMIs. No entanto, em (Geromel e Colaneri, 2006a) foi pro-
que ao serem resolvidas em relacdo as matrizes simetrigagta uma versdo mais conservadora que pode ser resolvida

J=1

definidas positivag P, --- , Py } € a matriz de Metzlefl, utilizando-se LMIs e uma busca unidimensional. Ela é ob-
permitem definir a regra de comutacéo tida quando restringimos as matrizes de Metzler do Teorema
1 a terem uma estrutura particular com todos os elementos
o(t) = arg max (t) Pix(t) (15) iguais na diagonal principal.

Seria de se esperar, dada a simetria min / max das solug§eolario 2 ConsidereQ); para todoi € K matrizes simé-
propostas, que ambas fornecessem sistemas globalmentdrgas semi-definidas positivas. Se existirem um conjueto d
sintoticamente estaveis. Infelizmente, este ndo é o casomatrizes simétricas definidas positivas,, ..., Py } e um es-
ndo ser que assumamos que 0 conjufto(t)) contenha calar positivoy satisfazendo as desigualdades modificadas
apenas um elemento para totlo> 0. Para verificar esta de Lyapunov-Metzler

afirmacao, considerando que em um instante genérico , .,

temoso(t) = i € Z(x(t)), a partir dos resultados apresenta- AP+ Pidi+(Pj— Pi) +Qi <0, j #1 € KxK (18)

dos no apéndice obtemos entdo a regra de comutagdo (6) faz com que a origem do
N L sistema (1) seja um ponto de equilibrio globalmente assinto
Dva) = lelfn(g)((t)) () (AP + PrAs)z(t) ticamente estavel e a desigualdade (7) seja satisfeita.
= z(t) (AP, + P A;)x(t) (16)

Prova: Considerando a subclasse de matrizes de Metzler
Novamente, lembrando quét)’ Pjx(t) < z(t)’ P;xz(t) eque com elementos iguais na diagonal principal, istg,é= —~,

7 > 0 paratodg # ¢ € K, utilizando (14), vem paratodd € K temos
N N
j=1 J#i=1

N Levando em conta que;; > 0 para todoi # j € K x K,
< Z mii | 2(t) Pa(t) — 2(t) Qi (t) multipliqando (18) por;i, _somando paratodos os elementos
= i # j e finalmente multiplicando poy—', obtemos

< —a(t)Qur(t , v
jAi=1

0 que comprova a estabilidade assintética global do sistema N

com a regra de comutacéo (15). Note que a segunda igual- < =Y mP (20)
dade em (16) depende fortemente do fato de existir apenas J=1

um elemento enf(z(¢)) em todot > 0. Se esta hipotese para todoi € K. Ou seja, as desigualdades de Lyapunov-

ndo se verificar, por exemplo, na eventual ocorréncia de Miretzler (5) sao verificadas e a prova decorre imediatamente
dos deslizanteq,(x(t)) necessariamente contém mais de Urdg Teorema 1. O

elemento e a estabilidade do sistema néo pode ser estabele-
cida. Nesta situacao, verifica-se através de exemplos qu&mbora mais conservadoras do que as desigualdades de
sistema torna-se instavel, (Deaecto, 2007). Entretanto, dyapunov-Metzler, estas introduzidas no Corolario 2 sao
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muito mais simples de serem resolvidas pois se reduzenPeova: Podemos observar que para a mesma regra de co-
N LMls acopladas para cada valor gle> 0 fixo. Ademais, mutacgéo, a solucdo de (21) carfD) = 0 e w(t) = ed(t)

a condicdo necessaria para a existéncia de solugao coatingaigual a solucéo de (1) com(0) = G,(g)eg, pois ambas

nado exigir que as matrizes do conjuitd,,--- , Ay} sejam satisfazem

assintoticamente estaveis.

ot
x(t) :/ Aoy (T)dT + Go(0)€0 (26)
3 PERTURBA(;OES IMPULSIVAS 0
) ) ) ~_Esta propriedade permite utilizar diretamente os resodtad
Considere um sistema com comutagéo e condicoes iniCigj§ Teorema 1 no sistema (21)-(22). Substituindo as matrizes
nulas, cuja realizagéo no espaco de estado é dadapor ¢, pelas matrize<”!C; para todoi € K obtemos as desi-

gualdades (24) que asseguram a estabilidade assintotica be

2(t) = Aswr(t) + Gomuwl(t) (21) " como a validade do limitante superior
£(t) = Copa(t) (22)
1€°113 < min ep G, ) PiGoo)eo (27)
em quezx(t) € R™ é o estadow(t) € R™ é a perturbacéo ek
externa &(t) € RP é a saida controlada. A regra de COMUrgnsegiientemente, somando as parcelagipara, - - - ,m

tacdoo(t) = i € K seleciona um determinado subsistem@aterminamos

definido por(4;,G;,C;). Para cad®d = 1,--- ,m, uma

entrada impulsiva da forma(t) = eyd(t), comey repre- T,

sentando &@-ésima coluna da matriz identidade x m, é O(0) < ZI}&Q €6Go(0)FiGo(0)0
aplicada e a correspondente saida controfd@g é obtida, =1 .

o que permite determindi?||3. Desta forma, definimos o . o p

custo total associado a uma determinada regra de comutagéo < ek €6Go0) FiGoeo

Lo 0=1
o(t) como sendo a soma das contribuicdes dos custos para )
0=1,---,m,ouseja < I}élﬂg tr(G(Zr(())PiG(U(O)) (28)
LU, 0 gque prova o teorema proposto. O
O(a) =Y 1I€°]13 (23) o _
6=1 Uma discusséo relevante a respeito do resultado deste teo-

) rema refere-se a determinagdo do valow (@) a ser usado

E importante salientar que na auséncia de comutacao, istef (21)-(22). Note que no instante= 0, imediatamente
quandoo(t) = i € K para todot > 0, a quantidad®(c)  anterior a aplicagdo do impulso, a regra de comutag&o
coincide com o quadrado da norrig da funcéo de trans-

feréncia entre a entrada e a said& do sistema dindmico 0(0) = arg minz(0) P;z(0) (29)
linear com representacdo de estado definida pelas matrizes ek

(Ai, Gi, C;), (Colanerietal., 1997). O teoremaa seguir aprenzo especificar(0) poisz(0) = 0. Ou seja, podemos esco-
senta condigBes para a estabilidade assintotica globéd-do $her o(0) = ¢ € K da forma mais conveniente para reduzir
tema (21)-(22), bem como um limitante superior do custg custo garantido que aparece no lado direito de (25). Assim
funcional (23). procedendo, obtemos

Teorema 3 Se existirem um conjunto de matrizes simétricas ©(c) < min inf tr(Gy P,Gy) (30)

definidas positivagP; , ..., Py } € uma matridl € M satis- HEERXK (leM.Pi>0)e®

fazendo as seguintes desigualdades de Lyapunov-Metzlerem qued representa o conjunto de todas as solucdes factiveis

N de (2_4): (0] esf_or(;p computaciongl para resolver o problema
AP, + PA; + Z”ﬂpj +CIC<0,ieK (24) dg otilmlzagao |nd|cho no quo direito de (3_0) pode ser redu-
zido impondo-sé = i € K. E claro que, assim procedendo,

o resultado final € um limitante superior mais conservador. O

entdo a regra de comutacgéo (6) faz com que o ponto de equirolario a seguir apresenta as condi¢des para a estaleilida

librio z = 0 do sistema (21)-(22) seja globalmente assintoassintética global do sistema (21)-(22) utilizando a sasrz

ticamente estavel. Ademais, a seguinte desigualdade de matrizes de Metzler com elementos iguais na diagonal

j=1

principal.
O(0) < min tr(G(0) PiGo(0)) (25)
Corolario 4 Se existirem um conjunto de matrizes simétri-
é verdadeira. cas definidas positivagP;, ..., Py} € um escalar positivo
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v satisfazendo as desigualdades modificadas de Lyapun@vs ey € R™ e levando em conta que a regra de comutagéo
Metzler estabilizante faz com quE(z(cc)) = 0, temos||¢?]2 >

V(zg) = max;en x) Pyzg. Consequentemente,
A;Pl-f—PlAl-f—’}/(P]—Pl)—f—C;Cl <0, j#ieKxK (31)

entdo a regra de comutacéo (6) faz com que a origem do sis- (o) > Z mhax eIOG;(o)PiGa(O)eG
tema (21)-(22) seja um ponto de equilibrio globalmente as- =1
sintoticamente estavel e a desigualdade (25) seja sasisfei > max tr(GY(0) PiGo(0)) (36)
. . . . O

Prova: A demonstracdo segue, em linhas gerais, aquela dgiu€ provao teorema proposto
Corolario 2 e sera, portanto, omitida. U Note que é possivel determinar o maior limitante inferior

. - . ara® (o) maximizando-se o lado direito de (33) o que nos
Uma maneira de verificar se o custo garantido proposto no _ . .

. ; ; : eva a desigualdade
Teorema 3 é preciso consiste em determinar a folga evenltu-
almente existente entre amb_os 0s lados da desigualdade (25) 9(5) > max sup tr(G;(O)piGa(O)) (37)
Entretanto, como a determinagdo analitica do c@fe) €K (IeM,P;>0)eQ

€ virtualmente impossivel, propomos um limitante inferior ) N ‘unto de tod lucBes factivei
para©(o) de forma a viabilizar aquelaverificac;ao,aindaqugm que:representa o conjunto de fodas as Solucoes 1activels

ndo exatamente. de (32).

o ) ] .. . Como ja foi comentado anteriormente, encontrar uma solu-
Teorema 5 Se existirem um conjunto de matrizes SIMetricas; para as desigualdades (32) ndo é uma tarefa simples. A
definidas positivag, - -- , Py}  umamatridl € M sa-  giicyidade reside no fato de que elas n&o sdo lineares de-

tisfazendo as seguintes desigualdades de Lyapunov-Metzley ) 5 presenca dos produtos de variavsis?; para todo

N i,7 € K x K. Uma maneira de contornar esta dificuldade
AP+ P A, + Zﬁﬂpj +CICy >0, i,g e KxK (32) € considerar apenas matrizlés,e_/\/l com elementos iguais
na diagonal principal. O corolério seguinte apresentad&m

~ x . .mente este resultado.
entdo para qualquer regra de comutacgéo que estabiliza o sis-

tema (21)-(22), a seguinte desigualdade é verdadeira

J=1

Corolario 6 Se existirem um conjunto de matrizes simétri-
cas definidas positivagPy, - - - , Py} € um escalar positivo

~ satisfazendo as seguintes desigualdades modificadas de
Lyapunov-Metzler

Prova: Considerando que em um instante de tempo 0 AP /

temoso(t) = ¢ € K sendoo(-) uma regra de comutagio a a (B )+ G (38)
qualquer que estabiliza assintoticamente o sistema (B a gara todoi # j € K x K e ¢ € K, entdo para qualquer
rivada direcional da fungéo de Lyapunov (13) permite conegra de comutacio que estabiliza o sistema (21)-(22), a de-

O(0) > max tr(G;(O)PiGU(o)) (33)

i€eK

cluir que sigualdade (33) € verdadeira.
DYV(z(t)) = max «a(t) (A P+ PA)x(t
(=() L€T((t)) (1) (AP 1Aq)a() Prova: Trata-se de prova idéntica aquela do Corolario 2,
> x(t) (AL P + PiA,)x(t) (34) sendo assim omitida. m

para todoi € Z(x(t)). Por outro lado, levando em conta© exemplo dado a seguir ilustra a teoria desenvolvida nesta
que z(t) Pix(t) > z(t)'Pjz(t) e quer;; > 0 para todo secdo. Nosso objetivo, em particular, € aplicar os respdtad
j #i € K, usando (32), obtemos do Corolario 4 e do Corolario 6 para avaliar a folga existente
entre os limitantes superior (25) e inferior (33) do cu3te)
N para uma regra de comutacao especifica.
DYV (x(t)) > x(t) (=D miPj—CyCy | a(t) .

= Exemplo1: Este exemplo foi proposto em (Geromel et al.,

2008). Considere o sistema (21)-(22), constituido/jct 2

. Fali
> o) CyCax(t) subsistemas lineares definidos pelas matrizes

> ()€t (35)
0 1 0 0 1 0
que apos integracdo em ambos os lados forf&ad0)) — A = 0 0 1,4, =10 0 1
V(x(00)) < ||€||3. Desta forma, com a condig&o inicia) = -2 2 0 0 -2 -2
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z(t)

blema de otimizacéo

max sup { tr(G'P,G) : (38)}
€K p,>0

(43)

com~ = 200 também foi resolvido para determinar o li-
mitante inferior4.2503. Com base nestes resultados pode-
mos afirmar quetl.2503 < O(0) < 8.8925 sendoo a re-

gra de comutacéo (6) determinada com as matizesP;.

Via simulacéo numérica determinam@go) = 4.9730, o

gue mostra uma maior precisdo do limitante inferior. Por
outro lado, podemos também ressaltar que muito embora o
problema de controle 6timmf, ©(c), restrito ao conjunto

; de todas as regras de comutacédo estabilizantes, sejaapratic
mente impossivel de ser resolvido, sua solugésatisfaz
4.2503 < ©(c*) < 4.9730. Isto coloca em evidéncia a qua-

Figura 1: Estados do sistema - Exemplo : -
lidade do resultado obtido.

4 SINTESE DE CONTROLE

G ey 1 (1) 39 Como veremos, ndo ha grandes dificuldades para projetar,
oL _0 B (39) simultaneamente, um controle via realimentacio de estado e
uma regra de comutacdo que minimizam o custo garantido
10 0 V2 00 |tntrodu2|do anteriormente. Neste sentido, considere -0 sis
=101 0|, =] 010 ema
0 0 V2 0 0 1 .
\/_ x(t) = Ag(t)w(ﬁ) + Bg(t)u(t) + Gg(t)w(t) (44)
Nosso objetivo inicial € determinar uma regra de comutacao £t) = Coma(t) + Dypyult) (45)

de tal forma quer = 0 seja um ponto de equilibrio global-

mente assintoticamente estavel. E importante notar que caghm condigdes iniciais nulas, em qug) € R™ é o estado,
subsistema isolado € instavel. u(t) € R" é o controle,w(t) € R™ é a entrada externa
impulsiva e¢(t) € RP é a saida controlada. Como anteri-
ormente comentado, a regra de comutagflg = ¢ € K
seleciona um subsistema definido ge;, B;, G;, C;, D;).
Nosso objetivo é determinar uma lei de controle da forma

A solugéo 6tima do problema de otimizagao

. . D, .
min I%in>fo{ tr(G'P,G) : (31)}

(40)

com~ = 200, foi determinada sem dificuldades tendo em
vista que ele se reduz a dois problemas independentes des-
critos por LMIs. Desta forma determinamos as matrizes s¢ uma regra de comutag&¢z(t)) = ¢ € K que seleciona,
meétricas definidas positivas a cada instante de tempo> 0, um elemento do conjunto
K = {Ki,---,Kn}. Aplicando (46) em (44)-(45), o sis-

u(t) = Kogz(t) (46)

3.5511  3.5765 0.7500 tema em malha fechada pode ser representado pelas equacdes
P1 = 3.5765 6.8926 2.0458 (41) no espago de estado

0.7500 2.0458 2.8212

35611 3.5867 0.7603 SC(t) (AO'(t) + Ba’(t)Ka'(t))‘r(t) + Ga’(t)w(t) (47)
P, = | 3.5867 6.8927 2.0358 (42) £t) = (Cotty + Doty Kowy)2(t) (48)

0.7603 2.0358 2.7908

com condicdes iniciais nulas. Trata-se de um sistema com a
bem como o limitante superict.8925. A partir das ma- Mesma estrutura daquele ja tratado. A Unica diferencaeresid
trizes P, e P, a regra de comutacao (6) foi implementadah@ presenca dos ganhos de controle a serem determinados.
As trajetérias das variaveis de estade) € R3 em fungéo
do tempo, considerando uma pertubacéo impulsiva do tif@orema 7 Se existirem dois conjuntos de matrizes simétri-
w(t) = e16(t) come; sendo a primeira coluna da matrizcas definidas positivasX, - - - , Xn }, Z;; Vi # j € KxK,
identidade, séo apresentadas na Figura 1. Em seguida, o pnot conjunto de matrize§L4,--- , Ly} € uma matridl €
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M tais que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas Corolario 8 Se existirem um conjunto de matrizes simétri-

N cas definidas positivagX1, - - - , Xy }, um conjunto de ma-
[ Li+ i mjiZiy XiCi+ LiD;j <0 icK trizes{Ly,---, Lx} e um escalar positive satisfazendo as
. —I ’ seguintes desigualdades modificadas de Lyapunov-Metzler
(49)
Zig + X Xy . . Li —vX; Xicl{ + L;D; X
[ . Xj]>0,27éj€K><K (50) R ), 0 <0, (56)
[ ] —’}/Xj
W, G
v Tel0) i € K 51
[ o i ]>O’ZE (1) paratodoi # j € K x K
com.l; = A; X; + B;L; + X;A, + L.B,, entdo a regra de W, & _
comutag&o (6) con?; = X, ' e os ganhos de realimentagéo { . )"(@ ] >0,iekK (57)

K, = LZ-le fazem com que o sistema em malha fechada
seja globalmente assintoticamente estavel. Ademais, a $@mg,, = A, X; + B;L; + X; Al + L' B!, entdo a regra de

guinte desigualdade comutagao (6) con; = X, ! e os ganhos de realimentag&o
) 5 K;, = LZ-X;1 fazem com que o sistema em malha fechada
O(0) < e tr(Ws) (52) seja globalmente assintoticamente estavel e a desigualdad

. (52) seja verdadeira.
€ verdadeira.

N ) o Prova: Imediata e serd, portanto, omitida. O
Prova: Admitindo que as desigualdades matriciais (49),

(50) e (51) sejam vdlidas, levando em conta dqiie = Para o calculo do limitante inferior basta verificar que o-Teo
L;X;*, aplicando o Complemento de Schur em (49) e mukema 5 ou o Corolario 6 podem ser aplicados imediatamente
tiplicando ambos os lados p&} = X, ', obtemos para o sistema em malha fechada. Isto &, as matrzges

e C, devem ser substituidas pelas matrizgs+ B, K, e

N Cq+D,K,, respectivamente. Observe que os referidos resul-
Bl + Z mjibi Zig Py + tados permitem determinar limitantes inferiores para ¢ocus
7=l ©(o) correspondentes aos ganhos de realiment&Gaga

+ (Ci+ D;K;)'(Ci + D;K;) <0 (53) determinados. Como acabamos de verificar através do Teo-
. ] ) rema 7 e do Corolario 8, a dificuldade de sintese esta concen-
para todoi € K. Em Segu.'da’ apllcand(_) 0 Complementqya4a no calculo d&(o) e ndo na determinagdo dos ganhos
de Schur em (50) e posteriormente multiplicando ambos ¢g, realimentago que definem o controfe) = K, x(t).
lados porP;, obtemos O exemplo dado a seguir ilustra os resultados apresentados
PZyP,> P, — P, (54) nesta secao.

. ) Exemplo2 : Foiinspirado em um exemplo tratado em (Xie
Ut|]I\|[zando“ais de§_|gtualdades (53) e (54) e lembrando qlée\Nang, 2004). O objetivo é aplicar o procedimento de sin-
2 jkim1 Tji = i, 1€MOS tese de controle do Corolario 8 ao sistema (44)-(45) com as
respectivas matrizes do seu modelo de estado dadas por

N
PLiP;+Y mjiPj+(Ci+DiK;)' (Ci+ DiK;) < 0 (55) 5 0 30
=1 Al:{ 08}"42:[02]

para todai € K. Como estas desigualdades, cét; P, =

(A; + B;K;)' P, + Pi(A; + B;K;), representam a aplicacdo G, = { 2 ] , Go = [ 1 } , B, = { 4 } , By = { 0 ] ,
do Teorema 3 no sistema em malha fechada (47)-(48) con- 2 1 0

cluimos que ele é globalmente assintoticamente estavel e qu 2 0 0 4 0
O(0) < min;ex tr(G;(O)PiGU(O))junto com (51) permitem 1= { 00 ] , Co = { 0 0 ] » Di=D2 = [ 9 }

obter (52), o que prova o teorema proposto. ) ) L .

Cabe notar que cada subsistema isolado € instavel e ndo con-
Podemos utilizar um resultado alternativo, porém mais cotfolavel. Mesmo assim, sera possivel determinar uma regra
servador, para tornar o problema apresentado no Teoreméé7comutacdo estabilizante. Fixange= 500, o problema
possivel de ser resolvido através de LMIs e de uma busca uéi¢ otimizacao
dimensional, tal como foi feito anteriormente. O corol&io ) )
seguir apresenta as LMIs resultantes. e Xi}ﬂfwi{tr(wi) 2 (56) — (57)} (58)
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1‘2fjr" ez (2) E wN —— 2N
\ w2(t) | v — Ly

x(t)

Figura 3: Estrutura do sistema multiobjetivo

5 CONTROLE H, MULTIOBJETIVO

Nesta secdo, aplicamos os resultados desenvolvidos-anteri
2 25 ormente em problemas de contr@is multiobjetivo tendo

em vista a real possibilidade de tratarmos sistemas com di-
versos critérios de desempenho possivelmente conflitantes
Considere o sistema linear invariante no tergpoom mul-
tiplas entradas e miltiplas saidas apresentado na Figura 3 e
descrito pelas seguintes equacdes de estado

Figura 2: Estados do sistema - Exemplo

foi resolvido considerande(0) = 1 es(0) = 2. A solucéo ¢ = Az+Huw+ Bu (59)
com menor custa4.3278, que define um limitante superior z = Cr+Du (60)
para® (o), correspondente®(0) = 2 é dada por y = Ez+Guw (61)
0.6232 —0.0001 com condicdes iniciais nulas. Os vetores:, w, z ey re-

P = { —0.0001  14.1500 } presentam o estado, o controle, a entrada externa, a saida

controlada e a saida medida, respectivamente. As matri-
zesH, C e D séo particionadas de acordo com a particao
P, — [ 0.6308  —0.0001 } do vetor de entrada’ = [w] --- w)] e do vetor de saida
2 = .
—0.0001  13.6972 Z' = [z} -+ 2] da seguinte forma

Ky =[ —0.6232 0.0001 ] H=[H - Hy] (62)

c'=[cp - Cy] (63)

Ky =1[0.0001 —6.8486 | D= D o Dy (64)
- 1 N

A Figura 2 apresenta as t2rajetérias dos estados do sistefia,iqa medida é conectada a entrada de controlatravés

em malha fechada(t) € R* que convergem para zero éMye yma fungio de transferéndias) definida pelo contro-

um intervalo de tempo menor do qadesegundos. Para oS |aqor de tal forma que para cada K denominamod’(s)
mesmos ganhos de realimentacéo, com o Corolario 6, detgrfncs0 de transferéncia em malha fechada entre a entrada
minamos um I|m|tan_te inferior d&(c) igual a7.2892. Por- _w; e a saida;. O problemai, multiobjetivo consiste na
tanto, este exemplo ilustra que mesmo com todos o0s SUbS'%@terminagéo de uma dnica func3o de transferéicig de

mas instaveis e ndo controlaveis, as condi¢des do Cor@larigyymg a estabilizar o sistema em malha fechada e minimizar
permitem determinar uma lei de controle estabilizantey Cup vetorJ(K)

custo pertence a faixa2892 < 0(o) < 14.3278. Na ver-

dade, via simulagdo numérica o valor exét@) = 7.8812 J(K) = [ ITu2 - |1Twl2 ] (65)

foi determinado, o que mais uma vez comprova a qualidade

do resultado, sobretudo a precisao do limitante inferior. P Esta minimizag&o nao é facil, uma vez que geralmente, a mi-
outro lado, aplicando as condi¢6es do Corolario 8 com os gaimizagdo dos critério§T;||3 parai € K apresenta objeti-
nhos de realimentagao nulos, deixando atuar apenas a regoa conflitantes, ou seja, a fun¢éo de transferéfcig) que

de comutagdo(t), ndo é possivel fazer com que a origenminimiza cada um deles ndo é a mesma. A solucdo deste
seja globalmente assintoticamente estavel. Portante, eptoblema foi estudada por varios autores, veja (Kharganeka
exemplo mostra a importancia da sintese conjunta de amtmaRotea, 1991) e suas referéncias. A estratégia utilizada po
as variaveis de controle, a saber, a regra de comutagdo glébargonekar e Rotea, 1991) foi a utilizagdo da parametri-
ganhos de realimentacdo de estédda,--- , Ky }. zacdo de Youla, que permite expressar as quantidddés
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como fun¢des afins de uma variavgle RH.,. Gragas a a partir da fungdo custo,(x) associada ao problema de oti-
convexidade déiT;(Q)||3 com relagdo & € RH..,, 0 con- mizag&o resolvido na primeira etapa.

junto de todas as solug@es 6timas de Pareto € obtido a partir o
do seguinte problema de otimizac&o escalar No contexto deste trabalho, propomos substituir o problema

de otimizacéo (67), pela minimizacdo de um limitante su-

N perior adequado parg||3 que fornece a regra de comu-
i},}% Z)\iHTi(Q)Hg (66) tacdo e um conjunto de ganhos de realimentakdo=
QR o T {Ky,---,Kn}. Neste sentido, considerando o sistema (59)-

(61) com a nova saidg admitindo que todos os estados

comA € R_N_ representando um elemento do conjunto Cofsstejam disponiveis para realimentacdo, o que implica em
vexo A definido em (3). Para cada valordec Adado,0 g _ 1 G =0e substituindau(t) = K, (t) em (59)-

problema (66) fornece uma das soluc¢des Gtimas de Pare(t@l), obtemos

sendo possivel obter o valor 6timo ¢ € RH, e, por

consequéncia, o controlador 6tinf6°, tal que a conexao it = (A+BK,)r+ Hw (70)

u = K°xy estabilizao sist?vma em malha fechada e minimiza £ = (Cy+DyK,)z (71)

a funcéo objetivo escalgr,;” ; \?||z3, comz; sendo a res-

posta ao impulso diésimo canal com entrada e saida;  com condicdes iniciais nulas. Note que este sistema em ma-
para todoi € K. O vetor)\® é definidoa priori de forma a  |ha fechada tem uma estrutura idéntica aquele dado em (47)-
selecionar uma solucdo de Pareto escolhida. (48). Portanto, a solugéo do problema exposto pode ser ob-

. _tida aplicando-se o resultado do Coroléario 8 que fornece
Nesta secdo, pretendemos empregar os resultados argeriore

para resolver o problema multiobjetivo exposto em (65), a J° =min inf inf Tr(W;) (72)
partir de uma formulagdo mais abrangente que passamos a i€K y>0 (X;,W;,L;)€d(y)
discutir. Supondo que o sistema (59)-(61) possua apenas uma

entrada e mltiplas saidas, propomos uma lei de controle ndod(y) o conjunto de todas as matrize&;, Wi, Li),
formau(t) = K, * y(t), em ques(t) é a regra de comu- 1 € K satisfazendo as desigualdades (56) e (57) para0

. ) , 5 e
tacdo que seleciona a cada instante de tempo um ganhoﬂég' de tal maneira quinf, ,)ey [|€[|z < J pois, para a

realimentacao especifids, ) € K = {K Ky). Di mesma regra de comutacdo e os mesmos ganhos de reali-
o(t - 1, . - = 2

ferente do problema classico multiobjetivo (Khargonekar @enta(;ao, sabenjos Q_ﬂl@Hg = 6(0). De"e“_"'os notar que

Rotea, 1991), em que o vetdre A é considerado invariante 0 problema (72) e equivalente’a problemas independentes

no ten%po no’presente casoé variante no tempa(t) € V gue podem ser resolvidos fazendo uma busca unidimensional

sendo qué’ representa o conjunto de todos os vérticeA de em- e resolvendo um conjunto de LMIs.
e corresponde a uma variavel adicional a ser determinada
forma a minimizar a fungéo objetivp. ", |[v/X;z|3. Para
cadat > 0, associada ao veta(t) € V, definimos a regrade
comutacie (t) = i seX;(t) = 1 e\;(t) = O paratoda # j

e a nova saida controladé) = Co 1)z (t) + Dyryu(t). O a) O custoJ° é menor ou igual ao custo da solugao pro-

e . N
'Peorema 9 Para o caso de realimentacéo de estado, as se-
guintes afirmacdes séo verdadeiras:

novo problema de otimizac¢éo a ser resolvido é posta em (Eker e Malmborg, 1999).
inf |€||2 (67) b) O custoJ° é menor ou igual ao custo de qualquer solu-
(o,u)ey ¢do de Pareto dada em (Khargonekar e Rotea, 1991).

sendo qué’ representa o conjunto das informacdes disponi- _ ) o
veis para a realimentac&o, ou sgja= {y(7) : ¥r < t}. O Prova: Considerandey > 0 arbitrariamente pequeno, as

problema (67) n&o é simples de ser resolvido devido & naf@Stricoes (56) sao desacopladas e portanto
reza variante no tempo da lei de comutag@. Assim, em

o : : I'p.
(Eker e Malmborg, 1999) foi proposta uma estratégia para ;s ek pii%fm Tr(H'FiH) (73)
resolver (67) composta de duas etapas. A primeira consiste o
em encontrar o valor d&; para cada (t) = i fixo em quel; > 0 e K; sao tais que
! !
K; = arg ( 1n)fy{|\§|\§ :U:i}, VieK (68) Ay By + PiAgi + i Cri <0 (74)
o,u)e

comAy; = A+ BK; eCy; = C+ DK, paratoda € K.
A segunda consiste na determinagéo da regra de comutacBogo, da desigualdade (73) obtemos

= in o, J° < mininf ||Cy; (sI — Ag;) L H||? 75
o(t) = arg mino;(x(?)) (69) < mininf | Crs(s] — Ai) ™ HIJ3 (75)
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que prova o itenz.), uma vez que a solugdo de (75) em rela-
cao aK; satisfaz (68) &;(x) = «’' P;x. Para provar o item

b) considere/l um ganho estabilizante qualquer e introduza
no problema (72) as restricdes adicion&iX; = L;, para 600
todoi € K. Com~ positivo arbitrariamente pequeno, (73) e
(74) sao vélidas par& = K; = --- = Ky €, conseqliente-
mente, de (75), temos

700

500 1

400

2
172113

N
Jo<inf Y Nil|Cui(sl — A) T HIZ (76)

=1 200

300

para todo\ € A 0 que prova o teorema proposto. O 100}

A prova do Teorema 9 deixa claro que os métodos propostos e H?fug oo
em (Khargonekar e Rotea, 1991) e (Eker e Malmborg, 1999)

sdo comparaveis ao deste artigo considerando o parametro Figura 4: Solucdes de Pareto

arbitrariamente pequeno. Logo, é de se esperar que com um

grau de liberdade adicional, introduzido por- 0, seja pos-

sivel determinar uma solucdo com menor custo. Esta con-

clusdo é natural pois em relacdo ao método (Eker e Malm-

borg, 1999) temos um grau de liberdade adicional (parémetIoMétodo Proposto -

- O problema (72) foi resolvido para
~v > 0) e, em relacdo a (Khargonekar e Rotea, 1991) tem%s: {10-7, 101, 1, 2, 10} obtendo-se os custos associa-

varios graus de liberdade adicionais ¥ 0 e N diferentes dosJ° = {51.33, 56.39, 57.70, 51.89, 42.16}. Note que
ganhosy, - - - , Ky). O exemplo a seguirilustra 0s aspectos,, . muito pequeno o custo obtido é praticamente igual ao
tedricos discutidos nesta se¢ao. do método Il. Para superior &.2 0s custos obtidos sao sem-

Exemplo 3 : Este exemplo foi extraido de (Geromel e DeaP'® MENOTes que os dos métodos | e I, indicando que o grau
ecto, 2007). Considere o sistema (59)-(61), ddre- I e as de liberdade adicional devido ao parametresulta, de fato,
matrizes ’ em um sistema em malha fechada com melhor desempenho.

Se o problema (72) fosse resolvido para os mesmos valores

010 0 de~, mas considerando o gankg conhecido e igual ao ga-
A=10 0 1|,B=1]0 nho 6timo de cada critério isolado para: 1 e 2, 0S custos
L0 0 0 | 1 obtidos seriamy° = {51.33, 58.87, 92.26, 93.37, 89.91}.
_ - _ Note que eles seriam maiores que os obtidos pelos métodos
4 00 0 anteriores, indicando a importancia de se projetar as duas v
G = 8 é 8 , D1 = (1) riaveis de controlé(, ;) ec(t) conjuntamente.
71 0 01 T 0] A Figura5 apresenta as trajetorias da variavel de estadd
=10 1 0 Dy= |0 a partir da condigéo iniciat(0) = [1 1 1], com o controle
00 0 ’ N otimo relativo a cada critério isolado, o controle do método

- Il e com aquele obtido pelo método aqui proposto para

que representa um triplo integrador com dois critérios cony. Os custos correspondentes $80.16, 194.31, 102.16 e
flitantes. Desejamos resolver o problefia multiobjetivo 57 o5 respectivamente.

utilizando cada um dos métodos discutidos e comparando-os

entre si. ~

6 CONCLUSAO
e Método | (Khargonekar e Rotea, 1991) - A Figura 4 apre- ) _ o
senta o conjunto de todas as solugdes de Pareto do probldiggte trabalho, analisamos diversos aspectos de sistemas |

multiobjetivo. Foi verificado que elas tém custos estrgg3 ~ Neares com comutacdo. Dentre eles devemos citar o estudo
para\ = [1 0]’ €139.49 para) = [0.4 0.6]'. de estabilidade assintotica global e a determinacéo de um

custo garantido que se aplica quando o sistema estiver su-
e Método Il (Eker e Malmborg, 1999) - A solucao 6tima dojeito a perturbagcdes externas impulsivas. Este Ultimo re-
primeiro critério tem um custo igual &1.33 enquanto que sultado reduz-se a nornig; quando ndo ocorrem comuta-
o valor minimo do segundo critério%.40. Assim sendo, ¢8es. As diversas condigdes s80 expressas por um conjunto
o controle obtido por este método apresenta um custo nde desigualdades de Lyapunov-Metzler que possuem natu-
superior &1.33. reza ndo-convexa sendo, portanto, de dificil solucdo. Para
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Trata-se de uma fungéo continua mas que nao é necessaria-
mente diferenciavel nos pontos em que o conjunto

it W Z(x)y={ieK : v(z) = f(z,9)} CK (78)
Met.Prop.

=~

€ composto por mais de um elemento. A derivada direcional
a direita da funcao (77) em um pontoc R™ e em uma
direc@od € R™ é definida na forma

v(x + hd) — v(z)

m3(t)

P + = i
—1.5—;: 7 D l/(.% d) hli%lJr h (79)
2f ] e é calculada com o auxilio do Teorema de Danskin cuja

prova pode ser encontrada em (Lasdon, 1970), pag. 420.

Teorema de Danskin A derivada direcional da funcadx)
existe em qualquer ponto € R", em qualquer direcéo €

Figura 5: Simulagao des(t) R" e é dada por

DYv(z,d) = min Vf(z,1)d (80)
leZ(x)
A prova deste importante resultado mostra que a derivada di-
8cionaID+u(:p, d) dada acima é conseguida tendo em vista

contornar esta dificuldade propomos um método alternativ: . S .
prop gf os limitedim sup e lim inf do lado direito de (79) coin-

gue substitui a solucdo de desigualdades ndo-convexas
uma busca unidimensional e a solu¢cdo de um conjunto
LMIs. Para evidenciar a qualidade do resultado final, cakhonha agora que(t), t > 0 seja uma trajetéria qualquer
culamos limitantes inferiores para o critério de desempenhy, sistema linea (t) = A:c_(t). Parah — 0, temose( +
adotado. Um ponto interessante e ilustrado através de Y= 2(t) + hi(t) = x(t) + hAz(t) e portanto

exemplo é a possibilidade de determinar um controle estabil
v((t+h)) —v(xzt)

zante mesmo que cada subsistema isolado seja instavel e nao Dru(z(t) = lim

controlavel. A teoria desenvolvida foi utilizada com sistes  h—ot h

para propor uma solucdo alternativa para problemasul- = DTu(x(t), Ax(t))

tiobjetivo. Neste particular contexto, o método pr_oposref _ min V(b)) Az(t)  (81)
nece resultados melhores que os existentes na literattara pa leZ(z(t))

tratar esta classe de problemas. Um topico interessarde par . :

) ) ~ . “INo caso particular tratado neste artigo que corresponde a es
pesquisas futuras consiste na obtencao de resultadoa-simi ) , . S -

. 9 : = Cé)|hel’f($, 1) = 2/ P,z com P; matrizes simétricas definidas
res para sistemas com comutacgéo e realimentacédo de saida. . )
- o . . _positivas para todo € K, obtemos

Neste caso, 0 objetivo principal continua sendo a determina
¢éo de um conjunto de controladores dindmicos e uma lei de DY u(xz(t)) = min  z(t) (A'P + P A)z(t) (82)
comutacgio que sejam capazes de assegurar a estabilidade as- 1eZ(z())
sintotica global do sistema em malha fechada. A dificuldadeste procedimento pode também ser aplicado para calcular a
central € que, ndo sendo o esta}do disponivel, as regras f&jyada direcional da fungéo
comutacdo aqui apresentadas ndao podem ser adotadas. Uma

primeira abordagem deste problema foi feita em (Geromel . N .

etal., 2008). I(w) = max f(2,i) = glg%; Xif(z,i)  (83)

7 APENDICE De fato, definindeZ(z) = {i e K : d(z) = f(z,9)} C K
e reescrevendo-a de forma equivalente

Sejaf(z,i) : R™ x K — R. Por hip6tesef(«x, ) tem deri-
vadas parciai® f /0z,; continuas para todoc K. Defina a
funcéor(z) : R" — R como sendo

I(w) = —min —f (a,) (84)

o Teorema de Danskin fornece

+ - _ 3 _ 4
N D7 Y(z,d) = lernZl(Ialt) Vf(x,l)d
v(z) = min f(z,d) = 1/\1161}\1; Xif(z,9) (77) _ lén;?;) V(1) d (85)
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permitindo concluir que, em particular, para as funcdes qu&eromel, J. C. e Colaneri, P. (2006b). Stability and stzdpili

draticasf (z,i) = 2/ P, com P; matrizes simétricas defini- tion of discrete-time switched systenisf. Journal of
das positivas para todoe K, temos Contr.79: 719-728.
Dﬂ?(x(t)) _ max  z(t)(A'P, + PA)z(t) (86) Geromel, J. C., Colaneri, P. e Bolzern, P. (2008). Dyna-
leZ(x(t)) mic output feedback control of switched linear systems,

. ) . IEEE Trans. on Automat. Con83: 720-733.
Estes resultados séo aplicados em diversos pontos deste ar-

tigo, sobretudo na prova do Teorema 1 e na discussao cofeeromel, J. C. e Deaecto, G. S. (2007). Multi-objectiie
cada em seguida. control via switched linear systenf3roceedings of the

3rd IFAC Symposium on System, Structure and Con-
trol, SSSC-07, session WE2: Switched and jump sys-
tems, papes, Iguassu Falls

Agradecemos a Fapesp (Fundac&o de Amparo a Pesquisaé@panha, J. P. (2005). Uniform stability of switched linea
Estado de Sdo Paulo) e ao CNPq (Conselho Nacional de De-  systems: extensions of LaSalle’s PrincipleEE Trans.

senvolvimento Cientifico e Tecnolégico) pelo apoio finan-  on Automat. Conté3: 555—559.
ceiro e aos revisores, cujas sugestdes certamente contribu
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