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ABSTRACT ¢ medido por simulagdes numéricas. O teste T de Student é

entdo utilizado para comparar os resultados obtidos.
This paper presents a performance comparison of various

methods for associative memory design in Cellular Neur&dALAVRAS-CHAVE : Redes Neurais Celulares, Memoria As-
Networks (CNNs). Even though there have been an incresgeciativa, Comparacéo de Desempenho.

ing interest in such kind of application for CNNs, there is

no comprehensive comparison of the performance among the INTRODUQAO

proposed methods in the literature. In this paper, existing

design methods are reviewed and their corresponding p@s Redes Neurais Celulares (RNCs) s&o redes localmente
formances are measured in numerical simulations. The 3copladas ou dotadas de matrizes de conexdes esparsas. Tais
Student test is then employed in order to compare the resujtsdes tém recebido crescente atencdo uma vez que diversos
obtained. sistemas biol6gicos podem ser modelados como sistemas di-
namicos no espaco e no tempo com elementos que interagem
apenas localmente (Kaneko, 1989a; Kaneko, 1989b; Wol-
fram, 1983).

KEYWORDS: Cellular Neural Networks, Associative Mem-
ory, Performance Comparison.

RESUMO Além disso, as RNCs podem ser adequadamente implemen-

tadas em hardware pois seus neurdnios requerem apenas co-
Este artigo apresenta uma comparacio de desempenho deexdes com os neurdénios mais proximos. Essa caracteristica
rios métodos para o projeto de memdrias associativas cddfna as RNCs atrativas para aplicagdes como processamento
Redes Neurais Celulares (RNCs). Embora tenha ocorrige imagens (Crounse and Chua, 1995), memoria associativa
um interesse crescente em tal tipo de aplicacdo de RN@sfeconhecimento de padrdes (Michel and Farell, 1990), en-
ndo h& uma comparagdo compreensivel do desempenhotg@-outras (Thiran et al., 1995).

tre os métodos propostos na literatura. Neste artigo, métodos

existentes para projeto s&o revisados e o desempenho dé&l8RNCs, idealizadas em (Chua and Yang, 1988), sdo re-
des neurais realimentadas de células (ou neurdnios) conecta-
Artigo submetido em 11/01/2007 das apenas localmente. O nome RNC advém da semelhanca
la. Reviséo em 07/07/2007 com Autdmatos Celulares (Wolfram, 1986) quanto ao pa-
2a. Revisdo em 01/07/2008 dréo local de interconexao entre as células da rede. A lite-
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Prof. lvan Nunes da Silva ratura na area tem demonstrado inimeras aplicacdes dessas
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redes principalmente em visdo computacional (Werblin gt al.
1995), simulacéo numérica de Equages Diferenciais Parci-
ais (EDPs) (Roska et al., 1995), (Kozek et al., 1995) e memo-
ria associativa (Liu and Michel, 1994), (Liu and Lu, 1997),
(Park et al., 2001), (Szolgay et al., 1997), (Grassi, 2001).

ZeZeZeingnd
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Propriedades computacionais coletivas emergentes, como as B
exibidas por memérias associativas em redes neurais reali-
mentadas, tém sido investigadas principalmente apoés o tra-
balho classico de Hopfield (Hopfield, 1982). Devido as van-
tagens de implementacdo em hardware apontadas para_as . i i
RNCs, tais propriedades tém sido também exploradas nédgura 1. Representacéo de uma RNC. Os nos denotam cé-
sas dltimas. Nesse artigo, serdo apresentados diversos HHEaS € as arestas denotam interconexoes.

todos propostos na literatura para a construgdo de memorias

associativas em RNCs, que serdo avaliados na tarefa de r

) ~ . L s e de um teste estatistico (teste T de Student). Final-
nhecimento de padrées em imagens binarias.

mente, a Secéo 5 conclui o artigo com uma breve discusséo.

Memorias associativas fazem referéncia a classe de memo-

rias enderecaveis pelo contetido da informac&o armazena@a, MEMORIA ASSOCIATIVA EM RNC
apresentando, portanto, certa plausibilidade biol6gica com as

caracteristicas de memoria exibidas pelo cérebro. Em cddma RNC pode ser vista como um arranjo bidimensional
traste com o modelo de meméria implementado por um corde células (Figura 1) interconectadas apenas localmente. A
putador digital, que endereca informacdes com base na logdzinhanga de uma céluld:, j) € denotada por

lizacdo fisica das mesmas, as memoérias associativas arma-

zenam as informac¢des de forma distribuida na rede. Além

disso, o processo de recuE)eragéo de informagée_s ACODSiSteVT(i,j) = {c(k,1) : maz(|k —1i|, |l — j|) <7}, L

no relaxamento das equacdes que descrevem a dindmica da 1<k<M, 1<I<N. )
rede, cuja solu¢cdo normalmente converge para um atrator

(no caso estudado, um ponto de equilibrio), que representa. . i . i

a informacéo procurada. Uma das vantagens dessa estrfgder indica o raio da vizinhanca em torno da célula/ex

gia é a rapidez na busca pelas informacdes, o que ocorre/jé quantidade total de células da rede.

forma nao-ex iva, alémdar Z resultan rmaze- ~ . . . ~
ormanao-e gus} a, além da robustez resultante do a aﬁeoperagao de uma RNC é descrita pela seguinte equacao
namento distribuido das mesmas.

diferencial:

Além da rapidez, os experimentos mostram que algumas

RNCs, como as baseadas em LMlsgar Matrix Inequali- i=—a+Ty+1

tieg e aprendizado Hebbiano podem conseguir taxas de recu- y = sat(z) @)
peracao correta de padrdes significativamente superiores as

da rede de Hopfield. Este comportamento mostrou-se mais

enfatico para os casos em que a carga (nimero de padrdes -1, se ;i< -1
armazenados) aumentava consideravelmente. sat(w;) = ¢ ®;, se —1<uxz <1, 3
3)
1, se x; > 1
Diversos métodos para construcdo de memdrias associativas i=1,..,n.

em RNCs tém sido propostos na literatura. Entretanto, os re-
sultados disponiveis ndo permitem comparar o desempefifyez(¢) € R denota o estado das célulds, € R"*"
das memorias obtidas por cada um desses métodos. O Rigyresenta a matriz (esparsa) de interconexges, D"

sente artigo apresenta uma analise comparativa criteriosarg: — {y e R": -1< y < 1,0 = 1,..,n})
sistematica do desempenho dos diversos métodos proposi@gresenta  a  saida  (bipolar) das  células,
além de uma revisdo destes. sat(x) = [sat(xy),...,sat(z,)]T é a funcdo satura-

)y x A . 7
A Secéo 2 apresenta a revisdo dos diversos métodos enchi- (equacdo (:3:)1, cRr"e um vetor ddiasen = M x N
regresenta 0 numero de células da rede.

trados na literatura para construcdo de memdrias associativa

em RNCs. A Secdo 3 descreve os experimentos realizadefim de se construir uma meméria associativa em uma RNC,
com os diferentes métodos apresentados. A Secao 4 resigB&yontos de equilibrio de (2) precisam ser ajustados para
os resultados obtidos com os experimentos, por meio de gifre a saida (binaria ou bipolay)da rede corresponda aos
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diferentes padrdes que se deseje armazenar. Para issoyitahhos dai-ésima célula (ver (Liu and Michel, 1994) para
equacdo é resolvida em termos dos paraméfres/, pelos maiores detalhes). Entdo, para cada céla 1,...,n da
diversos métodos apresentados nas secfes que seguem. rede, tem-se, de (5):

2.1 Método baseado em matrizes

Xlzj:‘lﬁ—f—l_“ i:l,...,n 6
Pseudo-Inversas ©)
Em redes de Hopfield, os dados de entrada séo fornecidgideX; € R'*™ e I; € R denotam ag-ésimas linhas
por meio das condicées iniciais; as saidas atingem o esta@dX e I, respectivamente.

de regime para o ponto de equilibrio, que depende da condi-

¢do inicial. Em RNCs, o ponto de equilibrio pode independ(?rara isolar as variavels e I; que precisam ser determinadas

do valor inicial deX. Para tanto, deve-se escolher um reIaQIa equagdo anterior, definem-se

¢do adequada ent® e Y e alimentar a rede pdr. Com
isso, um hardware implementando essa solu¢do de RNC néo R = [VT, J] e Rmx(@itD)
precisa ter seus estados reinicializados a cada nova execucéo. JZ v ’

= [1,...,1]T e ™,
O método proposto em (Grassi, 2001) utiliza matrizes W; = [T;,I;] € Rt
pseudo-inversas para resolver as equacdes de equilibrio de
(2): Assim, de (6) resulta
2 =Ty’ +1, p=1,...m 4) XTI =RWT, i=1,..n
yP = sat(zP)

Esta equaG&do possui solugdo desde Buseja invertivel.
Como nem sempre € esse 0 caso, utiliza-se a seguinte solu-
céo:

onde y» € B"™ (B" = {-1,1}") representa 0s
p padrdes a serem armazenadosze € C"(y?)
C*"(y) ={z e R*: zyy; > 1,i=1,..,n},Vy € B")
os pontos de equilibrios associados. A estratégia considerada

para solucdo dq gquaqéo acima (_:onS|ste em reescrever (4)em WT = R¥xT, i=1
sua forma matricial, para depois isolar as varia¥e&s/ que ! o

devem ser determinadas. Assim, de (4):

) (7

ondelfi;r denota a matriz pseudo-inversa (Israel and Green-
ville, 1974) deR;, que sempre pode ser obtida. Essa solugéo

X=TY +1, (5) tem apropriedade de minimizar norma quadratica do erro de
reconstrucéo (Lay, 1996):

ondeY = [y, ..., y™] € R™™ X = oY € R™™,
a>1lel = ][I, .. Il € R™“™ A escolha deX =
oY, para algumx > 1, faz com que os pontos de equilibrio
existam apenas dentro da regido de saturagdo ¢ 1), o
que garante maior robustez na recuperacgéo dos padrdes (@nge|| - || denota a norma Euclidiana.
and Michel, 1994).

X' —RWT?, i=1,..,n.

g eeey

Observagédo 2.1Para se reconstruir a matfiz, a partir da
%ol%géowi em (7), osv; componentes d&/; séo reatribui-
. ; o ¥ot°as suas respectivas posi¢cdes-aaima linha da matriz
precisar ser reescrita levando em conta tal restricdo. Coro de acordo com a posicao dos vizinhosidsima célula
0 numero de elementos em cada linha da mafr igual O Gltimo componente do vetd¥; corresponde ao valor do

a zero, por ndo existirem conexdes entre células fora da yi- - o .
. pornao R arametrd;, para essa mesnigésima célula. Os elementos
zinhanca da-ésima célula, esses elementos podem ser €Jj-

. . . a matrizT' que ndo tiveram um valor atribuido, por néo fa-
?ér?i%iglsigsgé]ggtﬂﬂﬁ igﬁfcgggoossgeépzcﬁ\{gficgTgt%?en£%§em referéncia a nenhuma das vizinhancas das células da
N ' o . rede, séo igualados a zero.
resultante da eliminacdo dos elementos iguais a zeres da
ésima linha d&" (denotaddl;), e sejaY; € RV*™ o vetor
resultante da eliminacdo dos elementos que sdo multiplic@-método para determinacdo dos parametros da RNC, des-
dos por posicdes nulas dg, ondev; indica a quantidade de crito nessa sec¢éo, € sintetizado pelo Algoritmo 2.1.

Dado que a matriz’ em (5) é esparsa (devido a RNC ser um
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Algoritmo 2.1 Algoritmo de treinamento baseado em matriondeY = [y' —y™, y>—y™, ..., y(™ D —gy™] € R**(m—1)
zes pseudo-inversas eX = aY € R**(™=1) paraalgumy > 1 (ver comentario
Require: m padrdes de treinamentd, p =1, ...,m a respeito da escolha déna Secéo 2.1).

Ensure: pardmetrog’, I da RNC
Construa as matrizés = [y!, y?, ..
fori=1,..,ndo

Construaﬂ“ eY; a partir deT" e Y. {ver instrucdes no

me X =aY D.esp‘rezam.jo:se 0s eleme.ntos nulos da matri/z espao=
vido & restricdo de conectividade local das células da rede -
ver comentario na Secédo 2.1), a equacédo anterior pode ser

e

texto} reescrita como
Construa - ~T
R; Yt J . .
J {11 AT Xi=TY;, i1=1,..,n (11)
Wi [T, 1] 3
Caleul ondeT; € R'*% denota ai-ésima~linha deél’ com as po-
aledie WT = ptxT sicdes ndo utilizadas ja eliminadas, € Rv* (™1 denota
o ai-ésima linha d& considerando-se a eliminag&o dos ele-
Reconstrual’ e I a partir del¥;. {ver instrugdes na mentos nulos desta Gltima, ¥; € R'*("~1 denota a-_
Observagéo 2.1} ésima linha deX, sendo que a variavel denota a quanti-
end for dade de vizinhos daésima célula.

Uma solucéo para (11) pode ser obtida como no método an-

2.2 Método baseado em Decomposic&o terior (Secéo 2.1), por meio de matrizes pseudo-inversas:

por Valor Singular (SVD)

- . . Ti = Xi(Yi)* (12)
A estratégia de RNCs utilizando Decomposi¢éo por Valor

Singular (SVD), assim como 0 método baseado em matriz
pseudo-inversas, também possibilita solucdes mdependedgi%m disso, pode-se demonstrar (ver (Liu and Michel, 1994))

do estado inicial da rede. Além disso, por meio de S\/uneaadlgao do seguinte termo, contendo um vetor arbitrario
pode-se verificar se ha estados espurios (estados de eqfifi- garante ser esta também uma solugéo para (11):
brio que ndo correspondem a um padrdo do treinamento da

rede) em uma RNC e desenvolver estratégias para evitar tais ( t+w UL,
estados. — ’ (13)

= ,n
O método baseado na fatoracdo de matrizes, denominada De-
composicao por Valor Singular (Lay, 1996itgular Value onde o termcwlUZ; compreende uma forma de “correcao”
Decomposition - SVpproposto em (Liu and Michel, 1994), aplicada a solugéo por pseudo-inversas dada por (12). A
apresenta uma estratégia de solugéo de (4) semelhante andriz U, em (13) é obtida pela fatoragéo SVD He(ver
método anterior (Segédo 2.1). Considere que a equacéo (4gy, 1996)):
seja resolvida a partir de:

- vr
Yi = [Un | Unl%s [ T ] ,
P — ™ = T(yp - ynL)a (8) i2
p=1,...,(m—1).
onde U;; € Rvixdi [,y e Rvixwi=d) s ¢
m—1 m— 1 d; m—1 mflfdi
de forma que o valor d& encontrado seja usado para obteR" =y Vi € RUm=Dxdi, Vi € RUM-DX( le
d; = posto(Y)
Ide
I'=a™—-Ty™. (9) O método de aprendizado considerado nessa secéo € sinteti-
zado pelo Algoritmo 2.2.

Essa estratégia de solugao permite que se obtenha olvetor
em (9) em fungéo do vetd encontrado com a solugdo de2.3 Método baseado em aprendizado
(8). Reescrevendo (8) na forma matricial, obtém-se Hebbiano

Este método garante o ponto de equilibrio dentro de uma re-
X=TY, (10) gidode saturacédo. Por meio da estimativa da constaqte
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Algoritmo 2.2 Algoritmo de treinamento baseado em De-

composicéo por Valor Singular (SVD) (TiyP)y? + Ly? > E > 1,

Require: m padrdes de treinamentd, p=1,....m i=1,..n e p=1,...,m.

Ensure: parmetrog’, I da RNC
Construa as matrizes

(15)

SejaT; o vetor obtido a partir da eliminagéo dos componen-

Y=t —y™, 2=y, .., y™m D) — gy, X =aY tes deT; iguais a zero, devido & restricdo de conectividade
local de RNCs (ver discussdo na Secdo 2.1). De maneira
fori=1,...,ndo correspondente, considere o vejér obtido a partir da eli-
Construal; e Y; a partir deT” e Y {ver instrucdes no minagéo dos componentes gie que sdo multiplicados por
texto} zeros enf;. Entéo, a inequacéo (15) resulta em

Calcule a Decomposicao por Valor Singularide

> Vi (Tig")y} + Ly > E > 1,
Y = [Un| Unl%: { VZ;'Z2 } t1=1,...n e p=1,...,m. (16)
Calcule - B Sei
T = X:(Vo)* +wiU} e
Reconstrua a matriz a partir deI; {conforme descrito ~ ~
na Observacéo 2.1} T; = T3, L]
Reconstrua o vetar como gP = 9" - yis il
i =2" - Ty Da inequagcao (16), tem-se
end for
[.ijP
Tiyp > E > 1, (17)

. . . . . 1=1,..,n e p=1..m.
define essa regido (ver abaixo), pode-se estimar a capacidade
de recuperacéo de dados da rede, uma vez que atingida a re-

gido, 0 sistema caminha para o ponto de equilibrio da mesnf$sas inequacdes séo resolvidas pela regra de plasticidade
Hebbiana (Hebb, 1949):

O método proposto em (Szolgay et al., 1997) prop8e um tra-
tamento alternativo & equacéo de equilibrio (4). Na verdade,

essa equacdo pode ser reescrita como um sistema de inequa- 7 - pio\T -
> " A ; L= LT =1, .., 1
¢oes, utilizando-se a definicdo do conjunitd(y?) (ver Se- lez () ’ " (18)
cdo 2.1): =
ondew? representa um “fator de ganho” (ou taxa de aprendi-
2y > 1, (14) zado). Substituindo (18) em (17) obtém-se as “correlacdes”
i=1,...n e p=1,..m entre os padrbes. O Algoritmo 2.3 estabelece um procedi-

mento iterativo para o treinamento da rede.

ondez}, que denota @-ésimo componente do vetaf, € A constanteE > 1 é escolhida dentro de um intervalo

dado por: [Er;: Eg] com E;, > 1, sendo que a obtengdo de um
valor 6timo é investigada experimentalmente em (Szolgay
et al., 1997). Nessa referéncia, também é obtida a seguinte

z; =Ty + 1, condicao de convergéncia do algoritmo:

t=1,...n e p=1,...m

1
ondeT; designa a-ésima linha da matriZ’ e I; o i-ésimo 0< A< T (29)
componente dé.

Considerando-se que os equilibrifsem (14) devem existir onded é o nimero de parametros livres (dimensadlge
dentro da regido de saturacéo (ver discussao na Secao 2al3erem determinadosre € o numero de padrdes a serem
esta regido pode ser limitada por uma const&nte armazenados.
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Algoritmo 2.3 Algoritmo de treinamento baseado em apren-

dizado Hebbiano Wigk >0, se y? =1

Require: m padrdes de treinamenyd, p=1,....m { WigP <0, se y¥ = -1

Ensure: parmetrog’, I da RNC
fori=1,...,ndo

(21)

0 que garante a semelhanca desta Ultima inequacdo com a

7:(0) =0 definicdo de um Perceptron (Rosenblatt, 1958):
end for
for k=0,1,2,...do
fori=1,..,nep=1,..,mdo Z_{ 1, se Gu>0 22)
EP (k) =T;(k)-g¥ |l -1, se Gu<O.

if E¥(k) # [Er; Egr] then
P _ P 1
owi = —A- (Ej(k) - E) {ver equagdo (19)} ondeG € R'*" representa os pesos da rede (a serem encon-

else » trados),u € R™ representa um padrdo de entrada,e +1

en((sjui}; - a classe a que o padréo de entrada pertence.

Ti(k+1) = Ty(k) + Z sw? - (77)7 Dessa forma, os parémetrizlsi podem ser obtidos de (21)

= aplicando-se o algoritmo de aprendizado do Perceptron (para
end for maiores detalhes desse algoritmo, refira-se a (Liu and Lu,
Parar quanddw! = 0, para todoi = 1,...,n e para 1997)). O procedimento de treinamento proposto nesta se¢ao
todop =1, ..., m. € sintetizado pelo Algoritmo 2.4.
end for

Algoritmo 2.4 Algoritmo de treinamento baseado em apren-
dizado por Perceptron

2.4 Método baseado em Perceptrons Require: m padrdes de treinamenyd, p = 1,...,m
Ensure: pardmetrod’, I da RNC

O método baseado em Perceptron possui a vantagem adiciofor i = 1,...,n do

nal de ndo precisar impor restricbes na diagonal da niAtriz Treinar o Perceptron

para garantir a existéncia de pontos de equilibrio conforme é ) o ) ,

necessério, por exemplo, para redes de HopfiBld= 0). W = [wi, wy, ..., wi + Hi, ... wp, 1]

O método apresentado em (Liu and Lu, 1997) utiliza Percep- para que satisfagca & 1,2, ..., m):
trons (Rosenblatt, 1958) para resolver o sistema de inequa- . »
cbes dados por (14). Este sistema pode ser reescrito como WigP 20, sey; =1 23
) D ( )
WiyP <0, sey; =—1

forj=1,2,...,ndo

{ Ty’ +1,>1  seyl =1 (20) if 7 pertence a vizinhanca dé¢hen
TP + 1 < —1 se y? =—1 if i # j then
Tij = wj
else
parai = 1,...,nep = 1,....,m, ondeT; representa a- Ty = w! + i
ésima linha d€’, I; o i-ésimo elemento dé e y” 0 i-ésimo end if
elemento de?. else
Defina enﬂl?f_ 0
end for
. o . . end for
W' = [wi,wh, .., w4 e, wh, I
groo= [y 1]

2.5 Método baseado em LMIs

ondew} = T;;, caso g-ésima célula pertenca a vizinhangaAs redes de Hopfield requerem qiieseja simétrica. Uti-
dai-ésima célula ey;'- = 0, caso contrario. A constante lizando o método baseado em LMIs, descrito na seqiiéncia
w; > 1 foi introduzida para que a inequagao (20) possa seara o projeto de RNCs, além da vantagem em relacdo a ndo

reescrita como: dependéncia do estado inicial da rede, pode-se trabalhar com
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uma matrizl” assimétrica. Com isso, o0 projeto de memoria®©bservacao 2.4A inequacao (24) é equivalente a:
associativas torna-se mais flexivel.

Em (Park et al., 2001) é proposto um sistema de inequagdes
equivalente a (14) através da introducdo das variavyeisie
controlam o tamanho das bacias de atracio em torno dos pa- ¥i(Ti? + i) = Ti+yi | > Tijy; + i
drées a serem armazenados, conforme o teorema que segue. J€Zi

> K max |T351 + (213 — 1)
Teorema 2.2 Dado um padrég* € B™ = {—1,1}", supo- ’

nha que para= 1, ...,n, 0s parametro% e I de (2) satisfa- . )
cam e, considerando-se; > 0 e T sob a hipétese de (25), da

inequagédo anterior tem-se:

vi | D Tyl + 1 | > mimax |Tyy| + (T — 1) (24)
JEZ; I (Tiy? + L)y > 1.

ondex; > 0 e ondeZ; denota o conjunto contendo os indiced>0rtanto, o critério dado por (24) no Teorema 2.2 estabelece
das células vizinhasiésima célula. Entdo, um vetor binariouma condicéo equivalente a (14) para que os padrogs=
y° € B" tal quey? # yi e Z |y;) —yi| < k;, tem as 1,...,m) sejam armazenados na rede.

J€Z;

seguintes propriedades: ) . .
Dessa forma, os autores do método propdem como solugéo

ao problema de memodria associativa a solugdo de um pro-
(@) sex(0) = y° em (2), entda;(t) tende ay; emt = 0; blema de otimizacao associado, dado por (24), e formulado
como um GEVP Generalized Eigenvalue Probleou Pro-
(b) o vetory® ndo corresponde a nenhum equilibrio daylema de Autovalor Generalizado) (Park et al., 2001).
equacao (2).
Observa-se que maximizandg em (24), quando esse pro-
o blema é factivel, implica que as bacias de atracdo em torno
Prova: ver referéncia (Park et al., 2001). dos padrdes sdo maximizadas, como desejado. Isto implica,
por sua vez, minimizafl;; em (24), que sé pode assumir 0
. L. . valor minimo deT;; = 1, de acordo com a hipétese de (25).
Este teorema, junto com o corolario apresentado a seguir, S0 . X .
N " o Ssim, pardl’;; = 1 em (24), esse problema é factivel se
0s principais resultados utilizados na derivacdo da regra de

aprendizado para a RNC desta secéo.

Corolario 2.3 Suponhd’ = [T;;] simétricaem (2) e n Z Ty + L | >0, i=1,..n (27)
JE€Z;

T;,>1, i=1,..,n. (25) ) )
for factivel. Os parametros da RNC devem ser obtidos maxi-

~ . S ., mizandox; > 0 em (24), conil;; = 1, tal que:
Entdo, todo ponto de equilibrio [assintoticamente estaverﬁ = 24) " q

x* = [z}, ..., 23]T de (2) satisfaz a condig&o

ERPR %

|‘T:| > 1) i:1,...,n. (26) Yi Z TijijrIi > Iiz?éaZX|Tw|, 1= 1,...,71 (28)
JE€Z; ¢

Prova: ver referéncia (Liu and Michel, 1994). ) o
Considerando-se que os parametros da RNC sédo limitados

(IT;| < Uelli] < U, parai = 1,....neU > 0), a ndo-
O corolério anterior prop8e uma condi¢édo &npara que os linearidade da inequacéo anterior pode ser eliminada. Para
padr6es armazenados sejam binarios (bipolares), isto é, Elgo, considere o caso néo-trivial em guex;c 7, |T;;| # 0
prop6e uma condicdo que garante que os pontos de equdlix; > 0. Introduzindo-se a varidvel limitadga € (L,U),
brios estejam dentro da regifo de saturagéo (istg > 1). ondeL > 0eU > 0, pode-se reescrever (28) como:
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Algoritmo 2.5 Algoritmo de treinamento baseado em LMIs

Require: m padrdes de treinamentd, p =1, ...,m

Yi Z Tijy; + 1L | > Ky %%X|Tij| > ki, 1=1,...,n
J€Z;i ’

A inequacéo anterior pode ser separada em

Yi ZTijyj+Ii —kig; >0, 1=1...,n
JE€EZ;

Note-se que essas sdo Inequagdes Matriciais Linehres (
near Matrix Inequalities - LMIy (Park et al., 2001), onde
cada variavel’;;, I;, k; € g; € uma “matriz” de orderh x 1.
Entéo, quando (27) for factivel, o problema a ser resolvido
consiste em maximizat;, paral;; = 1, a partir da inequa-
¢do anterior:

Ensure: pardmetrod’, I da RNC
fori=1,...,ndo

it y? | Y Tt + 1
JE€Z;

> 0 é factivel p = 1,...,m)

then
Fixe T;; = 1 e resolva o GEVP dado por

min (—kK;)

—Kigi + Y Z Tijys +1; | >0,

s. a. i<z
—qi<Tij<q, jEZ
-U<I;<U,
L<qg<U

p=1,...m

else
Fixe T;; = 1 + € e encontre os parametros restantes
resolvendo

p P . —
min (—kK;) Yi ZTUyJ’—'—L > =6

JEZ;
(—ri)ai +vi | D Ty + 1L | >0, K z IfJ<<(]qz7 jE€Zi
JE€Z; i .
SN Tyl < gid € Z k=1,....m
5| <U end if
L<g<U, end for
t=1,...,n

Caso este problema néo seja factivel, a solu¢édo deve ser db- EXPERIMENTOS

tida exclusivamente de (14) e (25): ] ] .
Nos experimentos realizados, procurou-se avaliar o de-

sempenho dos métodos apresentados nas sec¢des anteriores
guanto a capacidade de armazenamento e de recuperacéo de
padrdes consistindo de letras do alfabeto (A-Z), conforme
ilustrado na Figura 2 (imagens obtidas de (Park et al., 2001)).
Cada subdivisédo nas figuras corresponde a um pixel da ima-
Para valores elevados @, essa condicao € trivialmente sa-gem, que é associado a uma célula da rede. Portanto, as
tisfeita mas, no entanto, o nimero de estados espurios (edRNCs simuladas tiveram dimensdes de 7x7= 49) célu-

librios indesejados) é aumentado. Assim, procura-se fixis. Nas imagens consideradas, a cor branca corresponde ao
T:; = 1 + ¢, obtendo-se uma solug&o néo-trivial que minivalor -1 e a cor preta ao valor 1, com valores intermediarios
mizee, de acordo com representados em uma escala de tons de cinza.

{ (Tiy? + L)y = Tii + i (Zjezi Tijy; + Ii) >1

T, >1, i=1,..n.

Os experimentos avaliaram o comportamento dos métodos
de treinamento sob as seguintes variacdes de parametros:
Yi anyj—i_ll >—€, t=1,..,n.
JE€Zi
e raio de vizinhangar(: (ver equacao (1)) corresponde a

O Algoritmo 2.5 resume o procedimento proposto para trei-
namento da RNC.

qguantidade de vizinhos em torno de cada célula da rede.
Foi variadoemr =1, 2, 3;
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P-Inversao = 2,3,5,7,10;

Perceptron . = 1.2,2.0, 3.0, 5.0, 7.0;

SVD: oo = 2,3,5,7,10, w; = i - Omi - Ujs, onde
pi = —10,-5,1,5,10 € O = [1,...,1] € R*v;

Hebh [E.,Eg] = [1.1,3.1], [2.0,4.0], [4.0,6.0],

[1.1,10.0],[1.1,21.1]), E = (E; + Eg)/2;

i TRy
- L
L
i g =

e LMI: ¢ = 00001, 0.001, 0.01, 0.1, 0.2,
(L,U) = (1,3),(2,4),(4,6), (1,10), (1, 20).

B e
e s e

Foram considerados 10 conjuntos de dados de treinamento
Figura 2: Padrdes utilizados para o treinamento da rede_para.cada diferente taxa de carga (sendo 5 taxas de cargas
consideradas, conforme mencionado acima). Cada conjunto
consistiu de 30 amostras de padrbes aleatoriamente selecio-
nados dentre os padrdes apresentados na Figura 2. Esses con-

o taxa de carga: corresponde a razdo da quantidade de #¥10S de dados foram usados para treinar as RNCs pelos di-
drées armazenados pelo tamanho da rede (quantid geentes metodos apresentados na se¢do anterior. Além disso,
de células). Foi variada em10%,20%,30%,40% e Na avaliacdo das RNCs, é também realizado um comparagéo
50% (que corresponderam ao armazenamentp de  COM O desempenho de redes de Hopfield para os mesmo con-
5,10, 15, 20, 25 padrdes, respectivamente); juntos de dados.

« niveis de ruido: correspondem ao grau em que os plgara testar a capacidade de recuperacao de padrdes pelos mé-

drdes de teste foram corrompidos por ruido. Foram clodos, os padrdes provenientes dos 10 conjuntos de treina-
tudados dois tipos de ruido: mento foram perturbados com ruido (ruido binario e Gaus-

siano, em 6 diferentes niveis) e as taxas médias de re-

- binario, cujos niveis utilizados foram: cyperacdo foram medidas. Os padrdes foram considera-
2%, 4%, 6%, 10%, 15% e 20%, que correspon- dos corretamente recuperados quando 100% dos pixels fo-
dem a porcentagem de pixels (ou bits) invertidos nogm restaurados nas imagens, durante 50 passos de'tempo
padrdes de treinamento; em que as equacgles foram integradas. O algoritmo utili-

- Gaussiano, cujos niveis estudados forapg, zado para integracdo numérica da equacdo (2) foi o Runge-
0'5, 07, 10’ 1.5 e 20, que Correspondem a diferen-KUtta de quarta ordem (PI’eSS et al., 1993) Os eXperimen—

tes desvios padrdes para a distribuicio normal de méd@$ foram implementados com auxilio do software MATLAB
zero utilizada na geracao de tal ruido. (The MathWorks, 2000) em um computador com processa-
dor Intel Core Duo 1.66GHz com 1 GB de RAM. Os pro-
blemas de otimizag&o no Algoritmo 2.5 foram resolvidos por
Para cada combinacédo de parametros, e para cada métodmédeodos de ponto-interior (Boyd et al., 1994), implementa-
treinamento, foi medida a taxa média de recuperacéo dos p@s pelas funcddeaspe gevpdo toolkit LMI.
drbes, que corresponde & media de sucessos na recuperagao
3;); padrfes obtida para um determinado namero de tent%- RESULTADOS

Os graficos apresentados nas Figuras 3 e 4 (ver Pagina
461) resumem os resultados obtidos com 0s experimentos.
Observa-se que os métodos LMI e Hebb se mostraram li-
geiramente superiores nos testes envolvendo ruido binério.
Com relagéo aos testes envolvendo ruido Gaussiano, ambos
0s métodos se mostraram equivalentes, com excegao ao mé-
Parametros especificos de cada método foram também e$@glo LMI, que para o parametro de vizinhanca- 1 teve
dados e os testes apresentam resultados obtidos com a egfddesempenho muito inferior.

Iha do valor do pardmetro que gerou o melhor desempen
dentro de uma faixa de valores investigada. Os valores su
nhados a seguir, correspondem aos valores de parametros
foram utilizados para a analise comparativa dos métodos: 10 tempo foi discretizado em incrementds = 0.2

No texto que segue, considere a seguinte legedaversa
denota o método da Secéo Peyceptrorindica o método da
Secao 2.45VDcorresponde ao método da Secao Bl@hb
denota o método da Secédo 2.8MI corresponde ao método
da Secdo 2.5.

0, .
Llﬁgve-se destacar que o desempenho reportado para o mé-
[&9(9 Perceptronfoi conseguido com a introducdo de uma
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modificacdo no algoritmo, uma vez que o desempenho destela 3 apresenta os tempos de computacéo requeridos pelas
se mostrou extremamente insatisfatorio, comparativamerf®Cs. Comparando o tempo de computacgéo da rede de Hop-
com o dos demais métodos. A condi¢do para o armazerield, 0,3750 segundos, com os tempos da Tabela 3, verifica-
mento dos padrdes, estabelecida pela inequacédo (23) do 8¢- que a rede de Hopfield requer tempo menor que o das
goritmo 2.4, foi modificada para: RNCs Hebb e LMI. Porém, deve-se observar que as RNCs
podem ser efetivamente paralelizadas em hardware, tornando
o tempo de processamento dos métodos Hebb e LMI apropri-

P > — C
{ WP 21, sey, =1 ados para aplicacdes em tempo real.

WigP <1, se y¥ = -1 (29)
i=1,...nep=1,..,m.
Tabela 3: Tempos de computacdo (em segundos) para as
Dessa forma, os pontos de equilibrio foram ajustados mais R&!Cs investigadas variando o raio de vizinhanca.

interior da regido de saturacéo, aumentando assim arobustez | Métodos || r=1 | r=2 | r=3 |
do método na recuperacao dos padres. P-Inv 0.0320]| 0.0620 0.1250
] ] ] Perceptron|| 0.0620| 0.0780 0.1090
Para se determinar quais foram os métodos que obtiveram SVD 032801 059401 0.9530
melhor desempenho nos experimentos, foi empregado o teste Hebb 6.9380 | 13.3440| 24.0470
estatistico denominado “Teste T de Student” (Morettin and LMI 20.4690 | 66.2810| 156.7350

de O. Bussab, 2003), utilizando-se um nivel de significAncia
de 5%. As Tabelas 1 e 2 relacionam os melhores métodos
encontrados, para cada variacdo de pardmetros considerada ~

nos experimentos. g CONCLUSAO

Apresentou-se, neste artigo, uma analise comparativa de de-
Tabela 1: Melhores métodos - recuperacdo de padrées ce@mpenho de diversos métodos de construgdo de memoria

rompidos por ruiddinario. associativa em RNCs. Além disso, procurou-se fornecer uma
[Carga] r=1 [ =2 | r=3 | r.eV|séo Qesses meétodos, como propostos na literatura. A ana-
10% I P-Inv/SVD/Hebb/LMI T Hebb/LMI T Hebb/LMi lise realizada forneceu condic¢des para que os métodos estu-
20% Hebo/LMI Hebb/LMI | Hebb/LMI dados pudessem ser comparados de maneira homogénea e
30% Hebb/LMI Hebb/LMI | Hebb/LMI criteriosa. Os resultados obtidos encontram-se em conforma-
40% Percept/Hebb/LMI | Hebb/LMI | Hebb/LMI ¢édo com resultados parciais anteriores, obtidos na literatura.
50% Hebb/LMI Hebb/LMI | Hebb/LMI Espera-se que este estudo forneca condi¢des que auxiliem na

escolha do melhor método de construgcdo de memoria associ-
ativa em RNCs para o desenvolvimento de aplica¢des prati-
Tabela 2: Melhores métodos - recuperagio de padrées coas. Também espera-se que os resultados da analise possam
rompidos por ruid@aussiano servir de guia na busca de aperfeicoamentos dos métodos es-
[Carga]] =1 | 7r1=2 | =3 | tudados, bem como de outros, a serem desenvolvidos.

10% || Todos equiv.| Todos equiv.| Percept/Hebb/LMI R

20% || Todos equiv.| Todos equiv.| Percept/Hebb/LMI REFERENCIAS

30% || Todos equiv.| Todos equiv.| Percept/Hebb/LMI

40% || Todos equiv.| Todos equiv.| Percept/Hebb/LMI Boyd, S., ElGhaoui, L., Feron, E. and Balakrishnan, V.

50% || Todos equiv.| Todos equiv.| Percept/Hebb/LMI (1994). Linear matrix inequalities in systems and con-
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Desempenho dos métodos
ruido: bindrio / vizinhanga: r = 1

Desempenho dos métodos
ruido: gaussiano / vizinhanga: r = 1

Taxade Taxa de
recuperacdo recuperacao
% — % - = ;
Nivel de ‘¢ p- w%w,,&g%wmuv}“m“@ Nivel de o7, = o W%AM“%\MW,!O/M’@W
ruido  J3% 1 —— $00420%,30%40%5 ruido zj mm%soww%awﬂ% J
o200 U OET Carga 0% O Carga
Desempenho dos métodos Desempenho dos métodos
ruido: bindrio / vizinhanga: r = 2 ruido: gaussiano / vizinhanga: r = 2
H
Piversa Perceptron SVD obb
Taxa de Taxa de
recuperagao recuperacao
I = o et de & .
vagl de - o— o0 10920930%40° ngl de {%o £ - ‘n-/_aaﬂ/;ao%w“/ﬁ“%‘"wwnwm o
ruido 3n740%5°“/-‘"'/‘2°%3°%‘m ruido £ — 30%&0%50%‘0720%3"%40%50/“
o000 S0 1080 Carga a0 Carga
Desempenho dos métodos Desempenho dos métodos
ruido: bindrio / vizinhanga: r = 3 ruido: gaussiano / vizinhanga: r = 3
Hetb Hebb LM
Perceptron
Taxade Taxa de
recuperagéo recuperagéo
o50% %
Nivel de ¢7; | = 40500 10720V HATEE Nivel de 67 .
ruido WWEu%m#n%ao%‘u.,wsu%mwny;ﬂ/ ruido — w/w%w%mwn%w%‘w%u%w#ﬂwu%
00 S Carga amir o SR Carga

Figura 3: Graficos de desempenho para ruido binario.

Figura 4: Graficos de desempenho para ruido Gaussiano.
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Desempenho da Rede de Hopfield
ruido binario

Taa de
TRCUPE1 3 i

Desempenho de Rede de Hopfield
ruido Gaussiano

Taxa de
FECUPET a0

Figura 5: Gréficos de desempenho da rede de Hopfield para
ruidos binario e Gaussiano.
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