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ABSTRACT

Constrained Kalman Filtering for Nonlinear Systems:
Review and New Results

This paper addresses the state-estimation problem for non-
linear systems for the case in which prior knowledge is avail-
able in the form of constraints on the state vector. A review
of methods investigated in the literature is presented together
with new results. The main contribution of this paper is
to categorize the investigated constrained state estimators in
five groups according to the way in which the constraint in-
formation is enforced, namely, measurement augmentation,
estimate projection, sigma point projection, quadratic pro-
gramming, and truncation. Two illustrative examples are dis-
cussed.

KEYWORDS: Kalman filter, state estimation, constraints, un-
scented Kalman filter.

RESUMO

O presente artigo considera o problema de estimacéo de esta-
dos para sistemas ndo-lineares para o caso no qual informa-
¢do a priori esta disponivel na forma de restri¢des no vetor de
estados. Apresenta-se uma revisao de métodos investigados
na literatura junto com novos resultados. A principal contri-
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buicdo deste artigo esta na categorizacdo dos estimadores de
estado com restri¢des estudados em cinco classes, de acordo
com a maneira em que a informagdo da restrigdo é tratada, a
saber: abordagem das medicdes aumentadas, de projecdo da
estimativa, de projecdo dos pontos sigma, de programagao
quadratrica, e de truncamento. Dois exemplos ilustrativos
sdo discutidos.

PALAVRAS-CHAVE: Filtro de Kalman, estimacgdo de esta-
dos, restri¢es, filtro de Kalman unscented.

1 INTRODUCAO

Estudos astronémicos, em especial no fim do século XVIII,
serviram como um dos principais e pioneiros estimulos ao
desenvolvimento da teoria de estimagdo. Visando a esti-
mar os pardmetros das equacbes de movimento de plane-
tas e cometas a partir de dados medidos por telescépios,
Gauss propds o método dos minimos quadrados em 1795
(Sorenson, 1970). Pouco mais de um século e meio depois,
incentivado pelo inicio da corrida espacial, em janeiro de
1959, Rudolf Kalman, por meio de “um Unico, gigante e per-
sistente exercicio matematico” (Kalman, 2003) inventou o al-
goritmo de filtragem (Kalman, 1960), o qual leva seu nome,
em reconhecimento ao considerado, por muitos, até hoje, o
principal trabalho cientifico sobre estimacéo de estados. Atu-
almente, o filtro de Kalman (KF)!' é solucio de prateleira

LAs siglas utilizadas neste trabalho sdo definidas em inglés segundo o
padréo da literatura internacional.
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para muitos problemas do setor aeroespacial (Cipra, 1993).

No cenario brasileiro, véarias outras aplicagdes podem ser
citadas como: reconstrugdo de trajetéria e estimacdo de
parameros de aeronaves (de Mendonga, Hemerly & Goes,
2007; Teixeira et al., 2005; Curvo, 2000; Curvo & Rios
Neto, 2003), robdtica (Sandi Lora, Hemerly & Lages, 1998;
Kihne, Claro, Suess & Lages, 2004) processos quimicos
(Maciel Filho, Rodrigues & Zaiat, 1999; Teixeira et al.,
2008c; Teixeira et al., 2009b), sistemas de poténcia (Cardoso
et al., 2006), engenharia biomédica (Trigo, Lima, & Amato,
2004), deteccdo de falhas (Quirino & Bottura, 2003), trei-
namento de redes neurais (Rios Neto, 1997; Cajueiro & He-
merly, 2003), dindmica ndo-linear e caos (Bitencourt Jr., Tor-
res & Aguirre, 2004; Aguirre, Teixeira & Torres, 2005),
economia (Pizzinga, 2009) e solucdo de equacGes algébri-
cas lineares (Pinto & Rios Neto, 1990; Rios Neto & Rios
Neto, 2000). Uma revisdo bibliografica sobre o problema
de estimagdo de dados é encontrada em (Rios Neto & He-
merly, 2007).

Apesar do amplo uso do KF, as premissas de linearidade e
Gaussianidade que lhe garantem otimalidade impedem sua
aplicacdo em sistemas ndo-lineares. Métodos de filtragem
de particulas (PF) podem ser empregados para, de forma
aproximada, tratar sistemas ndo-lineares e ndo-gaussianos
(Arulampalam et al., 2002). No entanto, seu elevado custo
computacional inviabiliza sua implementacéo em varias apli-
cacbes de tempo real (Daum, 2005). Por outro lado, mé-
todos de aproximagdo gaussiana contornam tal dificuldade
pelo emprego de algoritmos baseados no KF. Desse grupo,
o filtro de Kalman estendido (EKF) (Jazwinski, 1970; May-
beck, 1979), cujo cerne esta na linearizacdo analitica ou nu-
mérica do modelo do sistema, é a solugdo mais usada nas
ltimas quatro décadas. No entanto, o EKF apresenta al-
gumas limitacdes como sensibilidade as condices iniciais
e & sintonia das matrizes de covariancia de ruido, especial-
mente, para sistemas fortemente ndo-lineares. Nesse caso,
pode-se observar divergéncia ou mesmo instabilidade do es-
timador (Reif et al., 1999). Alternativamente, o filtro de
Kalman unscented (UKF) (Julier & Uhlmann, 2004), um al-
goritmo da familia dos filtros de Kalman de pontos sigma
(SPKF) (Lefebvre et al., 2002; van der Merwe et al., 2004),
usa uma técnica de linearizacdo estatistica que emprega
um namero reduzido de amostras escolhidas deterministica-
mente (Julier et al., 2000). Varios trabalhos recentes (Julier
et al., 2000; Haykin, 2001; van der Merwe et al., 2004; Le-
febvre et al., 2004; Romanenko & Castro, 2004; Hovland
et al., 2005; Choi et al., 2005; Crassidis, 2006; Teixeira
et al., 2008b; Xiong et al., 2007; Arasaratnam & Hay-
kin, 2009) relatam o desempenho superior do UKF compa-
rado ao EKF. Algumas questBes praticas sobre implemen-
tacdo, inicializacdo, sintonia, e convergéncia de algoritmos
de filtragem de Kalman sdo tratadas em (Rios Neto & He-
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merly, 2007; Reif et al., 1999; Xiong et al., 2007) e referén-
cias internas e estdo fora do escopo do presente trabalho.

A teoria de filtragem de Kalman é baseada no uso de duas
fontes de informacao incertas, a saber: um modelo matema-
tico e as medicBes. Contudo, em alguns casos, informacéo
adicional sobre o sistema pode ser conhecida, e essa terceira
fonte de informacg&o pode ser Gtil para melhorar as estimati-
vas de estado. Neste artigo, é considerado o cendrio no qual
a dinamica e os distrbios do sistema sdo tais que o vetor de
estados satisfaz uma restricdo de desigualdade (Robertson
& Lee, 2002; Goodwin et al., 2005) ou uma restricdo de
igualdade (Teixeira et al., 2007; Ko & Bitmead, 2007). Por
exemplo, em reagdes quimicas, as concentracdes dos reagen-
tes e produtos sdo ndo-negativas (Maciel Filho, Rodrigues &
Zaiat, 1999; Marcon, Trieiweiler & Secchi, 2002), ao passo
que no problema de estimacdo de atitude representada por
quetérnio de atitude, o vetor de estado deve ter norma unita-
ria (Crassidis & Markley, 2003; Santos & Waldmann, 2007).

Estimacdo de estados com restri¢fes tem recebido crescente
atencdo tanto no ambiente académico quanto na indistria, es-
pecialmente, durante os Gltimos dez anos (Simon, 2008). No
presente trabalho, investigam-se e propSem-se métodos de
filtragem de Kalman para impor restrigdes de igualdade e/ou
de desigualdade na estimativa de estado. Trata-se do caso
de sistemas ndo-lineares, para 0s quais propdem-se algorit-
mos baseados no UKF. A principal contribuicéo deste artigo
esta na categorizacdo dos estimadores de estado com restri-
¢Oes estudados em cinco classes, de acordo com o meca-
nismo utilizado para reforcar a informacéo provida pelas res-
tricBes, a saber: abordagem das medic6es aumentadas (Tahk
& Speyer, 1990; Alouani & Blair, 1993; Pizzinga, 2009),
de projecdo da estimativa (Simon & Chia, 2002; Teixeira
et al., 2009a), de projecdo dos pontos sigma (Vachhani
et al., 2006; Julier & LaViola Jr., 2007), de programacao
quadratica (Rao et al., 2003; Marcon, Trieiweiler & Sec-
chi, 2002), e de truncamento da funcéo de densidade de pro-
babilidade (PDF) (Simon, 2006).

A abordagem das medic¢Bes aumentadas é uma das técnicas
mais populares para o tratamento de restri¢cGes de igualdade.
Nessa abordagem, o modelo de observagdo é aumentado com
a equacdo de restricdo, a qual é analoga a uma medida sem
ruido. Por outro lado, a abordagem de projecdo da esti-
mativa prop8e que as estimativas de estado sejam projeta-
das na hipersuperficie definida pelas restri¢oes de igualdade.
Caso haja restricBes de desigualdade, as estimativas de es-
tado devem ser projetadas na hipersuperficie correspondente
somente se elas ja ndo satisfazem tal restricdo. A fim de re-
forcar tanto restrigdes de igualdade quanto de desigualdade
no contexto do UKF, os algoritmos da abordagem de pro-
jecdo de pontos sigma se baseiam na projecdo dos pontos
sigma na hipersuperficie definida pelas restri¢des no lugar da



projecao da estimativa de estado, a qual corresponde a mé-
dia ponderada dos pontos sigma projetados. A abordagem
de programacgdo quadratica permite o tratamento de restri-
¢Bes de igualdade e de desigualdade pela redefinicdo do pro-
blema de estimacao de estados como um problema numérico
de otimizacdo com restri¢cfes. Finalmente, a abordagem de
truncamento da PDF é usada para reforgar restricbes de desi-
gualdade do tipo intervalar. O procedimento de truncamento
remodela a PDF computada pelo algoritmo de filtragem de
Kalman, a qual é aproximada pela estimativa de estado e pela
covariancia do erro de estimacéo, nas bordas da restricéo in-
tervalar.

O objetivo deste tutorial é prover uma visdo panordmica do
estado da arte em filtragem de Kalman com restri¢Ges e for-
necer ao leitor os fundamentos para compreenséo de quais
tipos de restricfes cada abordagem é capaz de tratar e de que
maneira a informacdo provida pelas restricGes é reforcada na
estimativa de estado e, eventualmente, na covariancia do erro
de estimacdo. Para tal, o presente artigo esta estruturado da
seguinte maneira. O problema de estimacdo de dados sem
restricBes para sistemas lineares e ndo-lineares € revisitado
na Se¢do 2. O caso com restricBes € revisto na Secdo 3. Na
Secdo 4, sdo apresentados novos algoritmos de estimacdo de
estados com restricGes baseados no UKF. A Secédo 5 resume
e compara as principais caracteristicas de todos os algoritmos
revistos e apresentados neste artigo. Dois exemplos ilustrati-
vos sdo discutidos na Secdo 6. Finalmente, as conclusdes séo
apresentadas na Secdo 7. Este trabalho é baseado na pesquisa
documentada em (Teixeira, 2008).

2 ESTIMAQAO DE ESTADOS SEM RES-
TRICOES

2.1 Formulacéo do Problema

Para o sistema dindmico modelado em espaco de estados pela
seguinte representacdo nao-linear, estocéstica e discreta no
tempo

zp = f(Xg—1, Uk—1, Wk_1, k—1), (1)
yr = h(zg, k) + oy, 2

emque f:R"XxRP xR!xN—-R"eh:R"xN—R™
sdo, respectivamente, os modelos de processo e de observa-
¢do, 0s quais sdo assumidamente conhecidos, o problema de
estimacédo de estados é definido a seguir. Assuma que, para
todo k£ > 1, sdo conhecidas as medicdes i, € R™, as entra-
das ux_1 € R, e as PDFS py, (20), puw,_, (Wk—1) € pu, (Vk),
em que =g € R™ é o vetor de estados inicial, w,_1 € RYéo0
ruido de processo, representando pertubacgdes desconhecidas,
e vp € R" é o ruido de medicéo, o qual trata das incertezas
nas observacdes. Defina a funcgéo lucro

T(x) 2 plarl (i, - wr)),s @3)

em que p(xg|(y1,--.,yx)) é a PDF condicional a poste-
riori do vetor de estados z;, € R™ condicionada as me-
digbes passadas yi,...,yx—1 € presente yi. A solucdo
completa do problema de estimacgdo de estados é dada por
p(xk|(y1, ... ,yx)) € 0 maximizador &, € R" de .J € a esti-
mativa de estados Otima.

2.2 Filtro de Kalman

Assuma que f e h sejam fungdes lineares. Dessa forma, (1)
e (2) podem ser, respectivamente, reescritas como

Ap_12p—1 + Broup—1 + Grwi—1,  (4)
Crryi + g, (5)

T =
Y =

emaque A,_; € R™™", By_; € R"™P?, Gp_, € R"% ¢
Cr € R™*"™ sdo conhecidas. Também assuma que, para todo
k > 1, w,_1 € v, Sao vetores aleatorios brancos, Gaussia-
nos, de média nula, mutuamente independentes, e com cova-
ridncias conhecidas dadas por Qx_1 e R, respectivamente.
Além disso, assuma que vetor aleatorio xy é Gaussiano com
média 2o € covariancia P 2 E[(zo — Zo|0) (w0 — QO\O)T],
ambas conhecidas.

Nesse caso, 2y, € dada pelo KF, cuja etapa de predigdo é
dada por

Tpp—1 = Ap—1Zp_1p—1 + Br_1uk_1, (6)
Wi = AP A + GeoaQu Gy (D)
Urie—1 = Crlgjr—1, 8
PY | = CPii ,Cp + B, ©)
Piia = PiiaCi (10
em que P _, £ Bl(wx 1) (@ —Exp-1) ] Pl £
El(yx — rpk—1) (e — gk\k—l)T]: e P,Zﬁlllc,l 2 El(zr —

£k|k_1)(yk—'gk|k_1)T}, e cuja etapa de assimilagéo de dados
é dada por

K, = P]j&_l(Pg&_l)ilv (11)
e = Tre—1 + Ke(r — Jrji—1), (12)
. T
e = Prik—r — KePy_ Ky, (13)

e A . . T, , PA -
em que Py = E[(zx — k1) (wx — k) ] € a covariancia
do erro de estimacdo e K;, € R™™™ é a matriz do ganho
de Kalman. A notagdo &,; indica uma estimativa de z, no
tempo k baseada em informacéo disponivel até e incluindo o
tempo [. Além disso, i, € 0 j-ésimo elemento do vetor

|k, €nquanto P 4 € o elemento (4,5) da matriz Ppjy.

A informacao do modelo matematico em (4) e (5) é usada na
etapa de predigdo, ao passo que os dados medidos séo injeta-
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dos nas estimativas de estado durante a etapa de assimilagdo
de dados.

2.3 Filtragem de Kalman para Sistemas
N&o-Lineares

Para sistemas n&o-lineares (1)-(2), a solu¢do para o problema
de estimacdo de estados é complicada devido ao fato de
p(xk|(y1, ... ,yx)) N80 ser completamente caracterizada por
sua média ;. € covariancia P (Daum, 2005). Dessa ma-
neira, aproximacdes baseadas no KF sdo investigadas neste
artigo, especificamente, 0 EKF e o UKF. Para tal, 0 EKF e
0 UKF propagam somente aproximagdes para 2y € P,fﬁg
usando a média | € a covariancia ngg do vetor aleatério
x com PDF p(z), as quais sdo assumidamente conhecidas.
Além disso, assume-se que o maximizador de J é proximo
da aproximagéo da média 2. Assume-se ainda que o ruido
de processo wy_1 com PDF p(wg—1) € o ruido de medicdo
v, com PDF p(vy) tenham médias nulas e covariancias co-
nhecidas Qi _1 € Ry, respectivamente. Também, assume-se
que, paratodo k > 1, wy_1, vk, € T S0 mutuamente inde-
pendentes.

2.3.1 Filtro de Kalman Estendido

O cerne do EKF esta na linearizacdo analitica ou numérica
de (1)-(2) para, entdo, empregar as equagdes do KF. Assim,
a etapa de predicéo do EKF é dada por

Tpe—1 = f(@r—1p—1, Uk—1, Ogx1,k — 1), (14)
TT A TT AT
-1 = A1 P Ao
Cr1Qu1Gy 1. (15)
k-1 = h(@gp—1, k), (16)
Y2 A Tx AT
T TT AT
Pk\zl/c—l = Pk\k—lckv (18)

em que as matrizes Jacobianas de f e h sdo avaliadas nas
estimativas de estado mais recentes como

Ay 20 Y . @9
Oz ZTp_1|k—1> Uk—1, Ogx1, k=1
Gy 2 Y . (@)
Qwp—1 Thp—1|k—1> Uk—1, Ogx1, k—1
o & o , (21)
Iy Trk—1, k

enquanto a etapa de assimilagdo de dados é dada por (11)-
(13).
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2.3.2 Filtro de Kalman Unscented

No lugar de linearizar analiticamente ou numericamente (1)-
(2) e usar (6)-(13), o UKF emprega a transformacdo uns-
cented (UT) (Julier et al., 2000), a qual aproxima a média
Ui € R™ e a covariancia P¥ € R™*™ do vetor aleato-
rio yy obtido pela transformagao ndo-linear y, = h(xy), em
que z, tem média &, € R" e covariancia P* € R™"
assumidamente conhecidas. A UT é baseada em um con-
junto de vetores escolhidos deterministicamente X; ;, € R",
j =0,...,2n, 0s quais sdo conhecidos como pontos sigma.
Para satisfazer

2n
> X = e
=0

T

2n
D il Xk — &l k — d] (i (22)
5=0

com vetor de pesos v € R*"*!, cujos elementos sdo dados
por

A A 1
A e S 23
Yo n_’_)\a Vi 2(n+)\)7] ) 5 410, ( )
2n A
satisfazendo » ~~; = 1, a matriz de pontos sigma X}, =
=0
[Xog Xig ... Xopi] € R g escolhida como

X = Trlix(nyr) +

WX O (PEME = (P (28)
em que (-)*/? denota a raiz quadrada matricial, a qual pode
ser obtida pela fatoracdo de Cholesky, A > —n determina
o espalhamento dos pontos sigma (Julier & Uhlmann, 2004;
Arasaratnam & Haykin, 2009), e 11, (2,,+1) € uma matriz em

R+ com elementos iguais a 1. Por simplicidade de
notacdo, as equacgdes (23)-(24) serdo referidas como

[v, X] =

Em vez de propagar a média e a covariancia pelo modelo
linearizado, como faz 0 EKF, no UKF, propaga-se cada ponto
sigma por h, produzindo Y; i = h(X; %), 5 = 0,...,2n, tal
que

\I]UT (:%k7P,f$7n, )\) (25)

2n 2n
N . .7
Ge=D_wVik e P =Y Vi — 0V — il -
=0 =0

Maneiras alternativas de escolher pontos sigma sdo revisadas
em (Julier & Uhlmann, 2004; Arasaratnam & Haykin, 2009).

Considere o vetor aumentado

~ A Tr—1
Tp—1 = 5

- (26)



~ A JURVAN A .
emque Z,_1 € R" e 7 = n + ¢, com covariancia

i T Pl?fluc—l Onxq }
= . 27
k—1]k—1 |: 0q><n rifl ( )
A etapa de predi¢do do UKF é dada por
[’V» Xk—l\k—l} = \IJUT (%k—l\k—lv Pg§1|k71, n, )‘) )
(28)
Xfﬂk—l = f(ka—uk—lv Uk—1, ka—uk—la k—1),
j=0,...,20, (29)
2n
Eeem1 = D% X kpp1s (30)
j=0
2n
Py = Y % (X 1 — Erp—a):
=0
. T
: [X;’jk|k_1 - $k\k—1] ) (31)
yj,k|k71 = h(‘Xjaj]q‘k;_l?k)a .] :07“-72777/7 (32)
2n
k-1 = % Viklk-1» (33)
=0
2n
Pfﬁc_l = Z’Yj Vi klk—1 — Urjk—1]-
§=0
N T
Vikik—1 = Jkjp—1] + R,
(34)
2n
Piv1 = Z%‘ (X k=1 — Trjp—1]
j=0
N T
Vi klk—1 — Urjk—1] (35)
em que
Xl?—l\k—l JaY
w = Xk—l k—1> (36)
A1 k-1 |
APy € R*(2RtD) g XYy eq € R7*(27+1) e 3 etapa

de assimilagdo de dados € dada por (11)-(13).

3 ESTIMACAO DE ESTADOS COM RES-
TRICOES: REVISAO

3.1 Formulacdo do Problema

Seja o sistema dindmico modelado por (1)-(2). Considere
agora que o vetor de estados z, esteja sujeito a restricdo de
igualdade

g(zk, k—1) =

dk* 1 (37)

e/ou a restri¢do de desigualdade

ek, k—1) < ep_1, (38)
em que se assumem conhecidos g : R” x N — R®, dy_1 €
R* 1:R" x N — R’ e ;1 € R". O maximizador &, de
(3) sujeito a (37) e/ou (38) é a estimativa de estado restrita
otima.

Assim como a existéncia de ndo-linearidades no sistema, a
necessidade de satisfazer restricdes também aumenta a di-
ficuldade em solucionar o problema de estimagédo de esta-
dos 6tima (Rao et al., 2001; Ko & Bitmead, 2007; Teixeira
et al., 2009a). Assim, neste trabalho, sdo estudados algorit-
mos sub-6timos baseados no EKF e no UKF que produzem
estimativas de estado satisfazendo (aproximadamente) (37)
e/ou (38). Além disso, sdo apresentados métodos para siste-
mas com restri¢cdes intervalares

ap < xp < by, (39)
emque a; x < b, 2 = 1,...,n. Note que (39) é um caso
especial de (38).

3.2 Algoritmos
3.2.1 Abordagem das Medi¢cdes Aumentadas

O filtro de Kalman estendido com medi¢Bes aumentadas
(MAEKF) (Alouani & Blair, 1993) é o algoritmo mais em-
pregado para reforcar restricdes de igualdade (37) de forma
aproximada. Para tal, o MAEKF utiliza 0 modelo de obser-
vacdo aumentado

h(.’L‘k, k‘) + Uk,

g = (40)

no lugar de (2) em (16)-(18), (21), em que

o B2 | iy |

[1>
| — |
SN
> @
S
AR
| I

Em (17), Ry, é substituida por

_— Ry
T

sXm

Omxcs ] ’ (41)

O Ry

em que 6 Ry, 2 erlsws € €, > 0 € um nlmero pequeno com-
parado aos elementos de Ry. Para fins de implementacdo
computacional, geralmente escolhe-se 1071° < ¢, < 1079
para contornar problemas de mau condicionamento nume-
rico relacionados a inversdo de Pziﬁ_l em (11). O MAEKF
é ilustrado na Figura 1a. Note que 0 MAEKEF reforca a ver-
sdo linearizada da restrigdo de igualdade (37) e, portanto, ndo
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garante que (37) seja exatamente satisfeita por i, exceto
quando g € uma funcéo linear (Maybeck, 1979). De Geeter e
colaboradores (1997) propdem um algoritmo iterativo capaz
de melhorar a acuracia do MAEKF na satisfacdo de restri-
¢Bes ndo-lineares de igualdade.

3.2.2 Abordagem de Projecdo da Estimativa

A abordagem de projecdo da estimativa propde que a esti-
mativa i, obtida na etapa de assimilagéo de dados em (12)
seja projetada na hipersuperficie definida por (37). Seme-
Ihante a0 MAEKF, o filtro de Kalman estendido projetado
(PEKF) (Simon & Chia, 2002) impde a restricdo de igual-
dade linearizada

Diiwy = dy_, (42)
em que
- A 0
Dia = o , (43)
Tk lwp=dpp, k=1
dr—1 = dy_1+ Dy_rdg — g(@ggm, k — 1), (44)

para a qual a linearizacdo é feita em torno da estimativa de
estado mais recente dada por @y, (12). Usando (42), a etapa
de projecdo do PEKF é dada por

dk—1|k = g(@ppw, k—1), (45)
Pl = Dy 1WiDy_, + 6Ry, (46)
Pl = WiDy i, (47)

Ky = PP (48)
j:113|k = Gy + K (dr—1 — dAkfl\k), (49)
Pi = PG - KR(PE(KD), (50)

em que ;. é uma matriz de ponderacéo positiva definida.
Em (Simon & Chia, 2002), recomenda-se escolher W, =
P,flﬂ,“c, em que P,flﬂ;; é dada por (13). Note que J R;, € usado em
(46) para contornar problemas de condicionamento numérico
em (48). Assim, o PEKF ¢é formado pelas etapas de predigdo
(14)-(18), assimilacdo de dados (11)-(13), e projegdo (45)-
(50). E importante esclarecer que a estimativa projetada izl A
ndo é utilizada na etapa de predicdo da iteragdo seguinte em
(14) (Simon & Chia, 2002); veja Figura 1b.

O PEKEF pode ser modificado para impor restri¢oes de desi-
gualdade (38) além de (37) (Simon & Simon, 2006). Nesse
caso, em vez de usar (45)-(50), o seguinte problema de pro-
gramacdo quadratica com restri¢des € resolvido

arg min Jp(zx),
{zk: g(wk, k=1)=dp_1, Uzk, k—1)<er_1}

P = (51)
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(a) medi¢des aumentadas

glok, k—1) = dp

Eo1ph—t B ey Frre-1, iy S I Tk, B
predigao P dedadusl I »

(b) projecdo da estimativa

a < 7 < by
1
iz, k=1) < ep-t

1
glzr k—1) = dxy

. ) 5 2z o 5 P prap
e1pe-1 Py Tt P pme ik Fiik [ 1 T Lagi
! predigao :I e daits i | > projegao l—b

(c) projecéo dos pontos sigma
1

ap < xp £ by
1
leg k=1) < ey
p— I
O S @y S glark—1) = dey
i par i e | asimitacao | i P22
Fh=1lk=1 S% -1 predico Y a;m;mdagao % Sk
£ »| - e dados —|_>
x Lar
(d) programag&o quadratica
I
a < o < by
Wre k—1) € e
glee, k—1) = de
Epo s, PIE s ar

¢ ik

e
T M41|T'= M 41

problema de programagio
quadratica com restricées

(e) programacéo quadratica com horizonte unitario

1
a < o < b
%

1
(o k—1) < e

1
g(zx, k—1)

2

Freafe-1 By Fuie-1, Py T I ye, P
ich 5
predigao > de dados | I >

(f) truncamento

< Ee < b

T ity Bl 'LM"‘PMHl r— ]"M-',kaxl T Pk
predigac :I de dados | yl‘ uncamento

Figura 1: Diagrama comparativo dos métodos de (a) me-
dicbes aumentadas (MAEKF), (b) projecdo da estimativa
(PEKF), (c) projecédo dos pontos sigma (SIUKF), (d) progra-
macao quadratica (MHE), (e) caso especial de programagao
quadratica com horizonte unitario (CEKF), e (f) truncamento
(TEKF). Ao contrario da etapa de projecdo do PEKF, a etapa
de truncamento do TEKF é conectada a etapa de predicédo
por realimentagdo recursiva. Além disso, ao contrario da
etapa de assimilagdo de dados do CEKF, a etapa de assimila-
¢do de dados do MAEKF incorpora a informacéo da restricdo
na covariancia além da estimativa de estado.




em que

(52)

Note que (45)-(50) mininiza a fungéo de custo (52) sujeita a
(42).

JAN N T — N
Jo(ze) = (xr— Tpr) Wi (e — Zep)-

No caso linear, métodos de projecdo do sistema (Ko & Bit-
mead, 2007) e proje¢do do ganho de Kalman (Gupta & Hau-
ser, 2007; Teixeira et al., 2008b) também séo considerados
na literatura.

3.2.3 Abordagem de Projecéo dos Pontos Sigma

No contexto de filtragem unscented, séo apresentados na li-
teratura dois algoritmos que se baseiam na projecdo dos pon-
tos sigma na hipersuperficie definida pela restricdo no lugar
da projecdo da estimativa de estado propriamente dita. S&o
eles: o filtro de Kalman unscented projetado de duas eta-
pas (TPUKF) (Julier & LaViola Jr., 2007), o qual é proposto
exclusivamente no contexto de restri¢des de igualdade (37),
e o filtro de Kalman unscented intervalar de pontos sigma
(SIUKF)? (Vachhani et al., 2006), o qual € proposto no con-
texto de restricOes intervalares (39) na etapa de predicdo e
restri¢des de igualdade (37) e desigualdade (38) na etapa de
assimilacdo de dados. Ambos TPUKF e SIUKF reforcam a
informacdo adicional provida pelas restri¢des em duas eta-
pas. Por serem mais gerais, apenas as equacfes do SIUKF
sdo apresentadas neste artigo.

Na etapa de predicdo, o SIUKF utiliza a transformacéao uns-
cented com restri¢Bes intervalares (ICUT) no lugar da UT
(25) do UKF. Considere a transformacéo ndo-linear / estu-
dada na Secéo 2.3.2. A fim de satisfazer

ap < X],k < bk7 j:07"'72n7 (53)

A ICUT gera a matriz de pontos sigma X, como
X = Zrlixant)

i {onxl 01 col1 [(PEZ)1/2] ... 0, ool [(PE7)/2)

_07L+1,kC01’rL+1[(Pk;wz)l/Q} e T 92n,k0012n[(P]§w)1/2}:| )
(54)
emaque, parai=1,...,n,ej=1,....2n,
0, 2 min (col;(0)), (55)
n—+ A, se S j) =0,
bik — Tik
A ) min (Vn+ A, —5—=], se S;; >0,
Oy = Si.4)
min <\/’I’L + /\, a“]‘;i Tik , Se S(i,j) < 0,
(4,9)
(56)

2SIUKF é chamado de reconciliador de dados recursivo unscented de
sistemas dindmicos ndo-lineares (URNDDR) em (Vachhani et al., 2006).

AN
S = [ (P]én:r)l/2 7(P}?x)1/2 ] , (57)
com vetor de pesos y;, € R*" " paraj =1,...,2n,
AN AN
Yo = Brs  Vik =k Ojx + Bk (58)
2n
satisfazendo Zyj,k =1, emque
3=0
220 —1
= . (59)
2n+A) (Zj1 05k — 2o+ DV T )
A 1
B = 2n+A)
20 —1
(60)

2vVn T A) (2;;1 06 — (2n+1)Vn + A)
Por simplicidade, as equacdes (54)-(60) serdo referidas como

[P)/ka Xk} = \I/ICUT (i'k; P]fx, n, ag, bkv )‘) . (61)

Note que no caso particular em que a; , — —oo e b; j, — oo,
i=1,...,n,alCUTsereduza UT (25), poisf; , = vn + A
para todo instante £ > 1e j = 1,...,2n. A Figura 2 ilustra
como os pontos sigma da ICUT s&o escolhidos em compa-
racdo a UT. Observe que, sempre que um ponto sigma vi-
ola (53), tal ponto sigma é projetado no limite mais préximo
X, = ap ou X = by. Essa idéia também € empregada
pelo TPUKF para impor restri¢des de igualdade (37) e, ana-
logamente, poderia ser estendida para reforcar restrices de
desigualdade (38). Usando o procedimento de projecdo, ao
contrario da UT, os pontos sigma gerados por (54) ndo sdo
necessariamente simétricos em torno de i, tal que sua média
ponderada e covariancia ponderada podem ndo ser, respecti-
vamente, iguais a Z, € PF* como em (22).

A etapa de predicdo do SIUKF é dada por

B 2 7E
[Yr—1, Xe—1-1] = Yrcur («kal\kfla Ptye—1

i, ag, bi, A) (62)
Xjkk—1 = X p_1jp—1s wk—1,

Xj?k*“k*l’k_l)? j:Oa"'72ﬁ7

(63)
2n

i"k\k—l = ZVj,k—lXﬁk\k—1v (64)
7=0
2n

P/ﬁ:i:—l = Z’-Yj,k—l[)(ﬁklk_l — ik\k—l]'

7=0

X k-1 — Trpp—1] , (65)
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(b)

Figura 2: Pontos sigma gerados pela (a) UT (¢) em comparagdo aos pontos sigma gerados pela (b) ICUT (x) e pesos

correspondentes para o exemplo no qual z, € R?, %, =

T - T T
[1 1], P® = Iox2, ax, = [0 —1] , b =[3 1,75] , e

A = 0. O circulo (o) representa a média ponderada dos pontos sigma, a linha ponto-tracejada (— - —) refere-se a covariancia
correspondente, e a linha continua (—) é a covariancia verdadeira. Para a UT, essas linhas se sobrepdem.

em que Z,_1 e P%,, | sdo dados por (26) e (27), respecti-
vamente, e X}, € particionado como em (36). A etapa
de assimilagdo de dados do SIUKF é dada por

N arg min JSp(Xj?fk), j=0,...,2n,

xr . o= S . ,
gkl T X7 9(Xy, k=1)=dk_1, U(X]}, k—1)<er_1}
(66)
2n
Brpe = D Vik-1 Xl kpps (67)
=0
2n T
Wk = Z%‘,k—l [X;Tk\k _-'):nk|k} [ka\k = Zpk|
=0
(68)

em que
A xr T — xT
Jop(Xi) = [ — RXER) " B (g — RXR)

(X% — Xfee—1) (Pefe—1) I(Xj,k - Xj,k\kfl)} )

A yAN A
xX = €T xT T
e cada coluna de X, = [Xg, . ATy, X ki) €

R™*(27+1) ¢ 3 solucdo do problema de otimizagdo (66). O
SIUKF ¢ ilustrado na Figura 1c.

Note que o SIUKF reforca (39) na etapa de predicdo em (56)
e reforca (37)-(39) na etapa assimilacdo de dados em (66).
Portanto, ndo somente &1 € £, COMo também P,jfl”,g_l e
P assimilam a informagao das restricdes.
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3.2.4 Abordagem de Programacédo Quadratica

Ao contrario dos algoritmos recursivos revisados nas Sec¢oes
3.2.1,3.2.2, € 3.2.3, 0 estimador de horizonte mével (MHE)
(Rao et al., 2001) resolve um problema de programacao qua-
dratica com restricOes para o horizonte mével [k — M +1, k],
em que k é o instante presente e M > 1 € o tamanho do ho-
rizonte. Mesmo no caso linear, 0 MHE é um estimador sub-
6timo (Rao et al., 2001; Rao et al., 2003). Para o caso nao-
linear, aproximaces baseadas nos algoritmos MHE e EKF
podem usadas (Rao et al., 2003).

Por simplicidade, assuma que (1) seja aproximada por

zpy = fl@p_1,up—1, k— 1)+ Gr_rwi_1, (69)
em que
Gy 2 Y (70)

Owy—1 Zr_1)7—1, Uk—1, Ogx1, k—1

e &7p_q7—1 € a estimativa de estado mais recente dada pelo
MHE como mostrado a seguir. O MHE é um estimador de
Unica etapa que, para o horizonte mével k = T — M +
1,...,T, em que T é o instante de tempo presente, soluci-



ona o problema de programacéao quadratica dado por
i”T—M+1|T7 s ,if?T\T =

arg min q>mhe(foM+17 s ,.I'T),
{z: glap, k—1) =di_1, Uzk, k—1) <ex_1}
(71)

em que o funcional de custo &, é dado por

A
Phe(@r—pi41, - 27) = Zr_pm(Tr—nr)

T

>

k=T—M+1
+ (w5 — f(@h—1, up—1, k — 1))T(C?k7162k71@2,1)*1
(z — flxp—1, up—1, k= 1))], (72)

(e = hle, k)" B i = (o, b))

com custo de chegada Z7_ s (z7—as) aproximado por

~ N T
Zr_ym(@r-m) = (Xr-M — Tr—M|T—M)

(PE apir—ng) (@1 —nr — Br_ppyr—nr), (73)

em que Pr”,/,,_,, € obtido usando as equagdes do EKF
(15), (17)-(18), (11), (13). Observe em (71)-(72) que o MHE
utiliza as M medicdes yr_pr+1, - - .,y para produzir esti-
mativas de estado &7 _ /417, - . L7 Na janela de tempo
[T'— M +1,T]. O MHE é ilustrado na Figura 1d.

O tamanho do horizonte M é escolhido considerando a re-
lacdo de compromisso entre a acuracia das estimativas e o
custo computacional. Se M = 1, entdo é obtido como caso
especial o filtro de Kalman estendido com restri¢des (CEKF)
(Marcon, Trieiweiler & Secchi, 2002; Rao et al., 2003; Va-
chhani et al., 2006), cuja etapa de predicdo é dada por (14)-
(15), (17)-(18) e cuja etapa de assimilacdo de dados é dada
por

Jcekf(xk)y
{z1: g(xk, k=1)=dir 1, l(z, k—1)<ep_1}

arg min

junto com (11) e (13), em que

A~ T €T — A
2 (wp = Zrpp—1) (P (@ — Exje1)

+ (yp — h(zk) Ry Yy — h(ap.k). (75)

Jeekt (k)

O CEKF é ilustrado na Figura 1. Note que, sob as pre-
missas de ruido Gaussiano e modelo linear, maximizar (3) é
equivalente a minimizar (75) (Teixeira et al., 2009a, Lemma
4.1). Detalhes sobre a implementacdo computacional do
MHE e do CEKF séo fornecidos em (Rao et al., 2001; Rao
et al., 2003) e em suas referéncias.

3.2.5 Abordagem de Truncamento da PDF

Sejam &y, e P,’;’f,i, dados por (12) e (13) respectiva-
mente, as aproximagcOes para a média e covariancia de
p(zk|(y1,...,yr)) obtidas usando o EKF ou o UKF.
Objetiva-se truncar p(zg|(y1,...,yx)) Nas n bordas dadas
pelas restricBes intervalares (39), produzindo a média trun-
cada &y, com covariancia Py;*. Esse procedimento € cha-
mado de truncamento da PDF (Simon, 2006) e € revisado
no Apéndice A. Por exemplo, considere o caso no qual, em-

bora Zj;, = [1 1]T satisfaca a restricdo intervalar (39)
T T
—1]

com pardmetros ar = [0 eb, = [3 L75],
Pr7 = Irxo tenha area significativa fora da regido delimi-
tada por (39); conforme mostra a linha continua da Figura

T

3. Assim, &y, = [1,23 0,67] ¢ obtido pelo desloca-
mento de 2, em dire¢do ao centroide da PDF truncada e
P,flf,”j = diag(0,52, 0,45) é obtido pela reducdo de incerteza
em P,f‘”,g devido a informacdo a priori fornecida por (39).

O filtro de Kalman estendido truncado (TEKF) (Simon,
2006) é obtido pela combinacédo das equacfes do EKF com
o0 procedimento de truncamento descrito acima. Ou seja, 0
TEKF é um estimador de trés etapas, cuja etapa de predi-
¢ao € dada por (14)-(18), em que 41|41 € P;ffukq sdo
substituidas por iz_llk_l e pr*t, , em (14) e (15), res-
pectivamente, cuja etapa de assimilacéo de dados é dada por
(11)-(13), e cuja etapa de truncamento é dada por (106); veja

Figura 3: A estimativa sem restricdes ), (¢) satisfazendo
a restricéo intervalar (39) (——) e sua covariancia Py (—
) com érea significativa fora de (39), em comparacdo com a
estimativa truncada iy, (x) e covariancia Py3* (— - ).
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o0 Apéndice A. O TEKF é ilustrado na Figura 1f.

Note que, ao contrério dos algoritmos PEKF, CEKF, e MHE,
o estimador TEKF assimila a informacéo de restri¢do inter-
valar tanto na estimativa de estado % . quanto na sua cova-
riancia Py5*. Além disso, a abordagem de truncamento ndo
requer a solucdo numérica de um problema de otimizacdo. A
abordagem de truncamento da PDF também pode ser usada
para impor restricfes lineares de igualdade na etapa de trun-
camento (Simon, 2006).

4 NOVOS RESULTADOS EM FILTRAGEM
DE KALMAN UNSCENTED COM RES-
TRICOES

Nesta secdo, sdo apresentados algoritmos de filtragem de
Kalman ndo-linear com restri¢des baseados no UKF, o qual,
conforme discutido na Secdo 1, apresenta desempenho se-
melhante ou superior comparado ao EKF, sem a necessidade
de célculo de matrizes Jacobianas. Tais algoritmos compre-
endem a versdo unscented dos algoritmos revistos na Se¢éo
3.2.

4.1 Abordagem das Medicdes Aumenta-
das

O filtro de Kalman unscented com medi¢des aumentadas
(MAUKEF) (Teixeira et al., 2009a) ¢é a extensdo unscented do
MAEKF (Secéo 3.2.1).

O MAUKF é um estimador de duas etapas que, a fim de re-
forcar a restricdo de igualdade (37), utiliza o modelo de ob-
servagdo aumentado & (40) no lugar de h em (32) e substi-
tui Ry, por Ry, (41) em (34). O diagrama da Figura 1a tam-
bém ilustra a estrutura do MAUKF. Semelhante ao MAEKF,
0 MAUKF ndo garante que (37) seja exatamente satisfeita
pela estimativa de estado &, .

4.2 Abordagem de Projecdo da Estima-
tiva

Objetivando impor exclusivamente restricdes de igualdade
(37), as equacdes de projecdo (45)-(50) do PEKF s&o agora
estendidas para a abordagem unscented. Para tal, sdo esco-
Ihidos pontos sigma e pesos associados como

|:’}/, Xl?lk:| = \I/UT (ik‘k,szlg]i,n, )\) s

em que Wy € dado por (25) e 2y, € P,flﬂ,g séo obtidos na
etapa de assimilacdo de dados (11)-(13). Os pontos sigma
é\fj?f,é‘k eR", j=0,...,2n, sdo propagados por (37), produ-
zindo

Djke = 9( Xk k—1),

(76)

i=0,....2n, (77)
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tal que dx._ 11, Pyt @ Pyt sdo dados por

2n
dicie = %Dk (78)
=0
2n ) R -
Pl = Z’Yj[Dj,k\k—dk—1|k][Dj,k-|k—dk-_uk} +
=0
+0Rg,  (79)
2n
Pt =

. A T
Z’Yj (X7 ke — Zxiel[Djkie — di—11x] » (80)
=0

em que J R, é definido como discutido na Segédo 3.2.1, e K+,
iil Lo € P,fl”,‘;p sdo dados por (48), (4_9), e (50), respectiva-
mente. Note que, embora (76)-(80), diferente do PEKF, em-
pregue a restricdo de igualdade n&o-linear, tal procedimento
ndo garante que (37) seja exatamente satisfeita.

Anexando a etapa de projecéo (76)-(80), (48)-(50) ao UKF
(28)-(35), (11)-(13) sem realimentacéo recursiva (conforme
mostra a Figura 1b), é obtido o filtro de Kalman unscented
projetado (PUKF) (Teixeira et al., 2009a).

Se a etapa de projecdo (76)-(80), (48)-(50) for anexada ao
UKEF por realimentagdo recursiva, entdo é obtido o filtro de
Kalman unscented com restricbes de igualdade (ECUKF)
(Teixeira et al., 2009a). O ECUKEF é ilustrado na Figura 4.
As equacdes do PUKF e do ECUKF séo apresentadas com
detalhes em (Teixeira et al., 2009a).

A fim de reforgar restri¢des intervalares (39) além de restri-
¢Oes de igualdade (37), é possivel combinar a etapa de pre-
dicdo do SIUKF dada por (62)-(65), (32)-(35) (com v, j—1
substituindo ~;), a qual faz uso da ICUT para reforgar res-
tricBes intervalares, com as etapas de assimilacdo de dados
(11)-(13) e projecéo (76)-(80), (48)-(50) do PUKF. Ao algo-
ritmo resultante, da-se o0 nome de filtro de Kalman unscented
intervalar projetado (PIUKF) (Teixeira et al., 2009b).

O PUKF também pode ser modificado para impor restricdes
de desigualdade (38)-(39) (Teixeira et al., 2008c; Teixeira
et al., 2009b). Para tal, em vez de usar (76)-(80), (48)-
(50), emprega-se uma abordagem de programacdo quadra-
tica, para a qual o problema de otimizacdo com restri¢oes

glzr k=1) = dpa

B WP

5 pir % ip pEEp
"H—I,IA-IAH == Tkt i)k Lilk, © klk
lassimilagao — :
de dados RIgIZY

7P )
IS i {7 =
predicdo

Figura 4: Diagrama do ECUKF. Ao contrario do PUKF (Fi-
gura 1b), a etapa de projecdo do ECUKF é conectada por
realimentacédo recursiva a etapa de predigao.



(51) é resolvido. Nesse caso, as restrices de igualdade sao
satisfeitas com precisdo numérica de maquina.

4.3 Abordagem de Projecdo dos Pontos
Sigma

Duas versdes simplificadas do SIUKF (Segdo 3.2.3) séo
agora apresentadas, a saber: o filtro de Kalman unscented
intervalar (IUKF) e o filtro de Kalman unscented de pontos
sigma (SUKF) (Teixeira et al., 2008c; Teixeira et al., 2009b).

O IUKF permite reforcar exclusivamente restrices interva-
lares (39) durante a etapa de predicdo. Para tal, a etapa
de predicdo do IUKF ¢ dada por (62)-(65), (32)-(35) (com
7v4,k—1 Substituindo ;) e sua etapa de assimilagdo de dados
é dada por (11)-(13). Ou seja, as equacdes de predicdo do
SUKF séo semelhantes as equacGes de predicdo do SIUKF,
as quais usam a ICUT.

Por outro lado, o SUKF é usado para reforcar restricfes de
igualdade (37) e de desigualdade (38) em cada ponto sigma
na etapa de assimilagdo de dados. Sua etapa de predicdo dada
por (28)-(31) € semelhante a etapa de predi¢do do UKF, en-
quanto sua etapa de assimilacdo de dados dada por (66)-(68)
é igual a etapa de assimilacdo de dados do SIUKF.

Para o caso de restricdes de igualdade usando o SUKF ou o
SIUKEF, observe que, embora cada ponto sigma )efk\k satis-
faca a restricdo (37) em (66), ndo é possivel garantir que a es-
timativa de estado ;,;, dada por (67) também satisfaca (37).
Em (Julier & LaViola Jr., 2007), é apresentada uma discus-
s8o sobre as diferengas entre impor restrigdes de igualdade
nos pontos sigma individualmente e as impor na estimativa
de estado, a qual corresponde a média ponderada dos pontos
sigma.

4.4 Abordagem de Programacao Quadra-
tica

O filtro de Kalman unscented com restricdes (CUKF)
(Teixeira et al., 2009a; Teixeira et al., 2008c; Teixeira et al.,
2009b) é a modificacdo do CEKF baseada no UKF. O CUKF
combina a UT na etapa de predi¢do com a atualizacdo com
restri¢des por otimizacdo do CEKF na etapa de assimilacéo
de dados, durante a qual os trés tipos de restri¢des (37)-(39)
podem ser reforcadas apenas na estimativa de estado &y .
Portanto, o CUKF é um estimador de duas etapas, cuja etapa
de predicéo é dada por (28)-(35) e cuja etapa de assimilagédo
de dados é dada por (74), (11), e (13).

Por outro lado, a fim de reforcar restricdes intervalares (39)
na etapa de predicdo, o filtro de Kalman unscented interva-
lar com restri¢ces (CIUKF) (Teixeira et al., 2008c; Teixeira
et al., 2009b) combina a ICUT do SIUKF na etapa de predi-

¢do, dada por (62)-(65), (32)-(35), com a etapa de atualizagéo
do CEKF, dada por (74), (11), e (13).

Observe que a etapa de assimilacdo de dados dos estimado-
res CUKF e CIUKF pode ser vista como uma versdo sim-
plificada da etapa de assimilacdo de dados do SIUKF, para a
qual um Unico ponto sigma é propagado.

4.5 Abordagem de Truncamento da PDF

O filtro de Kalman unscented truncado (TUKF) (Teixeira
etal., 2008c; Teixeira et al., 2009b) é a modificacdo do TEKF
baseada no UKF. O TUKF é obtido anexando por realimenta-
¢do recursiva o procedimento de truncamento da PDF (106)
as equacdes do UKF (28)-(35), (11)-(13); veja a Figura 1f.

Note que o TUKF reforca a informacdo provida pelas res-
tricBes intervalares (39) apenas na etapa de truncamento.
Combinando a ICUT do SIUKF com o procedimento de
truncamento (106), é possivel reforcar tal informacdo tam-
bém na etapa de predigdo. Assim, obtém-se o filtro de
Kalman unscented intervalar truncado (TIUKF) (Teixeira
et al., 2008c; Teixeira et al., 2009b).

5 ALGORITMOS: RESUMO DAS CARAC-
TERISTICAS

Ao longo das SecBes 3.2 e 4, 0s algoritmos revistos e apre-
sentados sdo comparados com relacéo a sua estrutura. Tais
algoritmos sdo classificados em cinco categorias de acordo
com a abordagem utilizada para impor restrigdes, a saber:
medicBes aumentadas, projecdo da estimativa, projecdo de
pontos sigma, programacdo quadrdtica, e truncamento da
PDF; veja as Figuras 1 e 4. A Tabela 1 resume a estrutura
de cada algoritmo discutido neste trabalho, explicitando qual
abordagem é usada em cada etapa (predicéo, assimilacdo de
dados, e projecdo ou truncamento). Os algoritmos das abor-
dagens de projecdo da estimativa e de truncamento sdo esti-
madores de trés etapas, ao passo que os demais estimadores,
com exce¢do do MHE que tem etapa Unica, sao estimadores
de duas etapas.

Note que alguns algoritmos podem ser classificados em mais
de uma categoria. O SIUKF e 0 SUKF também podem ser
classificados como métodos da abordagem de programacao
quadrética, pois, durante a etapa de assimilacdo de dados,
2n + 1 problemas de otimizagdo devem ser resolvidos nume-
ricamente. Semelhantemente, para o caso de sistemas com
restricdes de desigualdade (38)-(39), os algoritmos PEKF,
PUKEF, e PIUKF também podem ser categorizados como es-
timadores da abordagem de programacdo quadratica, pois,
durante a etapa de proje¢do, um problema de otimizacao é
resolvido numericamente por cada método. Além disso, por
fazer uso da ICUT, os estimadores PIUKF, CIUKF, e TIUKF
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Tabela 1: Comparacéo de estrutura de algoritmos de filtragem de Kalman n&o-linear sem e com restri¢gdes. S&o explicitados o
procedimento usado na etapa de predicao (por coluna) como também o tipo de mecanismo utilizado na etapa de assimilacéo
de dados (por linha). Note que, para os algoritmos de trés etapas, a terceira etapa (projecao ou truncamento) é classificada
junto com a etapa de assimilagdo de dados. Dentro dos parénteses, € citada a se¢do na qual o algoritmo é revisado da
literatura (*) ou apresentado pelos autores deste artigo.

| assimilago de dados \ predicéo | Linearizagéo uT ICUT |
atualizago classica do KF EKF* (2.3.1) UKF* (2.3.2) IUKF (4.3)
atualizacdo com restrices por otimizacao CEKF*/MHE* (3.2.4) CUKF (4.4) CIUKF (4.4)
atualizacdo de pontos sigma com restri¢oes - SUKF (4.3) SIUKF* (3.2.3)
atualizagdo classica do KF mais proje¢do PEKF* (3.2.2) PUKF/ECUKF (4.2) PIUKF (4.2)
atualizacdo classica do KF mais truncamento | TEKF * (3.2.5) TUKEF (4.5) TIUKF (4.5)

Tabela 2: Resumo das caracteristicas de algoritmos de filiragem de Kalman nao-linear com restricbes. E mostrado se a
estimativa de estado e a covariancia do erro de estimagdo assimilam a informacéo da restricdo em cada etapa do algoritmo
(predicao, assimilacdo de dados, e projegcdo/truncamento) e em cada instante de tempo k. Além disso, é explicitado qual
tipo de restricdo cada algoritmo é capaz de tratar, a saber: igualdade 00 ou O (37), desigualdade m (38), e intervalar O (39).
O indica que, se a restricdo de igualdade é ndo-linear, entdo o método ndo garante que a estimativa de estado satisfaca
exatamente a restricdo, ao passo que [ indica que a restricdo nao-linear é atendida com precisdo numérica de maquina
devido ao emprego de algum algoritmo de otimizacdo. NA indica “ndo se aplica” devido a inexisténcia da etapa. Também é
indicado o tamanho do problema de otimizagdo com restricdes (POR) que é resolvido em cada instante de tempo, em que n
€ a dimensdo do vetor de estados e M € o tamanho do horizonte mével. O simbolo * indica que € possivel impor os trés tipos
de restrigBes (37)-(39) usando a abordagem de projecdo da estimativa, somente se o problema de otimizac¢do (51) for usado
no lugar da etapa de projegao dada por (45)-(50) no contexto do EKF ou (76)-(80), (48)-(50) no contexto unscented. Usando
as Ultimas equag®es, é possivel impor apenas (37) e de maneira aproximada [J.

predicdo assimilacéo de dados projecdo / truncamento
Algoritmo  Secdo |  dyjp_1 P, o P ;i:i‘,: P ¢ POR
Abordagem das MedicBes Aumentadas
MAEKF 3.2.1 0 0 NA 0
MAUKF 4.1 u U NA 0
Abordagem da Projecdo da Estimativa
PEKF* 3.2.2 0 = 0O 1
PUKF* 4.2 O m O 1
PIUKF* 4.3 O O O m O 1
ECUKF 4.2 O O 0
Abordagem da Projecéo dos Pontos Sigma
SIUKF 3.23 O O|/0 = O O = 0O NA 2n+1
SUKF 4.3 g = 0 0O = [ NA 2n+1
IUKF 4.3 u g NA 0
Abordagem da Programacdo Quadratica
MHE 3.24 NA O m O NA M
CEKF 3.24 O m O NA 1
CUKF 4.4 O m O NA 1
CIUKF 4.4 O OO0 = O NA 1
Abordagem de Truncamento da PDF
TEKF 3.25 0 0 0
TUKF 4.5 U 0 0
TIUKF 4.5 O O O O 0
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também se enquadram na abordagem de projecéo dos pontos
sigma.

A Tabela 2 indica, para cada algoritmo, se a estimativa de
estado e a correspondente covariancia do erro de estimagéo
sdo afetadas pela informagdo provida pelas restricbes (37)-
(39) em cada etapa do estimador. Além disso, é indicado na
Tabela 2 o tamanho do problema de otimizagdo que deve ser
resolvido numericamente por cada método em cada instante
de tempo k.

Observe na Tabela 2 que, para o caso de sistemas com res-
tricdes de igualdade (37), existem métodos sub-6timos que
ndo requerem o uso de pacotes numéricos de otimizagao, por
exemplo: os métodos das abordagens de medicGes aumen-
tadas e de projecdo da estimativa. Para o cenario de sis-
temas com restricBes de desigualdade (38)-(39), com exce-
cdo da abordagem de truncamento, todos os algoritmos séo
baseados na solu¢do numérica de problemas de otimizag&o.
Tal observacdo é coerente com o fato de que o problema
de estimacdo de estados com restricBes de desigualdade é
mais complicado do que o problema de estimacéao de estados
com restricBes de igualdade, ja que para o primeiro, mesmo
no caso linear, as hipéteses de ruido Gaussiano e existéncia
de restricBes de desigualdade sdo mutuamente excludentes
(Goodwin et al., 2005; Rao et al., 2001; Rao et al., 2003).

Nesse momento, no contexto de sistemas com restri¢des in-
tervales (39), é importante destacar a semelhanca dos resulta-
dos obtidos pelas abordagens de projecao dos pontos sigma e
de truncamento da PDF. De acordo com as Figuras 2 e 3, se-
melhante ao procedimento de truncamento, a abordagem de
projecao dos pontos sigma também diminui a incerteza asso-
ciada a estimativa de estado sempre que a mesma encontra-se
préxima dos limites definidos por (39).

6 EXEMPLOS NUMERICOS

6.1 Estimacédo de Atitude usando Quatér-
nios

Estimacdo de atitude é o problema de determinar a orienta-
¢do de um veiculo no espaco com relacdo a algum sistema
referencial (Crassidis & Markley, 2003). Esse problema esta
presente em diversas areas, tais como robdtica, aerondutica,
e astrondutica. A orientacdo de um veiculo pode ser parame-
trizada usando quatérnios. Nesse caso, a equagao cinematica
de atitude do veiculo é

(81)

|

em que e(t) = [eo(t) e1(t) ea(t) e3 (16)]T é 0 vetor de atitude,

a matriz €2(t) é dada por

0 Y

- —r(t p(t q(t

R () N O O N
—p(t) —q(t) —r(®) O

e o vetor de velocidade angular u(t) = [p(¢) q(¢) (t)] cor-

responde a entradas conhecidas. Uma vez que ||e(0)||]z = 1
e () é anti-simétrica, tem-se que, para todo ¢ > 0,

le@)l[2 = 1. (82)

Para resolver o problema de estimagéo de atitude, assume-se
que

p—1 = uw((k—1T)+ Br-1+wp_,

é medida por girdmetros, em que T é o intervalo de discreti-
zagdo, wi*_, € R® é ruido branco Gaussiano de média nula,
e Br_1 € R? é erro de polarizagdo. O modelo em tempo dis-
creto equivalente de (81) e aumentado pelo modelo da polari-
zacdao dos girdmetros é dado por (Crassidis & Markley, 2003)

PSR e | ey i

A P
em que e, = e(kT), w/_, € R® ¢ ruido de processo as-

Ap—1
03x4

CLk—1 O4x1

Bre—1

O4x3
]SXS

] (#3)

wk—l

. . o A A
sociado a0 modelo de polarizagdo dos girdbmetros, x; =

€k wi_q 6
eR
{ B }

é o ruido de processo, e

, A
€ R” é o vetor de estados, wy,_; =
W1

1 Tsen(sg—_1)

A1 = cos(sp—1)laxa + g1,
2 Sk—1
A
Q1 = QUk-1)T),
s T w
Sk—1 = Br—1 —wii_y ]|, -

A restricdo de igualdade (82) também ¢é valida para (83), ou
seja,

Jj?,k + $§7k + l';k + .’Eik = 1. (84)

Considerando ¢ sensores de direcdo, as observagdes vetoriais
y,[j] € R3 parai = 1,...,c sdo dadas por (Crassidis &
Markley, 2003)

y,[c] = C’krm + v,[f], (85)

em que [l € R® é o vetor de direcdo de referéncia, o qual
¢ assumidamente conhecido, e C), é a matriz de atitude do
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veiculo em relagdo ao sistema de referéncia e relaciona-se
com o quatérnio de atitude por meio de

T3 — Ty — T, TG,
2(21,kT2k — T3,k T4 k)
2(z1 kT3, + T2,k Ta k)
2(z1 T2k + T3 kTak) 2(z1 kT3, — T2,k Ta k)
—af g tah, —ad el 2(TETak + 22,873 k)
(=21 ko + Toptsg) 1, — x5, 23, 2T,

Cy =

Assume-se que pelo menos duas dire¢des sdo medidas em
cada instante de tempo (Crassidis & Markley, 2003; Santos &
Waldmann, 2007). Por exemplo, em determinacéo de atitude
de satélites, possiveis medidas de atitude sdo fornecidas por
sensor de estrela, magnetdmetro de trés eixos, e sensor solar,
dentre outros.

Portanto, o sistema modelado pelas equac@es (83)-(85) ca-
racteriza um problema de estimagdo de estados ndo-linear
com restri¢do ndo-linear de igualdade.

Em seguida, apresenta-se um exemplo em que se considera
T

e(0) = [0,9603 0,1387 0,1981 0,1387] ,

27 2m
u(t) = [0,035611 (6()0t> 0,03sen (600t - 300)

T

2m
3 7t _
0,03sen (600 600)] ,

T =0,1s, 1 = [0,001 — 0,001 0,0005 ]Trad/s,
Qr—1 = diag (102 I3y, 107 015,5), 7l = [1 0 0],
r2 =101 0]", e Ry = 10~*I5,¢. Assume-se que as me-
dicBes de direcdo sdo fornecidas a uma taxa mais lenta, es-
pecificamente, a 1 Hz, a qual corresponde a um intervalo de
amostragem de 107's. Este exemplo é adaptado de (Teixeira
et al., 2009a).

Usando (83)-(85), foram implementados os seguintes es-
timadores de estado: EKF, PEKF, UKF, ECUKF, PUKF,
MAUKEF, e CUKF. Os algoritmos foram inicializados com
Fp=[1000000] e Py =
diag (0,514%4 0,011543). A etapa de projecdo foi imple-
mentada usando (45)-(50) para o PEKF e (76)-(80), (48)-(50)
para 0 PUKF. Foi usada a fungdo do Matlab f mi ncon na
implementa¢do do CUKF.

A Tabela 3 compara os resultados obtidos a partir de uma
simulacdo de Monte Carlo com 100 realizagBes. S&o usa-
dos trés indices de desempenho: (i) o erro quadratico médio
(RMSE) de cada estimativa de estado & ; jx.;

100 N A
RMSE; = 35 2= \/% 2= Tk = T ki),
ij=1...,n,
(86)
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em que N é o instante final de tempo e o subscrito { indica
a [-ésima realizacgdo; (ii) o erro quadratico médio (RMS) da
restricdo; e (iii) o tempo médio de processamento da CPU
por instante de tempo Tcpy, 0 qual é apenas uma métrica
simples e aproximada para mensurar a carga computacional
do algoritmo e depende da implementacdo e do computador
utilizado. Note que a restrigdo de igualdade (84) € rastreada

- mais precisamente sempre que um estimador com restrigdes

é empregado; veja Figura 5. Erros percentuais em torno de
0,0007% sdo obtidos para os algoritmos PUKF, MAUKF, e
ECUKEF, esse ultimo exibindo o menor erro de restri¢do entre
os trés algoritmos. Note que as estimativas de estado produ-
zidas pelo CUKF satisfazem a restri¢do de norma unitéria
com precisdo em nivel de maquina, mas a um tempo de pro-
cessamento cerca de duas vezes maior para a implementagéo
utilizada neste trabalho. A melhoria na satisfacdo da restri-
cao de igualdade (84) é acompanhada de um ligeiro aumento
no indice RMSE pelos algoritmos ECUKF e MAUKF. Tal
aumento significa uma perda aproximada de 5% na acuracia
das estimativas em comparacdo ao UKF. Por outro lado, o
PUKF e o CUKF produzem estimativas tdo acuradas quanto
0 UKF. A Tabela 3 também mostra que 0 EKF e o0 PEKF pro-
duzem resultados piores que os obtidos com os estimadores
unscented.

6.2 Reator em Batelada
Considere a reagdo quimica gasosa

94 B B,

com taxa de reagdo k; = 0.16, acontecendo em um reator em
batelada isotérmico, de volume constante, e bem misturado

10° |

W

! . -’ -
- N s R e e e, o i)

- ”'\,,-N"

L L L L T
0 50 100 150 200 250 300
KT (s)

Figura 5: Erro de estimagdo da norma do vetor de quatérnios
(84) usando os estimadores UKF (- - --), ECUKF (— grossa),
PUKF (— ——), MAUKF (—-—), e CUKF (—fina). As estima-
tivas obtidas pelo ECUKF e pelo MAUKF quase coincidem,
enquanto o erro de restricdo para o PUKF é maior que o erro
de restricdo para o ECUKF e o MAUKF. As estimativas do
CUKEF satisfazem a restricdo de igualdade (84) com precisédo
numérica de maquina em quase todo instante de tempo.



Tabela 3: Resultados das simulagfes de Monte Carlo com 100 realiza¢des para avaliagdo dos estimadores UKF, MAUKF,
PUKF, ECUKF, CUKF, EKF, e PEKF, aplicados ao problema de estimagéo de atitude usando quatérnios.

[ UKF [ MAUKF | PUKF [ ECUKF | CUKF [ EKF | PEKF |
Erro quadrético médio da restrigdo (84) (x10~7)
254,1 650 | 831 | 649 | 058 [ 11561 | 6593
RMSE; (86) para eo, e1, ez, e3, 61, ﬁQ, 55 (><10_3)
1,331 1,398 1,334 1,398 1,332 7,498 10,88
1,366 1,434 1,365 1,433 1,365 26,16 29,42
1,320 1,377 1,320 1,376 1,318 24,04 24,29
1,319 1,374 1,315 1,374 1,313 20,83 22,54
0,124 0,130 0,124 0,130 0,124 1,072 1,069
0,119 0,125 0,119 0,125 0,119 0,929 0,933
0,120 0,126 0,120 0,125 0,120 5,725 5,698
Tcpu (Ms
902 [ 919 [ 108 [ 921 [ 174 [ 454 | 682

(Rawlings & Bakshi, 2006). O vetor de estados () € Rfr é
dado pelas pressdes parciais dos gases A e B, com dindmica
dada por

Ll(t) 72/%‘1%%(?5)
. = . 87
50 ] = | e &N
Assume-se que a pressdo do reator é medida
ye = [ 11 Jog +og, (88)

em que Ry = 0,01 é a variancia de v, € R. Deseja-se obter
estimativas de estado satisfazendo a restricdo intervalar (39)
de ndo-negatividade, em que ap = Ogx1 € by = 002x1. OU
seja, trata-se de um problema de estimacéo de estados néo-
linear com restri¢Ges intervalares.

Para implementar estimacéo de estados usando os estima-
dores UKF, SIUKF, CUKF, CIUKF, IUKF, SUKF, TUKF,
TIUKF, PUKF, e PIUKF, o modelo de processo (87) é inte-
grado numericamente com 7" = 0,1sez(0) = [ 3 1 ]T
usando o algoritmo Runge-Kutta de quarta orderm tal que
T 2 x(kT). Escolhe-se Qi1 = 1076 Iy, para ajudar
a convergéncia das estimativas do UKF (Xiong et al., 2007)
com 2o = wo. Esse valor € também usado para os de-
mais algoritmos. Os algoritmos supracitados sdo inicializa-
dos com Zgp = [ 0,1 4,5 }T e P(% = 36 I>4o. Este
exemplo é adaptado de (Teixeira et al., 2009b). Para os al-
goritmos SIUKF, CUKF, CIUKF, SUKF, PUKF, e PIUKF,
como o modelo de observagdo (88) € linear, a funcdo do Ma-
tlab quadpr og € usada para resolver numericamente o pro-
blema de otimizacdo com restri¢Ges correspondente. Embora
este exemplo seja simples, ele é frequentemente investigado
na literatura para testar estimadores de estado com restri¢cdes.
Para fins de comparagdo com outros métodos, o leitor interes-
sado pode consultar as seguintes referéncias: EKF (Kandepu
et al., 2008), CEKF (Ungarala et al., 2007), e filtro de parti-
culas (Rawlings & Bakshi, 2006).

A Figura 6 mostra uma comparacgdo de desempenho para 0s
algoritmos supracitados para uma simulacdo de Monte Carlo
com 100 realizagBes. S&o considerados os indices RMSE
(86) e Tcpy. Note que 0 UKF produz as estimativas menos
acuradas. Uma ligeira melhoria com relagdo a RMSE é ob-
servada para 0 CUKF e o PUKF. E importante lembrar que
esses dois algoritmos néo reforcam a informac&o da restricdo
de ndo-negatividade na covariancia do erro de estimagao. Os
estimadores TIUKF, TUKF, SIUKF, SUKF, CIUKF, PIUKF,
e IUKF produzem os melhores resultados. Tais estimado-
res ttm em comum a caracteristica de reforgar a restricdo
ndo somente na estimativa de estado como também na co-
variancia do erro de estimagcdo. Em se tratando de tempo
de processamento, os algoritmos IUKF, TIUKF, e TUKF sdo
parecidos com o UKF, o qual é cerca de 20 % mais lento do
que o EKF para este exemplo. Além disso, os algoritmos
CUKEF, CIUKF, PIUKF, e PUKF apresentam tempo de pro-
cessamento intermediario, ao passo que o SUKF e o SIUKF
sdo mais de sete vezes mais lentos do que o UKF.

7 CONCLUSOES

O presente artigo tratou do problema de estimacgdo de esta-
dos com restricBes para sistemas ndo-lineares. Foram revis-
tos e apresentados diversos estimadores de estado baseados
no EKF e no UKF. Tais estimadores foram categorizados de
acordo com a abordagem utilizada para tratar restrices de
igualdade, de desigualdade, e intervalares, a saber: aborda-
gem das medicGes aumentadas, de projecdo da estimativa,
de proje¢do de pontos sigma, de programagao quadratica, e
de truncamento da PDF; veja Tabelas 1 e 2 e Figuras 1 e 4.
Além disso, os métodos diferem com relacéo a capacidade de
reforcar ou ndo a informacdo fornecida pela restricdo na co-
variancia do erro de estimacao, além de fazé-lo na estimativa
de estado propriamente dita.
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@)

RMSE (atm)

UKF IUKF SIUKF SUKF TUKF TIUKF CUKF CIUKF PUKF PIUKF
Algoritmo
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Figura 6: (a) RMSE (86) e (b) Tcpu para uma simulagdo Monte Carlo de 100 realiza¢des para o reator em batelada usando
os estimadores UKF, IUKF, SIUKF, SUKF, TUKF, TIUKF, CUKF, CIUKF, PUKF, e PIUKF.

Dois exemplos foram apresentados para ilustrar o uso dos
algoritmos investigados. O primeiro exemplo tratou do pro-
blema de estimacg&o de atitude com parametrizagdo em qua-
térnios. O segundo exemplo considerou o problema de esti-
macao de estados em um reator em batelada, para o qual o ve-
tor de estados apresenta a propriedade de ndo-negatividade.
Considerando que os métodos investigados neste trabalho
sdo aproximac0es para sistemas ndo-lineares, ndo é evidente
a definicdo de qual é o melhor método. Na verdade, parece
que a escolha do método depende da aplicacdo. Todavia,
tendo em vista a relagdo de compromisso entre a acurécia
das estimativas e 0 tempo de processamento/facilidade de
implementacdo do algoritmo, os autores deste artigo suge-
rem o uso do ECUKF para o caso exclusivo de estimacéo
de estados com restricdes de igualdade, bem como o uso do
TIUKF para tratar exclusivamente de restri¢cBes intervalares.
Em ambos os casos, os métodos citados ndo apenas reforgam
a informacdo da restricdo na estimativa de estado como tam-
bém na covariancia do erro de estimag&o, sem a necessidade
de resolver numericamente um problema de otimizacdo. Fi-
nalmente, para o caso geral, sugere-se a escolha do CUKF
ou do CIUKF.
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APENDICE A: PROCEDIMENTO DE TRUN-
CAMENTO DA PDF

Neste apéndice, sdo revisadas as equacdes do procedimento
de truncamento da PDF; veja (Simon, 2006, pp. 218-222) e
(Teixeira, 2008, pp. 101-105).

O procedimento de truncamento da PDF é executado em i
passos,emquei = 1,...,n. Sejam &}, . e Pipt; os valores
da estimativa de estado e respectiva covariancia calculados
apds a imposicao das ¢ — 1 primeiras linhas da restri¢éo in-
tervalar (39).

Primeiramente, em ¢ = 1, inicialize

fﬁc\k,l = Tpjk © P/ﬁ?@ = P (89)
em que Ty, € P,j‘f,g sdo, respectivamente, dados por (12) e
(13).

Em seguida, parai = 1,...,n, execute o seguinte lago de
quatro passos: (i) encontre a matriz ortogonal S € R™*" e
a matriz diagonal D € R™*", aplicando a decomposicéo de
Schur (Bernstein, 2005, pp. 171-174) em P,flﬂfji, tal que
i -

em que P,fl”,gfi é simétrica por definicdo; (ii) a partir da orto-
gonalizacéo de Gram-Schmidt, encontre a matriz ortogonal
© € R™*" satisfazendo

©DY2col;(S") = [ PeS i Oix-1) |

a qual é dada por

P ki
(el - Zf;_:ll (echolq(G)T)) colq(GT))
[=2,...,n, (91)

row;(0) =

em que ¢, 2 coli(Ixn), Se row;(©) = 014, entdo corrija

-1 "
row;(©) = (el - Z (efcolq(@T)) c01q(@T)> : (92)

q=1
além disso, normalize

1

row;(0) = [[row;(©)]|2

row;(©), [=1,...,n; (93)
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(iii) encontre os parametros da restri¢do intervalar ¢, ; <
Ziki < dii, €mque e ; < di; € R séo dados por

1

Ck,i = T(ai,k _xz,klk,i% (94)
P ki
1 I
dp; = T(bi,k = Ty ki) (95)
P(i,i),k\k,i
A ~1/2¢7T At n -
€2k, = ODTVES (24 — iy, ;) € R™ com média
" T
Zki = [ i 01><(n71) ] (96)
e covariancia
Pkizl = dlag (01‘25 11><(nfl)) 5 (97)
em que
V2
4= ki ki \ ]’ (98)
ﬁ[erf(ﬂ) —erf(ﬁ)}
—CRi —dj,,
pi = g |exp | —= | —exp | —= ||, (99)
2
2 “Chi
g; = Cw[EXp ( 5 ) (Ck,i . 2,u2-)— (100)
_dil 2
exp 5 = | (di — 2/11-)] +ou; +1, (101)
em que
A 2
erf(t) = == [ exp(—72)dr
V7 Jo

é a funcao erro; e (iv) calcule a transformacéo inversa
B pii = SDY2O Zi+ dl, (102)
Pt = SDY?0" PeDY?s’.  (103)
Finalmente, em ¢ = n, faca
Bhie = Epnins (104)

Plfflﬁct = Plfﬁt,n-s-r (105)

Por simplicidade, o procedimento de truncamento da PDF
dado pelas equacdes (89)-(105) é referido como

|:£Z|k7 P,If\glit} = Ft1runc (ik\ka P]?ﬁw n, ar, bk) (106)
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