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RESUMO

Este artigo é um tutorial introdutério sobre controle
6timo pseudo-espectral. Em métodos pseudo-espectrais,
uma funcao é aproximada como uma combinagao linear
de fungoes de base suaves, tipicamente escolhidas como
polindmios de Legendre ou Chebyshev. A colocagao
de equagoes algébrico-diferenciais é realizada em pontos
de colocacao ortogonal, que sao selecionados de modo
a minimizar o erro de interpolacao. Métodos pseudo-
espectrais discretizam o problema de controle 6timo ori-
ginal de modo a converté-lo em um problema de pro-
gramacao nao-linear. Um otimizador numérico é entao
empregado para obter solugoes localmente Gtimas.

Este artigo também descreve sucintamente a funcionali-
dade e a implementagao de um pacote computacional de
cddigo aberto escrito em C++ chamado PSOPT. Tal pa-
cote emprega métodos de discretizagao pseudo-spectrais
para resolver problemas de controle 6timo com multi-
plas fase. O PSOPT permite a utilizagao de métodos de
Legendre ou Chebyshev, e possui caracteristicas uteis
tais como diferenciagao automatica, deteccao de espar-
sidade e escalonamento automatico. O uso de métodos
pseudo-espectrais é ilustrado em dois problemas retira-
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dos da literatura de controle 6timo computacional.
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Trajetorias.

ABSTRACT

A Tutorial on Pseudospectral Methods for Com-
putational Optimal Control

This paper is a tutorial introduction to pseudospectral
optimal control. With pseudospectral methods, a func-
tion is approximated as a linear combination of smooth
basis functions, which are often chosen to be Legendre or
Chebyshev polynomials. Collocation of the differential-
algebraic equations is performed at orthogonal colloca-
tion points, which are selected to yield interpolation
of high accuracy. Pseudospectral methods directly dis-
cretize the original optimal control problem to recast
it into a nonlinear programming format. A numerical
optimizer is then employed to find approximate local
optimal solutions.

The paper also briefly describes the functionality and
implementation of PSOPT, an open source software
package written in C++ that employs pseudospectral
discretization methods to solve multi-phase optimal con-
trol problems. The software implements the Legendre
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and Chebyshev pseudospectral methods, and it has use-
ful features such as automatic differentiation, sparsity
detection, and automatic scaling. The use of pseudo-
spectral methods is illustrated in two problems taken
from the literature on computational optimal control.

KEYWORDS: Optimal Control, Pseudospectral Meth-
ods, Nonlinear Programming, Trajectory Planning.

1 INTRODUCAO

Métodos pseudo-espectrais foram originalmente desen-
volvidos para a solucao de equacoes diferenciais parciais,
tendo se tornado uma ferramenta amplamente utilizada
em fluidodindmica computacional (Canuto et al., 1988),
(Canuto et al., 2007). Nos ultimos 15 anos, tais mé-
todos também passaram a ser explorados para solu-
¢ao numérica de problemas de controle 6timo (Elnagar
et al., 1995), (Fahroo and Ross, 2001), (Fahroo and
Ross, 2002), (Ross and Fahroo, 2004), (Kang and Be-
drossian, 2007), (Gong et al., 2008). Ao contrario de
técnicas de diferencas finitas, que aproximam as deri-
vadas de uma funcdo empregando informacoes locais,
métodos pseudo-espectrais aproximam as fungoes de es-
tado e controle como uma combinagcao linear de fungoes
de base globais, tipicamente escolhidas como polindémios
de Legendre ou Chebyshev. A colocacdo de equagoes
algébrico-diferenciais é realizada em pontos de colocagao
ortogonal, que sao selecionados de modo a minimizar o
erro de interpolagao. Métodos pseudo-espectrais pos-
suem taxa de convergéncia exponencial (também dita
“espectral”) e praticamente néo apresentam erros dissi-
pativos ou de dispersdo. Além disso, permitem a ob-
tencao de boas aproximacoes, mesmo empregando gra-
des com um numero relativamente pequeno de pontos
(Trefethen, 2000). Nos casos em que a colocagao glo-
bal ndo se mostra apropriada (por exemplo, quando a
solugdo pode exibir discontinuidades), técnicas pseudo-
espectrais de multiplos dominios podem ser utilizadas.
Para isso, cada problema é dividido em um conjunto de
sub-intervalos, dentro dos quais é feita uma colocagao
global (Canuto et al., 2007).

Métodos pseudo-espectrais discretizam diretamente o
problema de controle o6timo original, de modo a
converté-lo em um problema de programagao nao-linear
(PPNL). Tal problema pode entdo ser resolvido com
o uso de otimizadores numéricos de modo a obter so-
lugoes aproximadas localmente 6timas. Pode-se mos-
trar que métodos pseudo-espectrais sao particularmente
luteis para aproximar fungoes suaves, bem como opera-
goes de integragao e diferenciagao (Canuto et al., 20006),
(Trefethen, 2000), que sdo elementos importantes em
problemas de controle étimo. Para fins de diferencia-

¢ao, as derivadas dos estados nos pontos de discretizagao
sao calculadas multiplicando-se uma matriz constante
de diferenciagao pelos valores dos estados nos pontos em
questao. Com isso, as equagoes diferenciais do problema
de controle 6timo sao substituidas por um conjunto de
equagoes algébricas. Empregando as conhecidas regras
de quadratura de Gauss, a integracao do funcional de
custo pode ser aproximada por uma soma ponderada
dos valores do integrando nos pontos de discretizagao.
Vale salientar que restrigoes nos estados e controles po-
dem ser facilmente incluidas na formulacgao.

O método pseudo-espectral de Chebyshev para pro-
blemas de controle étimo foi originalmente proposto
em (Vlassenbroeck, 1988) e (Vlassenbroeck and Doo-
ren, 1988). Uma variante para otimizacdo de trajetd-
rias foi posteriormente apresentada por Fahroo and Ross
(2002). J4 o método pseudo-espectral de Legendre foi
proposto por Elnagar et al. (1995), tendo depois rece-
bido contribuicoes de varios outros pesquisadores. Por
exemplo, em (Kang et al., 2007) demonstra-se que uma
seqiiéncia de solugoes obtidas com o método pseudo-
espectral de Legendre converge para a solugao 6tima do
problema de controle original. O tratamento de proble-
mas envolvendo multiplas fases é discutido em (Ross and
Fahroo, 2004). Uma extensdo para o caso de horizonte
infinito é proposta em (Fahroo and Ross, 2008). Uma
aplicacao que ganhou notoriedade consistiu na geragao
de trajetérias em tempo real para reorientacao da Esta-
¢ao Espacial Internacional (Kang and Bedrossian, 2007),
(Bedrossian et al., 2009).

Os métodos de Chebyshev e Legendre fazem uso de po-
lindmios ortonormais para a discretizagao de problemas
de controle 6timo. Vale salientar que bases de fungoes
ortonormais tém sido amplamente utilizadas para iden-
tificagdo e controle de sistemas dindmicos (Campello
et al., 2007). Na identificagdo de sistemas lineares, a
resposta a impulso é aproximada através de uma com-
binacao linear de funcoes da base escolhida. No caso
mais geral, mapeamentos nao-lineares precisam ser em-
pregados (Campello and Oliveira, 2007). Os modelos
assim obtidos podem ser utilizados para fins de con-
trole utilizando, por exemplo, técnicas de controle predi-
tivo (Oliveira et al., 2000), (Oliveira and Amaral, 2000),
(Oliveira et al., 2007). Nesse contexto, costuma-se em-
pregar fungoes de Laguerre e Kautz (Wahlberg and Mé-
kild, 1996), (Campello et al., 2002), que permitem in-
corporar conhecimento a priori a respeito da dinamica
dominante do sistema (Campello et al., 2007). Tais fun-
¢oes sao casos particulares das chamadas fungoes orto-
normais generalizadas (Heuberger et al., 1995). Nos mé-
todos pseudo-espectrais a serem aqui discutidos, polino-
mios ortonormais de Legendre ou Chebyshev sao empre-
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gados em um contexto diferente. Neste caso, o modelo
do sistema a ser controlado é suposto conhecido e o pro-
blema consiste na determinacao de aproximagodes poli-
nomiais para as trajetorias 6timas de estado e controle.

Alguns pacotes comerciais para solugao de problemas
de controle 6timo de larga escala oferecem a possibili-
dade de empregar métodos pseudo-espectrais. FExem-
plos incluem PROPT (Rutquist and Edvall, 2009)
(www.tomdyn.com) e DIDO (www.elissar.biz), que em-
pregam a plataforma MATLAB. Contudo, tais pacotes
nao permitem que o usudrio visualize detalhes da im-
plementacao dos algoritmos, nem possibilitam a intro-
ducao de alteragoes no cédigo, o que limita sua utili-
dade para fins de ensino e pesquisa. Como alterna-
tiva de cédigo aberto, pode-se mencionar o GPOPS
(Rao et al., 2008) (www.gpops.org), que usa o mé-
todo pseudo-espectral de Gauss (Benson, 2004). Con-
tudo, essa ferramenta também requer o uso de MATLAB,
bem como de um pacote comercial de otimizacao co-
nhecido como SNOPT (www.sbsi-sol-optimize.com). Os
exemplos a serem apresentados neste artigo foram gera-
dos empregando uma ferramenta denominada PSOPT,
que foi recentemente desenvolvida por um dos autores
(Becerra, 2009) (www.psopt.org). O PSOPT possui c¢6-
digo aberto e requer apenas a disponibilidade de um
compilador para C++, juntamente com bibliotecas pu-
blicamente disponiveis.

Este tutorial discutira basicamente os métodos pseudo-
espectrais de Legendre e Chebyshev. Contudo, vale sa-
lientar que os fundamentos de outros métodos sao simi-
lares aos aqui apresentados. O restante do texto estd
organizado da seguinte forma. A Se¢do 2 apresenta o
uso de polinémios de Legendre para aproximacao de fun-
¢oes e para o calculo de derivadas e integrais. A secao 3
traz uma exposicao similar para o uso de polindmios de
Chebyshev. A Segao 4 descreve como um problema de
controle 6timo com uma tnica fase pode ser discretizado
empregando o método pseudo-espectral de Legendre. A
Secao 5 discute a discretizacao de problemas com mul-
tiplas fases. A Secao 6 descreve o pacote computacional
PSOPT. A Secdo 7 apresenta dois exemplos ilustrativos
retirados da literatura de controle 6timo computacional.
Comentarios finais sdo dados na Secao 8.

2 APROXIMACAO PSEUDO-ESPECTRAL DE
LEGENDRE

2.1 Aproximacao de funcoes

Seja Ly (7) o polindmio de Legendre de ordem N, que
pode ser gerado através da seguinte expressao:

1 dv

_ N
=Ny (T

Ly(7)

Exemplos de polinomios de Legendre sao

Lo(T) = 1

Li(r)=r71

Lo(r) = (37— 1)
1

Ls(r) = =(57% — 37)

[\

A Figura 1 apresenta os polinémios de Legendre Ly (7)
para N =0,1,2,5,10.

Figura 1: Polindmios de Legendre Ly (7).

Os nés de Lagrange-Gauss-Lobatto (LGL) associados ao
polinémio Ly (7) séo definidos como 79 = —1, 7v = 1
e 71, correspondendo as raizes de dLy(7)/dT no inter-
valo [—1,1] para k = 1,2,..., N — 1. Nao ha férmulas
explicitas para calcular as rafzes de dLy(7)/d7, mas as
mesmas podem ser obtidas através de algoritmos numé-
ricos. Para ilustracao, a Figura 2 apresenta os nés LGL
para N = 20.
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Figura 2: Nés de Legendre-Gauss-Lobatto para N = 20.

Empregando-se polinémios de Legendre
Lo(7),Li(7),..., Ly(7), uma funcdo f(r) : [-1,1] - R
pode ser aproximada por uma combinacao linear da
forma

N
FE) ~ () = 3 anLi(r) (1)
k=0
com coeficientes denotados por ag, k =0,1,..., N.

Contudo, é possivel mostrar (Hesthaven et al., 2007)
que tal aproximacao pode ser re-escrita de forma mais
conveniente como

N
fr) = fN(r) = f(m)eun(r) (2)

k=0

sendo ¢k (7) o polindmio interpolador de Lagrange defi-
nido por

1 (12 = 1)Ln(7)

N(N +1)Ly(x)

oi(T) = ®3)
Vale notar que ¢5(7;) =1se k = j e ¢p(7;)=0 se k # j,
de modo que

N(me) = f(m), k=0,1,...,N (4)

Em comparagdo com (1), a expressao (2) é mais conve-
niente porque os coeficientes da combinagao linear sao
dados diretamente pelos valores da fungdo f(7) nos nds
LGL (1%, k = 0,1,...,N). Além disso, a derivada de
f(7) nos nés LGL pode ser obtida de forma aproximada
por uma simples multiplicacao de matrizes, como se vera
mais adiante.

T — Tk

Vale salientar que, embora as fungoes de base empre-
gadas em (2) sejam polindémios de Lagrange, fala-se em
uma aproximacgao pseudo-espectral de Legendre devido
ao uso dos ndés LGL. A vantagem de se empregar tais
nos € ilustrada na Figura 3, considerando-se como exem-
plo a aproximacao polinomial de ordem N para a fungao
f(r) =1/(1+7+157%). As colunas da esquerda e da di-
reita apresentam os resultados obtidos com N +1 pontos
equidistantes e N 4+ 1 nés LGL, respectivamente. Com
o aumento de NN, os erros crescem exponencialmente
no primeiro caso (efeito conhecido como fenémeno de
Runge), e diminuem exponencialmente no segundo.

Noés equidistantes Nés LGL

Erro max = 0.29

Erromax = 1.1

1 N =15
0
Erro max = 3.5 Erro max = 0.03
-1 0 1-1 0 1
T T

Figura 3: Exemplo de interpolagdo polinomial (linha cheia) com
N = 5,10,15 para a fungdo f(7) = 1/(1 + 7 + 1572) (linha
tracejada) empregando nés equidistantes e nés LGL.

2.2 Diferenciacao numérica

A derivada de fV(7) nos nés LGL (73,) pode ser obtida
diferenciando a Eq. (2). O resultado pode ser expresso
na forma

N
Fr) = N (m) = Drif(m) 5)
i=0
em que
Ln(me)/[(Te — 7)) Lv ()] sek #i
D — —N(N+1)/4 sek=i=0
" N(N +1)/4 sek=i=N
0 nos demais casos

(6)

A expressao (5) pode ser re-escrita na seguinte forma:

FN(70) Doo Do Don f(70)

N(m) B Dy Dns Din f(m1)

N (.TN) D;vo D;\n Dnn f(7.—N)
(7)
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f(v)

df/dt Erro de diferenciacéo

1
N=5
05
0
05 .
-1
1
N =10 »
05 5 .
0 0 0
05 5
-1 10 05—
1 10 X
N =20
05 5 1
p
0 0 0
05 5 1
-1 10 -2
1 05 0 05 1 -1 05 0 05 1 %1 -05 o0 05 1
T T T

Figura 4: Resultado da diferenciacio de Legendre de f(7) = sen(572) empregando N = 5, 10 e 20. A coluna da esquerda
apresenta a funcdo f(7) e os pontos correspondentes aos nés LGL. A coluna do meio apresenta a derivada f(7) = 107 cos(572)
e os valores £V (7) obtidos como resultado da diferenciagdo. A coluna da direita apresenta o erro f~ (1) — f(7).

A matriz D com elementos {Dy;; k,i = 0,1,...,N} é
conhecida como matriz de diferenciagao. Por exemplo,
a matriz de diferenciagdo de Legendre para N = 5 é
dada por

—7.500 10.141 —4.036 2.245 —1.350 0.500
—1.786 0 2,523  —1.153 0.653 —0.238
D= 0.485 —1.721 0 1.753 —0.786 0.270
—-0.270  0.786  —1.753 0 1.721 —0.485
0.238 —0.653 1.153  —2.523 0 1.786
—0.500 1.350 —2.245 4.036  —10.141  7.500

A Figura 4 apresenta o resultado da diferenciacao de
Legendre de f(r) = sen(572) empregando N = 5, 10
e 20. Vale notar que as escalas verticais sao diferentes
nas trés curvas de erro. A Figura 5 apresenta o erro
absoluto méximo obtido na diferenciagdo de Legendre
de f(r) = sen(57?) em fungdo de N. Como se pode
observar, o erro diminui rapidamente até ser limitado
pela precisao de representacao numérica do computador.
Esse fenémeno é conhecido como acurdcia espectral.

Erro absoluto maximo
10 T T T . .

10 ‘

10 20 30 40

Figura 5: Erro absoluto maximo obtido na diferenciagdo de
Legendre de f(7) = sen(572) em fungdo de N.
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2.3 Integracdao numérica

Se h(7) é um polinémio de grau menor ou igual a 2N —1,
sua integral no intervalo 7 € [—1, 1] pode ser calculada
de forma exata através da seguinte expressao:

/ h(r)dr = h(ri)wy (®)

-1 k=0

em que 7, k = 0,..., N, correspondem aos nés LGL e
wy, sao pesos dados por

2 1

NN+ B = 0o N O

WE =

Se L(7) é uma fungdo suave qualquer, entdo para um
N apropriado, sua integral no intervalo 7 € [—1, 1] pode
ser aproximada por

1 N
/ L(r)dr ~ Y L(m)wy,

-1 k=0

(10)

Considere-se, por exemplo, o calculo da seguinte inte-

gral:
1
/ e’ cos(t)dt

-1

O resultado exato com sete casas decimais é 1.9334214.
Empregando N = 3, tem-se

70 =—1 wo = 0.1667

T = —0.4472 wy = 0.8333
To = 0.4472 wg = 0.8333
3=1 ws = 0.1667

e a integral pode ser aproximada por

1 3
/ e’ cos(T)dT = Z €™ cos(1y)wy, = 1.9335

-1 k=0

obtendo-se um erro na ordem de 107°. Se N = 5, o
resultado da aproximagao é 1.9334215, correspondendo
a um erro na ordem de 107,

3 APROXIMACAO PSEUDO-ESPECTRAL DE
CHEBYSHEV

3.1 Aproximacao de fungoes

Seja Ty (7) o polinémio de Chebyshev de ordem N, que
pode ser gerado através da seguinte expressao:

Tn(7) = cos(N cos (1))

(11)

em que cos~! denota a funcdo arco-cosseno. Exemplos
de polinémios de Chebyshev sao:

To(r) =
Ti(r) =
Ty(r )—2T —1
T3(7) = 473 — 37
Os nds de Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL) no inter-
valo [—1,1] sdo definidos como 7, = — cos(wk/N) para
k=0,1,...,N.

A semelhanca do método pseudo-espectral de Le-
gendre, o método de Chebyshev aproxima fungoes
f(r) : [-1,1] — R através de uma combinacao linear
da forma

N
f(7) =3 fm)en(r (12)
k=0

sendo que agora o polinomio interpolador de Lagrange
©k(7) é definido por

(=D (1= ) Tn(7)

- 13
L e (13)
em que
, 2, k=0,N
Ck_{l, 1<k<N-1 (14)

Vale notar que ¢ (7;) =1se k = j e pi(1;)=0se k # j,
de modo que

N () =

assim como na aproximacao de Legendre.

f(m), k=0,1,...,N (15)

3.2 Diferenciacao numérica

A derivada de V(1) nos nés CGL pode ser obtida dife-
renciando a Eq. (12). O resultado pode ser expresso na

forma, N
) ~ = ZDkif(Ti) (16)
i=0
em que
. Ek(*l)k+i
Dri = 2¢;sen[(k + i)w/2N]sen[(k — i)m/2N] (17)
sek#ie
7e/[2sen?(kn/N)] se 1<k=i<N-1
Dyi = —(2N24+1)/6 se k=i=0
(2N?+1)/6 se k=i=N

(18)
A expressao (16) pode ser re-escrita em forma matricial
assim como em (7).
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3.3 Integracao numérica

Se h(7) é um polinémio de grau menor ou igual a 2N —1,
sua integral ponderada no intervalo 7 € [—1, 1] pode ser
calculada de forma exata através da seguinte expressao:

1 N
[ atmmtyar =3~ hmu

-1 k=0

(19)
emque 7, k=0,1,..., N, correspondem aos nés CGL,
wy, sao pesos dados por

e

k=0,N

l<k<N-1 (20)

e g(7) é uma funcgao de ponderagao da forma

(7) = 1
9=

Se L(7) é uma fungdo suave qualquer, entdo para
um N apropriado, sua integral ponderada no intervalo
7 € [-1, 1] pode ser aproximada por

(21)

1 N
/ g(r) L(r)dr = > L(rh)wy (22)
-1 k=0
Desse modo, tem-se
1 AN G RS TS
/_1L(T)d7— /_1g(T)g(T) dr ~ kzzo e
ou seja
1 N
/ Lrdr =S\ 1- 2 Lingwe (24)

4 DISCRETIZA(’;AO DE PROBLEMAS DE
CONTROLE OTIMO

Seja o seguinte problema de controle 6timo envolvendo
uma unica fase:

Problema P;: Encontrar as trajetérias de controle e
estado, u(t), z(t), t € [to,tf], bem como os parametros
estaticos p e os instantes de tempo g, tf que minimizam
o seguinte indice de desempenho:

tr
J = lz(to), z(ts),p, to, tf] +/ L{z(t), u(t), p, t]dt
to
(25)
sujeito as seguintes restrigoes diferenciais:

() = fla(t), u(t),p,t], t € [to, ], (26)

restrigoes de trajetoria:

hy < hlz(t),u(t),p,t] < hy, t € [to,ty], (27)
condicoes de contorno:
er < efz(to), ulto), x(ts), ulty),p to,ts] <ev, (28)
limites de excursao para os controles e estados:
ur, < u(t) <wuy, t € [to, ty], (29)
zp < z(t) < zy, t € [to, ty], (30)
e ainda:
PL<p=pu,
ty < to <to,
ty <ty < t
ty —to >0,
sendo

u: [to, ty] = R™

x: [to, ty] = R™

p € R

(R™ x R"™ x R"™ x RxR —=R

(R x R™ x R™ x [tg,tf] = R

(R x R™ x R™ X [tg,t7] — R"

(R x R™ x R" X [tg,tf] — R

cR™ x R™ x R™ x R™ x R"™ xR x R — R"
(31)

o > =% €

Empregando a transformagao:

2 tr 4t
g trtlo

T < ,
ty —to ty —to

(32)

é possivel reformular o problema P; usando uma nova
varidvel independente T no intervalo [—1,1], como de-
talhado abaixo. Por simplificidade, a seguinte notacao
serd adotada: u(7) = u(t(7)), z(7) = z(t(1)).

Problema P,: Encontrar as trajetérias de controle e
estado, u(7),z(7), 7 € [-1, 1], bem como os parametros
estaticos p e os instantes de tempo g, ty que minimizam
o seguinte indice de desempenho:

J = (p[aj(—l),l‘(l),p,to,tf]+

+ i ;to /_1 L{z(7),u(r),p, T]dT

(33)
sujeito as restrigoes diferenciais:

#(r) = L0 flalr), u(r),py 7], 7 € (1,1,
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restrigoes de trajetoria:
hr < hlz(7),u(r),p,7) < hy, T € [-1,1],
condigoes de contorno:
er <elz(—1),u(-1),z(1),u(l),p, to, tf] < ev,
limites de excursao para os estados e controles:
up, <u(r) <wuy, T € [-1,1],

xp <x(r) <zy, T €[-1,1],
e ainda:
PL<p=pu,
ty < to < to,
Ly <ty <ty,
ty —tg >0,

Para se aplicar o método de Legendre ao problema Ps,
o estado z(7), 7 € [-1,1] é aproximado empregando
polinémios de Lagrange mediante interpolagao de ordem
N nos pontos LGL:

N

w(r) ~ (1) = Y a(m)gn(r)

k=0

(34)

Da mesma forma, o controle u(7), 7 € [—1,1] é aproxi-
mado como:

N

u(r) = u™ (1) = Y ulme)di(r)

k=0

(35)

Vale notar que 2V (13,) = z(7x) e u®(

indicado na Equagao (4).

Tr) = u(Ty), como

A derivada do estado é aproximada da seguinte maneira:
N

() ~ &N (k) = Y Da™(m), k=0,1,...N (36)
i=0

sendo Dy; os elementos da matriz de diferenciagao
D[(N +1) x (N +1)] dados por (6).

Considere que as trajetérias de controle, estado e de-
rivada do estado nos pontos LGL sejam armazenadas
nas matrizes UN[n, x (N + 1)}, XN[n, x (N +1)] e
XN[n, x (N +1)] apresentadas abaixo:

u1(7'0) ul(Tl) Ul(TN)
N Uz(:To) Uz(:ﬁ) U2(:7'N) (37)
Un, (T0)  Un, (T1) Uun, (Tnv)

.131(7'0) 331(7'1) xl(TN)
XN $2(:To) 1’2(:7'1) I2(7:'N) (38)
_xnm-(TO) 'rnz.(Tl) xnw’(lm)_
5'51(7_0) @1(71) 3{31(TN)_
YN 302('70) 3?2(.7'1) x2(7.'N) (39)
i (70) () o (7))

De (36), conclui-se que XV e Xy sio relacionadas pela
seguinte expressao:

XN =xNpT (40)

Seja agora a seguinte matriz F'N[n, x (N 4+ 1)] formada
pelo lado direito das restrigoes diferenciais avaliadas nos
pontos LGL:

(70), P, 0]

fula® (m0), u®
u (TO)apa TO]

_ tffto fQ[IN(TO)ﬂ N

2

FN
F 12N (70), 0 (70), p, 70]

f1[wZ(TN),ux(TN)7p,TN]
Flz (7w ), u™ (7n), p, V] (1)
fnx[mN(TN)aﬁN(TN)7PaTN]

Define-se entdao a matriz (V[n, x (N + 1)] de defeitos
diferenciais nos pontos de colocagao como

(N=XxN_pN=xNpT _ N (42)

Defina-se ainda a seguinte matriz H™ [n;, x (N + 1)] de
restrigoes de trajetoria avaliadas nos pontos LGL:
ha[zN (7o), u (70), p, o]
HN hQ[Q]‘N(TO),’U,N(TQ),p, TO]

by, [xN(TO)> :U’N(To)apv TO]

halzN (1), w™N (Tn), p, TN]
ha[z™ (7w), u™ (i), , 7]
. (43)
hnh [xN(TN)a UN(TN)ap7 TN]
Por fim, o indice de desempenho para o problema Py
pode ser aproximado da seguinte forma:

J = (p[.]?(—l); Z’(l),p, to, tf}—"_

ty —1to !
+ 50 [ Liat)u(r).pirids
—1

~ oz (=1),2N (1), p, to, tf]+

N
ty—t
+-4= D L ) ), el
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sendo os pesos wy definidos como em (9).

E possivel agora expressar P, como um problema de
programacao nao-linear:

Problema Ps

min F(y) (45)
Yy
sujeito a:
yr <y <yu (46)
GL < G(y) < Gy (47)

Neste problema, o vetor de decisao y, com dimensao
Ny = Ny (N +1) +ng (N + 1) +ny, + 2, é composto pelos
seguintes elementos:

vec(UN)
vec(X )

Y= p

to

ty

(48)

sendo vec(U), vec(X ) vetores-coluna formados atra-
vés do empilhamento vertical das colunas de UN e X7,
respectivamente. A fungdo de custo F': R™ — R é da
forma

F(y) = ola™ (=1), 2 (1), p,to, t¢] +

N
ty — 1
L Y L () N () ey mihwe (49)
k=0
e a funcao de restrigoes G R™ — R", com

ng = nz(N +1) + np(N + 1) + n. + 1, é dada por

vec(¢N)
_ vec(H™)
G = e (), (1), 2 (1), w (1) . o, ]

to— 1ty
(50)

Os limites para G(y) sdo dados por

On,(N+1) On,(N41)
GL — [hL]N+1 \ GU _ [hU]NJrl 7 (51)
er, ey

em que 0, denota um vetor-coluna de n zeros e [z],
representa um vetor-coluna (nm x 1) formado pelo em-
pilhamento de n cépias do vetor-coluna x (m x 1). Os
limites para o vetor de decisao y sao dados por

[ur]n 1 [ur]Nt1
[xL]NJrl [l‘U}N-s-l
yr=1| po |,yw=| pv |, (52
tg to
Ly ty

Exemplo 1: Sistema linear com fungao de custo
quadratica

Considere-se o seguinte problema: Encontrar u(t), t €
[0,tf] de modo a minimizar o funcional de custo

J= / f[:cT(t)Qx(t) +uT (t) Ru(t))dt (53)
0
sujeito a

&(t) = Ax(t) + Bu(t)
z(0) = &o

em que A € R"*" ¢ B € R"*™ sendo () € R"»*"=
uma matriz positivo-semidefinida e R € R™=*"™» uma
matriz positivo-definida. O valor inicial dos estados é
fixado em &y € R™=.

Este problema pode ser formulado como P;, com a se-
guinte particularizacao para a fungao de custo (25), res-
trigoes diferenciais (26) e condigbes de contorno (28):

to =0, t; fixado

lz(to), z(ts), p.to tr] =0

Ll (t), u(t), p, t] = 27 ()Qu(t) + u” (t) Ru(t)
flz(t),u(t), p, t] = Az(t) + Bu(t)
elz(to), ulto), z(tr), ulty),p, to, ts] = z(to)
eg=cy =&

nao havendo restri¢oes de trajetéria (27), nem limites
de excursao sobre os controles (29) ou estados (30).

Para o problema Pj3 resultante da discretizacao pseudo-
espectral com N+1 nés, o vetor de decisao y corresponde

_ [vec(UYN)

o [vec(XN) (56)
j& que tg e ty sao fixados e nao ha parametros p adi-
cionais a serem otimizados. Como nao foram impostos
limites de excursao para os estados e controles, nao ha
restrigoes da forma (46). Por outro lado, a fungao de
restrigoes G(y) é dada por

(57)
com limites inferior (G,) e superior (Gy) expressos por

0,
Gy =Gy = { “”g;+1)} .

Uma vez que o problema nao inclui restricoes de traje-
toria, as restrigdes sobre G(y) expressam somente o vin-
culo dindmico entre os controles e os estados (vec(¢?V) =

(58)
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Op,(N+1)), bem como a imposicao do valor inicial para
os estados (zV(—1) = &). Vale lembrar que ¢V é a
matriz de defeitos diferenciais definida em (42). Cabe
ainda salientar que, devido a normalizacao do tempo em
(32), o valor de x(t) para t = to corresponde a zV(7)
para T = —1.

Neste problema em particular, o resultado da aplicagao
de métodos pseudo-espectrais pode ser comparado com
uma solucao analitica. Com efeito, pode-se mostrar que
a solugdo deste problema é da forma (Costa, 2007):

u(t) = —R-'BTP(t)x(t) (59)

sendo P(t) obtida a partir da seguinte equagao diferen-
cial de Riccati:

—P(t) = ATP(t) + P(t)A(t) — P(t)BR™'BTP(t) + Q
(60)
com P(t;) = 0.

Suponha que as matrizes 4, B, @, R, o estado inicial 2:(0)
e o tempo final t; sejam dados por

i) e
Q:[é (1’}73:10, (62)
2(0) = & = { H,tflo. (63)

A Figura 6 apresenta as solugoes obtida mediante in-
tegracao numérica da equagao diferencial de Riccati
(linhas tracejadas) e mediante aplicagdo do método
pseudo-espectral de Legendre com 20 nés LGL (mar-
cadores sobre as linhas tracejadas). Como se pode ob-
servar, as solugbes concordam entre si.

O detalhe ampliado na Figura 6 mostra que os estados
nao atingem a origem ao final do horizonte de tempo
especificado (t; = 10). Uma possivel modificagdo no
problema consiste em acrescentar uma restricao termi-
nal da forma

Ig(tf) = 0

de modo a impor que os estados sejam levados a zero.
Para isso, basta alterar a fungéo de restrigoes G(y) para

vee(¢M)
Gly) = |2V (1)
2N (1)

(64)
(65)

(66)

com limites

On, (N+1)
GL = GU - 50
On,

(67)

2 ‘ 0.05
15F a7, o J
4 I -0.05] “ 8mez-0--==0==0
131 .. _01' R TTN |
X t .. ) .
05k . Xl( ) \_:?158 5 104
A, | e %0 e
or o __o.—--O':::6=='°"°==Q:Q
RS
-05 l l l l l l l l l
or I
//
7/
-05F ]
’
4
Kd
B2
/ . . . . . . . .

Figura 6: Solugdo do Exemplo 1. A linha tracejada apresenta
a solugdo obtida com base na equacgdo diferencial de Riccati.
Os marcadores indicam o resultado da aplicacio do método
pseudo-espectral de Legendre.

lembrando que n, =2 e N = 19 neste exemplo.

A Figura 7 apresenta a solucao gerada pelo método de
Legendre apds essa modificagdo. Para facilitar a visu-
alizagdo, os resultados obtidos nos nés LGL estao co-
nectados por uma linha continua. Como se pode ver no
detalhe ampliado, a restrigao terminal foi de fato satis-
feita.

Figura 7: Solucdo do Exemplo 1 com restricdo terminal sobre
os estados (z1(tf) = z2(ty) = 0).
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Figura 8: Solugdo do Exemplo 1 com restrigdo terminal sobre
os estados (z1(ty) = w2(ty) = 0) e limitante inferior para o
controle (u(t) > —0.5,Vt € [0,t¢]).

— ;<1(t)

—o— Xz(t) 1

5

t
Figura 9: Solucdo do Exemplo 1 com restricdo terminal sobre
os estados (z1(ty) = x2(ty) = 0) e limitantes inferiores para
o controle (u(t) > —0.5,¥t € [0,tf]) e para o segundo es-

tado (z2(t) > —0.3,Vt € [0,t¢]). A linha pontilhada indica o
limitante inferior de —0.3 para z2(t).

O problema também pode ser modificado de modo a
incluir restrigdes no controle e/ou nos estados. A Fi-
gura 8 apresenta o resultado de se impor um limitante
inferior de —0.5 para o controle u(t). Na Figura 9, tem-
se o resultado de se impor ainda um limitante inferior
de —0.3 para o estado x2(t). Tais limites sao incluidos

introduzindo-se restrigoes da forma y > yr com

_ [ur] N1
YL = |:[33L]N+1 (68)
sendo uy, = —0.3 ez, = [~o0 —0.3]7. Aqui, co deve ser

entendido como um valor suficientemente grande para
que nao haja uma restricao ativa sobre a excursao de
il (t)

5 PROBLEMAS DE CONTROLE OTIMO
COM MULTIPLAS FASES

Alguns problemas de controle 6timo podem ser formu-
lados de forma conveniente através da definicao de N,
fases. Tais fases podem ser inerentes ao problema, como
no caso de uma espagonave que ejeta estagios durante
uma manobra de langamento. Fases também podem ser
introduzidas pelo analista de modo a contemplar peculi-
aridades da solucao do problema, tais como descontinui-
dades nas varidveis de controle. Vale notar que as fases
nao precisam ser seqiienciais, como ilustrado na Figura
10. Tal disposigao de fases poderia corresponder, por
exemplo, ao langamento de um veiculo espacial que li-
berasse um estagio ao final da fase 1 e um satélite ao
final da fase 2. As fases 3 e 4 envolveriam as trajetérias
da espagonave e do satélite apds a separacao, supondo
que ambas devam ser consideradas no problema de oti-
mizagao.

Fase 3
[
| |
Fase 2 1 :
| [ |
: : Fase 4 :
Fase 1 | | ! :
[—— | | '
| ' | | '
| ' | | '
| ' | | '
| ! | | L,
" t® e P i ¢
t C()2) tc()3)
"

Figura 10: llustragdo de um problema com quatro fases em que
as fases 3 e 4 comecam simultaneamente ao final da fase 2.
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Um problema de controle étimo com N, fases pode ser
formulado da seguinte forma:

Problema P;: Encontrar trajetérias de controle e
estado u((t),z(M(t),t € [tgl),t}z)], bem como paré-
metros estaticos p(¥), e instantes de tempo téi),tgf),
1=1,2,...,Np, de modo a minimizar o seguinte indice
de desempenho:

NP
Jo= 3 OO
i=1

o)
b [ IR0 000,50, dat]  (69)
ty

sujeito as restrigoes diferenciais:
#0(0) = OO a0 0, te 1) 1) (70)
as restrigoes de trajetdria:

B < RO 1), u® (), p0, 0 < bt e 10,10,

(71)
as condicoes de contorno:
ef < e, ul (1), O (1),
W@ P01 P < e, (72)

Uy < UM E), u® ),
1 1 1 1
# D), u® (), 0,167, 7,
2@ ), u (1),
2 2 2 2
I GORTGON N

M (), ™M (5,
N N N N
2™ @), u™ @), p M 26 1] < wy

(73)
aos limites de excursao para os estados e controles:
u <u® () < uld, e (1,10, (74)
x(Li) <z (t) < xg)a te [t((]i)’tg‘i)]’ (75)

e ainda: _ . _
i) <p <pff,

1§ <5 <,

(i) < () < #0)
9 <) <7,
t — ) >0,

para i =1,2,...,N,, sendo

u® 1§, 60] - R

2@ [t 1] - R

p® e R
(i) n{d n{d n{?

P iR xR"% xR" xRxR—R

LO R xR xR x [1§),1] = R 76
(@) . @n® | on@  ma® 6 60 o 7

fYrR™T X R X R™ X [tg7, ¢, — R™

RO R R xR s [t 1) - r

e®  R% x R™ x R™ x R™ x R

% R x R — R™"
W Uy — R™

em que Uy denota o dominio da funcao V.

Uma discussao detalhada de problemas de multiplas fa-
ses como Py pode ser encontrada em (Betts, 2001).

Assim como feito para Ps, o problema P4 pode ser dis-
cretizado de modo a formar um problema de programa-
¢ao nao-linear. Neste caso, as varidveis de decisao para
o PPNL resultante sao dadas por:

[ vec(UN-(1) ]
vec( X NV:(1))
p®
¢V

1)
ty

vec(UN-(NVp))
vec(X N (Np))
()
1)
(Np)
t

em que o super-indice entre parénteses indica a fase a
qual pertencem as varidveis. A funcéo de restricao G(y)
é dada por:
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[vee(¢M )

vec(HN-()

ele™ O (=1), N (1), 2D (1),
R ON SN

tél) o tgcl)

vec(¢N(Ve))
vec(HN-(N»))
e[xN,(Np)(_1)7 UN,(NP)(_l), 2V (Np) (1),
qu(Np) (1)7p(Np)7 t((JNp), tchp)]
NP NP
t) — ()

L ‘ll -
(78)
em que ¥ corresponde as restrigoes de conexao associa-
das ao problema, avaliadas em y.

Com base nas informagoes do problema, pode-se definir
limites (yr., yv) € (G, Gu) para as variaveis de decisao
e para a fungao de restrigao, respectivamente, de modo
a completar a definicao do PPNL associado a Pjy.

Exemplo 2: Sistema linear com fungao de custo
quadréatica - Problema com duas fases

A Figura 1la apresenta a trajetéria percorrida pelo es-
tado do sistema no Exemplo 1 com restricao terminal
z1(ty) = z2(ty) = 0. Como se pode notar, em t = 3.8,
o estado ja se encontra no interior de um circulo de raio
unitario centrado na origem. A fim de exemplificar o
tratamento de um problema com duas fases, suponha
que o estado z(t) deva permanecer no exterior do cir-
culo entre t = 0 e t = 5.0. Neste caso, a primeira fase
teria t(()l) =0e tgcl) = 5.0. A funcdo de custo, as res-
trigoes diferenciais e o valor inicial para o estado seriam
definidas como no Exemplo 1, sendo incluida ainda a
seguinte restricao de trajetoria:

1 1 1) L0
P OF + OOP =1, te i1 (79)
Tal restrigao pode ser colocada na forma de (71) com

1=1
RO (), ™ (8),p" 1] = [z ()] [+ (1))
WY =1
hg) =00
A segunda fase teria t(()2) =50e t?) = 10. A funcao
de custo, as restrigoes diferenciais e o valor final para o

estado seriam definidas como no Exemplo 1. A restricao
de conexao entre as fases seria expressa como

2O (1) = 2@ ()

ou seja, o estado final para a Fase 1 seria o estado inicial
para a Fase 2. Tal restrigao pode ser colocada na forma
de (73) com

(80)

pM 8

( (to ")
(), u® ) o,
s (), u (1),
e ), u® (), 0, 157 1)
_ .’L‘(l)(t(l)) _2® (t82))
Uy =¥y =0,

lembrando que n, = 2 neste exemplo.

Para o problema P, resultante da discretizacao pseudo-
espectral com N + 1 nés, o vetor de decisao y correspon-
deria a

( )))
Y= ((UN,(2))) ) (81)
(XN3)

ja que t(()l), tgcl), t(()2)7 tgcz) sao fixados e nao hé parametros

pM) e p adicionais a serem otimizados. Neste caso, a

(82)

1 2
- ’(1)(t§c)) 71,1\7,(2)(]58 ))

com limites inferior (G1) e superior (Gy) expressos por

Oy (N41) Opy (N41) |
In41 [00] N1
o o
G = G 83
o Ony(N+1) v O, (V1) (83)
Ona: Onm

em que ly4q denota um vetor-coluna com N + 1 ele-
mentos iguais a 1.

A Figura 11b apresenta a solugdo do problema assim
formulado empregando 10 nés LGL em cada fase (isto é,
N =9). Como se pode observar, a restri¢io de trajetéria
é obedecida, uma vez que o estado cruza a circunferéncia
pontilhada em t = 5.0.
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(b) 1

t=5.0

_1 ™ .
-1 0 X 1 2

Figura 11: (a) Trajetéria obtida no Exemplo 1 com restricdo
terminal z1(¢t5) = z2(ty) = 0. (b) Trajetdria obtida com o uso
de duas fases, impondo-se que o estado deva permanecer no
exterior da circunferéncia pontilhada durante a primeira fase.
O marcador branco indica o estado para t = 5.0.

6 O PACOTE COMPUTACIONAL DE CO-
DIGO ABERTO PSOPT

PSOPT é um pacote computacional de codigo aberto
escrito em C+4 que emprega métodos de discretiza-
¢ao pseudo-espectral para resolver problemas de controle
otimo. Este pacote permite a utilizagao de aproximagoes
de Legendre ou Chebyshev, podendo tratar problemas
com uma ou multiplas fases, plantas com dindmica nao-
linear e atrasos de transporte, condicoes de contorno ge-
néricas, restrigoes de trajetéria nao-lineares (igualdades
ou desigualdades) sobre os estados e/ou varidveis de con-
trole, restrigoes integrais, restrigoes de pontos interiores
e limites de excursao sobre os controles e estados. Adici-
onalmente, o pacote possibilita o uso de fungoes de custo
com termos de Lagrange e Mayer, condigoes iniciais e
finais fixas ou livres, conexoes lineares ou nao-lineares
entre as fases, tempos inicial e final fixos ou livres e
otimizagao de parametros estaticos. A implementacao
faz uso de métodos de escalonamento automaético, dife-
renciagdo automdtica utilizando a biblioteca ADOL-C
(ou alternativamente, diferenciagdo numérica por meio
de diferencas finitas esparsas) e detecgao automadtica de
esparsidade da matriz Jacobiana.

Para solucao dos problemas de programacao nao-linear
resultantes da discretizagao pseudo-espectral, emprega-
se o pacote IPOPT. TPOPT é um pacote de cédigo
aberto escrito em C++4 para otimizagao nao-linear de
larga escala, utilizando métodos de pontos interiores
(Wichter and Biegler, 2006). Opcionalmente, PSOPT
permite o uso de SNOPT (Gill et al., 2005), que é um
pacote de otimizagao comercial baseado em programa-
¢ao seqiiencial quadratica esparsa.

PSOPT nao requer o uso de nenhuma plataforma co-
mercial ou biblioteca que nao seja publicamente disponi-
vel. Além disso, sua velocidade de execugao tende a ser
maior em comparacao com rotinas implementadas em
um ambiente de programacao interpretado (tal como o
MATLAB). Por fim, PSOPT também pode ser chamado
como uma sub-rotina de aplicagoes escritas em C++, o
que oferece maior flexibilidade de uso para o usuario.

A arquitetura do pacote PSOPT encontra-se ilustrada
na Figura 12.

Bibliotecas de
Algebra Linear
(LAPACK,
CXSparse, LUSOL)

é> é> numérica

Parametros
fornecidos pelo
usuario

Diferenciagdo

Classes de N PSOPT: PN Diferenciacdo
matrizes &p|  Algoritmo K| automatica
principal (ADOL-C)

Software grafico Funges definidas Programagéo
ndo-linear

GNUplot pelo usudrio

(IPOPT, SNOPT)

Figura 12: Arquitetura do pacote PSOPT.

7 EXEMPLOS

A fim de ilustrar o potencial dos métodos descritos neste
tutorial, dois exemplos serdao discutidos. Em particu-
lar, sera utilizado o método pseudo-espectral de Legen-
dre. Contudo, vale salientar que a aplicagao do método
de Chebyshev gera solugbes similares. Os resultados
de cada exemplo podem ser confrontados com solugoes
apresentadas nas referéncias.
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7.1 Manobra terminal de um missil

Este exemplo ilustra a otimizagao da trajetéria de um
missil com o intuito de atingir um dado alvo em tempo
minimo a partir de condicOes iniciais fixadas. Todos os
parametros do problema foram retirados de (Subchan
and Zbikowski, 2009). A Figura 13 apresenta as varis-
veis associadas ao modelo dinamico do missil conside-
rado. Nesta figura, v é o angulo de trajetoria, a é o
angulo de ataque, V' é a velocidade, x é a posicao longi-
tudinal, h é a altitude, D é a forga aerodinamica axial, L
é a forga aerodinamica normal, T' é a forga de propulsao
e mg é o peso do missil.

Figura 13: Varidveis associadas ao modelo do missil.

As equagoes de movimento do missil sao dadas por

T-D L gcosy

C_ ) L B 4
A g sena + 7 cosa v (84)
. T-D
V = COS @ — —sena — g cos 7y (85)
m m
X = Vecosy (86)
h = Vseny (87)
em que

1
D = iCdeQSref, Cy= A1a2 + Asar + As (88)

1
L = §CIPV25ref7 Cr=Bia+ B,
p =C1h*+Coh +Cs

estando os parametros do modelo apresentados na Ta-
bela 1. Para fins de otimizacao da trajetéria, os con-
troles considerados serao a propulsao T e o angulo de
ataque «. Vale salientar que a trajetoria resultante po-
deria servir como referéncia para uma malha de controle
interna que efetivamente comandaria os atuadores do
missil.

Tabela 1: Parametros para o modelo do missil.

Parametro Valor Unidade
m 1005 kg
g 9.81 m/s?

Stref 0.3376 m?
Aq —1.9431

Ay —0.1499

As 0.2359

B, 21.9

B, 0

Ch 3.312 x 10~° kg/m?
Cy —1.142 x 10~*  kg/m*
Cs 1.224 kg/m?

As condigoes iniciais e finais para os estados sao

7(0)=0 V(ty) =—m/2rad  (91)
V(0)=272m/s V(ty) =310m/s (92)
x(0) =0m x(ty) = 10000 m (93)
h(0)=30m  h(ty)=0m (94)

e as restrigoes do problema sao dadas por

200m/s< V. <310m/s (95)
1000N< T  <6000N (96)
—0.3rad < « < 0.3rad (97)
—4mg < L <4 mg (98)
h>30m (paray <7500 m) (99)

h>0  (paray > 7500 m) (100)

Em vista de (89), a restrigdo (98) pode também ser ex-
pressa como
1

—4mg < 5(Bla + By)pV?2S,er < 4myg (101)
Vale salientar que as restri¢oes de trajetéria (99) e (100)
sobre a altitude h nao sao suaves com respeito a posicao
longitudinal x. A fim de evitar dificuldades associadas a
solucao do PPNL com esta nao-suavidade, as restrigoes

(99) e (100) foram aproximadas por uma sé restricao da
forma:

He(x — 7500)h + [1 — He(x — 7500)](h — 30) > 0 (102)
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sendo He(-) uma versao suavizada da fungdo de Heavi-
side, definida como:

He(z) = 0.5[1 + tanh(z/e)]

em que € > 0 é um niimero pequeno. Uma alternativa ao
uso desta aproximagao consistiria em dividir o problema
em duas fases, de forma similar & empregada para o
Exemplo 2 na Sec¢ao 5. Neste caso, a comutagao entre as
fases nao ocorreria em um instante fixado a priori, mas
sim quando a posicao longitudinal y atingisse o valor de
7500 m.

Este problema pode ser formulado como Py, com as se-
guintes particularizagoes:

e Estado: z=[y V x h]"
e Controle: u=[T a]"

e Funcao de custo:

to = 0, ty livre
QD[.%(to),«T(tf),p,to,tf] =0
Lle(t), u(t), p,t] = 1

e Restrigoes diferenciais: (84) — (87)
e Condicoes de contorno: (91) — (94)
e Restricao de excursao dos estados: (95)

e Restrigao de excursao dos controles: (96) — (97)

e Restrigoes de trajetéria: (101) — (102)

nao havendo parametros p adicionais a serem otimiza-
dos. Para o problema Pj3 resultante da discretizacao
pseudo-espectral com N + 1 nds, o vetor de decisao y
corresponde a
vec(UN)
y = |vec(X™)
ty
lembrando que o tempo final ¢ é livre.

(103)

O problema foi inicialmente resolvido empregando 40
ndés. Em seguida, a grade foi refinada para 80 nos,
utilizando-se uma interpolacao da primeira solugao
como ponto inicial de busca para a nova solugao. Como
resultado, obteve-se o valor de 40.912 para a fungao de
custo, isto é, um tempo final t3 = 40.912 s para a ma-
nobra. A Figura 14 apresenta a trajetdria 6tima obtida
para o missil, com marcadores para os pontos corres-
pondentes aos nés LGL. As Figuras 15 e 16 mostram,
respectivamente, a velocidade e o angulo de ataque em
funcao do tempo. A Tabela 2 detalha a configuragao
empregada para o otimizador neste exemplo.

2000

1500

500f

4000 6000 8000

X (m)

0 2000 10000

Figura 14: Altitude do missil em fun¢do da posi¢cdo longitudinal.

310

305

275

270

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo (s)

265 I I I

Figura 15: Velocidade do missil em fun¢do do tempo.

7.2 Lancamento de veiculo espacial

Este exemplo envolve o lancamento de um veiculo es-
pacial, como descrito em (Rao et al., 2008), (Benson,
2004). O langamento envolve quatro fases, com estigios
sendo ejetados ao final das fases 1, 2 e 3. O tempo final
das fases 1, 2 e 3 é fixado em 75.2 s, 150.4 s e 261.0 s,
respectivamente, ao passo que o tempo final da fase 4
é livre. O problema consiste em encontrar o controle,
u(t), e o tempo final da fase 4, t%)
funcao de custo

, que minimizem a

J=-m® W) (104)

Em outras palavras, deseja-se maximizar a massa do vei-
culo (isto é, a quantidade de combustivel remanescente)
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Figura 16: Angulo de ataque do missil em fung¢3o do tempo.

Tabela 2: Configuracdo empregada para o otimizador no exem-
plo do missil. O tempo de célculo foi medido em um computa-
dor com processador Intel Core 2 Quad Q6700 2.66 GHz com 8
GB de memdria RAM e sistema operacional Ubuntu Linux 9.04.

Pacote de PNL IPOPT
Diferenciagao Automiética
Numero de nés {40, 80}
PNL: Numero de varidveis {242,482}
PNL: Numero de restrigdes {249,489}
PNL: Nimero de iteracoes {22,13}
Tempo de Calculo 6.83 s

ao final da fase 4. A dinadmica do problema é descrita
pelas seguintes equacoes:

Fo= v (105)
. o T D
= —=rt —u+ — 1
) HT||3T+ mu+ — (106)
T
gOIsp ( )
em que r(t) = [az(t) yit) z() ]T é a posi-

¢ao do veiculo com relagao ao centro da Terra,
T , . ’

v="1[v(t) vy(t) wv.(t) ] éa velocidade, p > 0 é
uma constante associada a forga de atragao gravitacio-
nal, T é a forga de propulsao, m é a massa, gy € a ace-
leracao da gravidade ao nivel do mar, I, é o impulso
. T , .
especifico do motor, u = [ Up Uy Uy } é a diregao

da propulsao, e D = [ D, D, D, ]T é o arrasto, que

é dado por

1
D= _§CDATefp||UrelH'Urel (108)
sendo Cp o coeficiente de arrasto, A,y a area de re-
feréncia, p a densidade do ar, e v,¢; a velocidade com
relacdo & atmosfera, dada por

(109)

Upel =V —W X T

em que w € a velocidade angular da Terra com respeito
a um referencial inercial. A densidade do ar é dada por

p = poexp(—h/ho) (110)

sendo po a densidade ao nivel do mar, h = ||r|| — R, a
altitude, R, o raio equatorial da Terra e hg um parame-
tro de escala. Os valores para essas constantes podem
ser encontrados em (Rao et al., 2008) e (Benson, 2004).

O lancamento € iniciado no instante ¢y ao nivel do mar
com o veiculo em repouso com relacao a Terra. As con-
digoes iniciais sao

r(te) = [56052 0 30434 ] km (111)
v(t)) = [0 04076 01" Lkm/s  (112)
m(tp) = 301454 kg (113)

As restrigoes terminais estao relacionadas com a érbita
desejada, que é definida em parametros orbitais (Bate
et al., 1971) como

aj = 24361.14 km, (114)
ey = 0.7308, (115)
iy = 285° (116)
Q; = 269.8°, (117)
wp = 130.5° (118)

Tendo em vista que u é um vetor unitario que indica
a diregao da forga de propulsao, deve-se ainda impor a
seguinte restricao de trajetoria para o problema:

l[u(t)|[? =1, ¢ € [to, t"] (119)

Fisicamente, sabe-se que a posicao e a velocidade nao
podem apresentar descontinuidades na passagem de
uma fase para a seguinte. Desse modo, deve-se impor
as seguintes restrigoes de conexao entre fases:

rOE) — i) =0, i=1,2,3  (120)
VD) — DYy =0, i =1,2,3  (121)

em que (i) representa o indice da fase. Além disso, é ne-
cessario acrescentar uma restricdo de conexao que mo-
dele a discontinuidade de massa causada pela ejecao de
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estdgios ao final das fases 1, 2 e 3:

m® (t?)) _ m(i)

estagio

— DTy =0, i =1,2,3
(122)

Este problema pode ser formulado como Py, com as se-
guintes particularizagoes:

o Bstado: ) = [r( @ m®]" =1, 4

e Controle: u(” = [ugl) ug) u;(;)}

e Funcao de custo:

tél) = tO =0
1 2
D =4 =752
2 3
t =1 = 1504 5
3 4
t = 1§ = 261.05
tgfl) livre
OO D), p0 11 =0, i=1,2,3
4 4 4
90(4) [I(4) (t; )),p(‘l) ’ L‘; )] — _m® (t(f ))
L(i)[x(i)(t),u(i)(t),p(i),t} =0,i=1,...,4

e Restrigoes diferenciais: (105) — (107) em cada fase

e Condicoes de contorno:
r(l)(t(()l)), v(l)(tgl))m(l)(tgl)) dados por (111) —
(113) e r(4)(t§c4)), v (tgfl)) fixados de acordo com
os parametros orbitais (114) — (118).

e Restricao de trajetdria: (119) em cada fase

e Restrigoes de conexao entre fases: (120) — (122)

nao havendo parametros p adicionais a serem otimiza-
dos, nem restricoes sobre a excursao dos estados. Vale
salientar que a restricao de trajetdria (119) ja estabelece
indiretamente uma restrigao sobre a excursao de cada
componente do controle: |u;(¢)] <1, j =1,2,3, t €

[to. ¢

Para o problema resultante da discretizacao pseudo-
espectral com N + 1 nds, o vetor de decisao y corres-

ponde a

(123)

;4) é livre.

lembrando que o tempo final ¢
O problema foi inicialmente resolvido empregando 5 nés
por fase (20 nés no total). Em seguida, a grade foi refi-
nada para 15 nds por fase (60 nés no total), utilizando-se
uma interpolac¢ao da primeira solugao como ponto inicial
de busca para a nova solugao.

Como resultado, obteve-se o valor de —7529.7 para a
fungao de custo, isto é uma massa final de 7529.7 kg ao
final do langamento. As Figuras 17, 18 e 19 apresentam
a altitude, velocidade e elementos do vetor de controle
obtidos como solugao do problema. A Tabela 3 deta-
lha a configuracao empregada para o otimizador neste
exemplo.

8 CONCLUSOES

Este artigo apresentou um tutorial sobre o uso de méto-
dos de aproximacao pseudo-espectral para solugao com-
putacional de problemas de controle 6timo. Fundamen-
tos da teoria de aproximagao empregando os métodos
pseudo-espectrais de Legendre e Chebyshev foram dis-
cutidos, mostrando-se como problemas de uma ou mais
fases podem ser discretizados na forma de problemas de
programacgao nao-linear. Nesse contexto, apresentou-se
ainda um pacote de cédigo aberto denominado PSOPT.
Para fins de ilustracao, tal pacote foi aplicado a dois
exemplos retirados da literatura de controle 6timo com-
putacional.
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Figura 17: Altitude do veiculo com referéncia ao nivel do mar.
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