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ABSTRACT

Global Tracking via Sliding Mode Control and
Dynamic Gain Observer

A novel output-feedback sliding mode control (SMC)
strategy is proposed for a class of single-input-single-
output (SISO) uncertain time-varying nonlinear systems
for which a norm state estimator can be implemented.
Such a class encompasses minimum-phase systems with
nonlinearities affinely norm bounded by unmeasured
states with growth rate depending nonlinearly on the
measured system output and on the internal states re-
lated with the zero-dynamics. The sliding surface is gen-
erated by using the state of a high gain observer (HGO)
while a peaking free control amplitude is obtained via
norm observer. In contrast to the existing semi-global
SMC solutions available in the literature for the class
of plants considered here, the proposed scheme is free
of peaking and achieves global tracking with respect to
a small residual set. The key idea is to design a time-
varying HGO gain implementable only from measurable
signals.
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RESUMO

Uma nova estratégia de controle por modos deslizantes
via realimentacao de saida é proposta para uma classe
de sistemas nao-lineares incertos, monovaridveis e vari-
antes no tempo, para a qual um observador da norma do
estado possa ser implementado. Esta classe inclui siste-
mas de fase-minima com nao-linearidades limitadas de
modo afim nos estados nao-medidos e com taxa de cres-
cimento dependendo nao-linearmente da saida medida e
de estados internos relacionados com a dinamica dos ze-
ros. A superficie de deslizamento é gerada utilizando-se
os estados de um observador de alto ganho (HGO), en-
quanto que a amplitude de controle livre de peaking é
obtida a partir de um observador da norma do estado.
Diferentemente das outras solugoes semi-globais encon-
tradas na literatura de controle por modos deslizantes
disponiveis para a classe de plantas considerada aqui,
o esquema proposto é livre de peaking e alcanca o ras-
treamento global com respeito a um pequeno conjunto
residual. A idéia chave é projetar um HGO com ganho

308 Revista Controle & Automacgdo/Vol.22 no.3/Maio e Junho 2011



varidvel, implementado a partir de sinais medidos.

PALAVRAS-CHAVE: sistemas nao-lineares incertos, con-
trole por modos deslizantes, realimentacao de saida, ras-
treamento global, observador de alto ganho e da norma.

1 INTRODUCAO

Diversas abordagens para lidar com o problema de ras-
treamento via controle por modos deslizantes e realimen-
tagdo de saida (output-feedback sliding mode (OFSM)
control) para sistemas incertos com grau relativo ar-
bitrario vém sendo propostas na literatura de con-
trole (Yu & Xu, 2002; Edwards et al., 2006; Sabanovic
et al., 2004; Hsu et al., 2002; Hsu et al., 2006). Den-
tre essas estratégias, destacam-se aquelas que utilizam
HGOs (Oh & Khalil, 1997; Cunha et al., 2009) no pro-
jeto de controle. Outras abordagens baseadas no con-
trole por modos deslizantes de alta ordem (higher or-
der sliding mode - HOSM) conseguem atingir rastrea-
mento exato através dos bem conhecidos diferenciadores
robustos e exatos (robust exact differentiators - RED)
de Levant (2003). Contudo, propriedades de estabili-
dade e/ou convergéncia desses esquemas de controle sao
garantidas apenas localmente. Como discutido na intro-
ducao deste artigo, a maioria das estratégias baseadas
em OFSM obtém resultados globais apenas sob severas
hipéteses tais como campos vetoriais limitados linear-
mente ou uniformemente limitados (Hsu et al., 2002; Hsu
et al., 2006; Cunha et al., 2009).

Plantas nao-lineares mais gerais foram tratadas em (Hsu
et al., 2006; Oh & Khalil, 1997; Esfandiari & Kha-
lil, 1992; Oliveira et al., 2007; Oliveira et al., 2010a),
entretanto apenas rastreamento semi-global pode ser
concluido. Isto nao é surpreendente visto que, como
mostrado em (Mazenc et al., 1994), para sistemas com
nao-linearidades polinomiais nos estados nao-medidos,
o problema de estabilizacao ou rastreamento global via
realimentacdo de saida pode nao ter solucao. Além
do controle por modos deslizantes, muitas outras abor-
dagens para solucionar este problema foram propostos
baseados em backstepping, HGOs com ganho variavel
(Praly, 2001; Krishnamurthy et al., 2002; Krishnamurthy
et al., 2003; Lei & Lin, 2005; Ahrens & Khalil, 2007), ho-
mogeneidade (Andrieu et al., 2007; Andrieu et al., 2009)
ou algum tipo de adaptacao (Marino & Tomei, 1995).
Contudo, nenhum resultado global foi apresentado para
a classe de sistemas considerada no presente artigo no
dominio de OFSM, onde a robustez e a possibilidade de
obter excelentes respostas transitorias sao vantagens re-
conhecidas e importantes.

Acredita-se que a classe de sistemas abordada aqui estéa

no estado da arte do controle por realimentacao de
saida com resultados globais comumente considerada
por outros autores (Praly, 2001; Lei & Lin, 2005; An-
drieu et al., 2007; Andrieu et al., 2009; Praly & Ji-
ang, 2004; Kaliora et al., 2006). Nés tratamos de plantas
nao-lineares variantes no tempo, de fase minima, afins no
controle, transformaveis para a forma normal e para as
quais é possivel implementar um observador da norma
do estado. Essa classe inclui sistemas nas formas output-
feedback e parametric strict feedback, sistemas triangu-
lares com condigao de crescimento linear no estado nao-
medido e taxa de crescimento possivelmente dependente
de estados da dinamica interna, da saida e do tempo.
Nao-linearidades polinomiais nos estados nao-medidos
da dinamica interna e da saida da planta sao também
permitidas.

Neste artigo, nds estendemos a aplicabilidade dos re-
sultados utilizando HGO com ganho dindmico origi-
nalmente propostos por Peixoto et al. (2007), e ante-
riormente restritos a sistemas com crescimento linear
nos estados nao-medidos e taxa de crescimento cons-
tante e conhecida, para uma classe mais ampla de nao-
linearidades. O resultado principal é mostrar que o con-
trole por OFSM baseado em um HGO com ganho dina-
mico pode também ser usado para a classe no estado da
arte de sistemas nao-lineares, garantindo rastreamento
global e pratico. Para obter este novo resultado, a prin-
cipal modificacao com relagao ao esquema proposto em
Peixoto et al. (2007) reside na capacidade de se obter
um majorante para a norma do estado da classe de sis-
temas nao-lineares mais geral considerada neste traba-
lho, por meio de uma nova formulacao de um estima-
dor para a norma do estado. Isto permite desenvolver
uma novo projeto para o ganho variante no tempo do
HGO. Note que, diferentemente da maioria dos esque-
mas existentes, o ganho do HGO nao é atualizado atra-
vés da solucao da equagao de Riccati (Praly, 2001; An-
drieu et al., 2007; Kaliora et al., 2006) mas, ao contrério,
nds utilizamos fungdes simples (e.g., polinomiais) basea-
das em sinais medidos, além de técnicas de majoragao-
dominagéo (domination) (Lei & Lin, 2005; Andrieu
et al., 2007; Andrieu et al., 2009). Aparentemente, esse
é o primeiro trabalho a conseguir esses resultados em
OFSM para a classe de plantas aqui considerada.

Uma desvantagem das estratégias de controle baseadas
em HGO é o fenémeno de peaking (Sussmann & Kokoto-
vi¢, 1991), que pode degradar o desempenho do sistema
ou mesmo levar a instabilidade. Técnicas para se evitar
o peaking através de saturagao do sinal de controle ja
haviam sido propostas em (Oh & Khalil, 1997; Esfan-
diari & Khalil, 1992), porém essa abordagem leva ape-
nas a resultados locais ou semi-globais. Aqui, seguindo
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(Cunha et al., 2009), o peaking no sinal de controle é
evitado utilizando-se sinais medidos que nao sao base-
ados em alto ganho para gerar a magnitude da lei de
controle por modos deslizantes. As estimativas do HGO
sao utilizadas apenas para formar a superficie de desliza-
mento. Desta forma, um eventual peaking (Sussmann &
Kokotovié¢, 1991) na varidvel de deslizamento é bloque-
ado pela convencional fungao sinal utilizada para imple-
mentar o sinal de controle por modos deslizantes, visto
que a magnitude do sinal de controle é funcao apenas de
sinais disponiveis bem condicionados (sem peaking).

Estabilidade global com respeito a um conjunto com-
pacto e convergéncia exponencial para um conjunto re-
sidual pequeno no espago de estado do erro sao provadas.
Exemplos académicos ilustram a classe de sistemas e o
comportamento dinamico do ganho do HGO.

2 PRELIMINARES

As seguintes notagoes e terminologia serao utilizadas ao
longo do texto:

e A norma-2 (Euclidiana) de um vetor z =
[#1 22 -+ 2,7 e a correspondente norma induzida
de uma matriz A sdo denotadas por |z| e |A], res-
pectivamente. O simbolo A\[A] denota o espectro de
A e Ay [A] = — max;{ Re{\[A]} }.

e A norma Lo de um sinal z(t) €IR™ é definida como
[ ¢l :=supo<, <4 [2(7)].

e Fungoes classe K e K4 sao definidas de acordo
com (Khalil, 2002, p. 144). ISS, OSS e IOSS sig-
nificam Input-State-Stable (ou Stability), Output-
State-Stable (ou Stability) e Input-Output-State-
Stable, respectivamente (Sontag & Wang, 1995).

o (i) a denota fungoes classe-K; (ii) # denota fungdes
classe-K; (iii) 7 denota fungdes classe-KL; (iv) ¥
denota fungoes classe-IC conhecidas; (v) ¢ e @ deno-
tam fungoes nao-negativas conhecidas.

Considere sistemas nao-lineares SISO da forma

‘C.C:f(xvt)+g($7t)u7 (1)
Y= h(lL’,t), (2)

onde u€IR é a entrada de controle (descontinua), y € IR
é a saida medida, = é o estado e as fungoes incertas
f(G,9),9(,-) e h(-,-) sdo suficientemente suaves para ga-
rantir existéncia local e unicidade de solucao a partir
de qualquer condicao inicial (xg,%). Para cada solugao
de (1) existe um intervalo de tempo méaximo de defini-
¢ao dado por [0, tar), onde tps pode ser finito ou infinito.

Portanto, o escape em tempo finito nao pode ser excluido
a priori. A definicao de solucao de Filippov é adotada
(Filippov, 1964), assim como o conceito de controle equi-
valente estendido (Hsu et al., 2002, Section 2.3). Denota-
se o sinal de controle equivalente (continuo por partes)
simplesmente por u(t).

Nossa estratégia de realimentacao de saida conta com
a implementacao de um observador ou estimador da
norma do estado da planta x. Na definicao a seguir:

(i) seja u a entrada da planta;
(ii

(iii

3

é a saida da planta;
é

)
)y
) Yo é uma funcao suave;

(iv) @o(+,+,t) € @o(-,t) sAo fungdes ndo-negativas, conti-
nuas por partes e limitadas em ¢ (como definido em
(Kaliora et al., 2006)), além de serem continuas em

seus outros argumentos.

Definicao 1 Um observador da norma para o sistema
(1)=(2) é um sistema dinamico de ordem-m da forma:

TIw1 = —w1 +u, (3)
7-2(/:)2 - 70(“2) + 7-2900((“}17 Y, t) ) (4)

com estados w1 € R, wy € R™! e constantes positivas
T1, T2 tais que para t € [0,tp):

(i) se |po| é uniformemente limitada por uma constante
¢o > 0, entdo |ws| pode escapar no méaximo expo-
nencialmente e existe 75(c,) tal que a dindmica-
wo é BIBS (Bounded-Input-Bounded-State) estdvel
w.r.t. @, para 7 < 75

(ii) para cada z(0),w;(0),w2(0), existe @, tal que
|2(6)] < Po(w(t), 1) +7o(1),

onde 7, := Bo(|wi(0)] + |w2(0)]| 4 |z(0)])e~** com
B, € Koo € constante positiva A,. |

W= [wl Wg y]T7 (5)

3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considera-se o problema de rastreamento global de sis-
temas da forma (1)—(2) transforméveis para a forma nor-
mal (Khalil, 2002):

’f]:fo(l’,t), (6)
é = A6+ bpkp($7t) [u+d(z,t)], y= ¢ &, (7)

onde o estado transformado é definido como

7= " € = T(a,1). (8)
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O subsistema-n representa a dinamica interna com 7 €
R™* e o estado da dindmica externa (§) é dado por
&=Ly g yle= ] 9)

O par (A,,b,) estd na forma canénica de Brunovsky, i.e,

01 -+ 0 0
A= ] = (10)
P 00 --- 1 P 0

00 - 0 1

ec,=1[10---0], além disso, d(x,t) é considerada como
uma perturbac@o néo-linear casada e k,(x,t) é o ganho
de alta frequéncia (high frequency gain - HFG) da planta
assumido nao-nulo. Note que é assumido, portanto, que
a planta (1)—(2) tem um grau relativo p forte®.

Na seguinte hipdtese, formula-se as restrigbes impostas
sobre T'(z,t), ky(x,t) e d(z,t), onde a dependéncia em
y = h(x,t) é explicitamente dada a fim de obtermos
majorantes menos conservadores. Antes de tudo, para
i =1,2,3, sejam:

(a) wi(]z|,y,t) fungdes ndo-negativas, crescentes e con-
tinuas em |z|, continuas em y, limitadas (majora-
das) e continuas por partes em t;

(b) @;(y,t) fungdes nao-negativas continuas em y e li-
mitadas e continuas por partes em t;

(¢) a;(|z]) fungbes classe-K localmente Lipschitz.

Hipétese 1 Existem fungoes conhecidas ¢;, @;, a; e
uma constante positiva conhecida c, tais que as seguin-
tes desigualdades sao verificadas Ve, y,Vt € [0,¢p):

Br(lz) +yr(y,t) < |T(z,t)] < e1(|a] . 1),
0< Cp S ]fp(l',t) S §02(|m‘7y7t)a
|d(I,t)| < @3(|l",y7t),

onde o; satisfaz ¢;(|z],y,t) < a;(|z]) + @:(y,t), Br é
alguma funcao classe-Ko, e yr é uma fungao escalar
nao-negativa e continua em y e continua por partes e
uniformemente limitada em ¢.

O limitante inferior para |T| assegura que se T estiver
limitado, entao x também estard e o limitante inferior
para k, garante que ele é positivo (sem perda de ge-
neralidade)?. Por outro lado, as funcdes que limitam

IEsta terminologia é utilizada em (Diao & Passino, 2001), onde
a dependéncia do tempo é considerada na entao chamada “derivada
de Lie modificada”.

20 caso com sgn(kp) desconhecido (diregdo de controle des-
conhecida) poderia ser considerado utilizando-se a generalizagio
da técnica de funcGes de monitoragao para grau relativo arbitrario
introduzida em (Oliveira et al., 2007).

superiormente ou majoram 7', k,, e d sao utilizadas para
obtermos limitantes em norma implementéveis para £, k,,
e d a partir do vetor de estado w do observador da norma
(3)—(4). Vale ressaltar que a transformacao T'(x,t) nao
é utilizada para obter w. De modo geral, os majoran-
tes dados na Hipdtese 1 impoem restri¢bes significativas
apenas com respeito a dependéncia no tempo, visto que
f(x,t),g9(x,t) e h(z,t) sdo suficientemente suaves (por
hipétese) para que T, k, ¢ d sejam continuos em z.

Observagao 1 (Forma Normal) Para plantas invari-
antes no tempo, a hipétese de grau relativo uniforme
(Khalil, 2002; Isidori, 1995) é uma condigao necesséria e
suficiente para a existéncia de uma mudanca de coorde-
nadas local (difeomorfismo local) que transforma (1)—(2)
em (6)—(7). Aqui, ndo é requerido que o mapeamento
T(z,t) (8) seja invertivel, mas somente uma transforma-
¢ao global. Uma condicao suficiente para assegurar que
a planta variante no tempo (1)—(2) seja transformavel
na forma normal é dada no Apéndice A.

Adicionalmente, assume-se que:

Hipétese 2 (Fase Minima) Existe uma fungao de ar-
mazenamento V'(n) satisfazendo B(|n|) < V(n) < B(|n|)
com @B € K, tal que:

ov
oy fo

Va,y,Vt € [0,trr), para algum [y € K e alguma fungao
escalar ndo-negativa o ([¢],t), continua em |£| e continua
por partes e limitada em t.

(xvt) < _/80(‘77|) + @0(|§|7t) )

A Hipétese 2 garante que a dindmica interna (6) tem
uma propriedade semelhante a ISS com respeito a uma
funcao apropriada de £ e t. Por essa razao, isso cor-
responde a uma generalizagao do conceito de plantas de
fase minima e possibilita concluirmos que se £ estiver
uniformemente limitado, entao n também estara.

Hipdtese 3 (Observabilidade da Norma) A planta
(1)~(2) admite um observador da norma (Defini¢ao 1)
para funcgoes 7., ¥,, @, conhecidas e constantes 71, 72 >0.

E bem conhecido da literatura que, no caso invari-
ante no tempo, se a planta (1)—(2) for IOSS (Sontag &
Wang, 1997) entao ela admite um observador da norma
de acordo com a Hipotese 3. Na Secgao 8, apresenta-se
uma classe mais geral de plantas nao-lineares e variantes
no tempo para a qual é possivel encontrarmos um obser-
vador da norma como (3)—(4). Tal classe engloba plan-
tas com condi¢ao de crescimento linear nos estados nao-
medidos e taxa de crescimento possivelmente dependente
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de n,y e t. E importante salientar que nao-linearidades
fortes (polinomiais) em 7 e y sdo permitidas.

3.1 Problema de Rastreamento Global

O objetivo é encontrar uma lei de controle dindmica u via
realimentagao de saida para levar o erro de rastreamento

ou de saida
e(t) = y(t) — ym(t) (11)

exponencialmente para zero ou alguma vizinhanga pe-
quena de zero (rastreamento pratico), partindo-se de
quaisquer condicoes iniciais da planta e do controlador
e mantendo todos os sinais da malha-fechada limitados
uniformemente, apesar das incertezas do sistema. A tra-
jetoria desejada y.,(t) é assumida ser gerada pelo se-
guinte modelo de referéncia:

Ap = Ap+b,K,,

gm = Amgm'f'bpkmra Ym = C?q:bfm 5

(12)
o . (p—1) 1T ‘

onde &m = [ Ym  Um yn 17, k>0 é cons-

tante, K,, € R'*? é tal que A,, seja Hurwitz e r(t) é

assumida continua por partes e uniformemente limitada.

3.2 Do Rastreamento para a Regulacao

Subtraindo (12) de (7) tem-se
e = Amée + bokplu + de] ,

onde & =& —¢&,, é o estado do erro de rastreamento,
el =110+ 0] (entdio e = & — &1 = Y — Ym) € A
perturbacao equivalente de entrada d. é definida por

kpde(2,€,1) = kyd(,t) — K& — kpr. (14)

e= cﬁfe , (13)

O problema de rastreamento pode ser formulado como
um problema de regulacao que consiste em encontrar
uma lei de controle por modos deslizantes via realimen-
tagdo de saida (OFSM) u tal que e seja regulado glo-
balmente para uma vizinhanga de zero (rastreamento
pratico). Note que, projetar u apenas para assegurar
a convergéncia de e para uma vizinhanca de zero nao
garante que os sinais em malha fechada estejam unifor-
memente limitados. O problema de rastreamento pratico
é projetar u (OFSM) de tal forma que, para quaisquer
condigoes x(0),w1(0),w2(0): (i) as solugdes de (3), (4),
(6) e (7) sejam uniformemente limitadas e (ii) a saida
e =& —&ma de (13), ie., o erro de rastreamento (11),
tenda para uma vizinhanca de zero quando t — oo.

3.3 Limitantes Auxiliares via Observador da
Norma

Os seguintes majorantes para &, k, e d sdo obtidos, a
menos de termos exponencialmente decrescentes, a par-

tir das funcoes limitantes dadas na Hipétese 1 e do ob-
servador da norma formulado na Definicao 1:

€] < 1 (w,t) + e, (15)
kp () < pa(w,t) + 1, (16)
|d(x,t)] < b3(w,t) + 71, (17)

onde wz(wat) = @i(2¢07y7t) + @z(y7t) (Z = 1a273) €
1 = B1(|w(0)] + |z(0))e™! com algum B; € Koo € Ao
na Definicao 1 (detalhes no Apéndice C). Assim, com ¢,
definido na Hipdtese 1 e a partir de (14) pode-se verificar
que |de| < |d|+ (| K ||&] +Em|r])/cp. Além disso, de (15)
e (17), a seguinte desigualdade se verifica:

|d€('ra§7t)| +5§ Q(w7t)+ﬂ-23 (18)
onde ¢ é uma constante nao-negativa arbitréria,
o(w,t) =g + (|Km|tr + kmlr[) fcp +6,  (19)

e my = |Kp|m/cp + m1.

4 LEIDE CONTROLE POR MODOS DES-
LIZANTES E REALIMENTACAO DE
SAIDA

Quando apenas y estd disponivel para realimentacao,
pode-se escolher

5’2:55820, ée::é_gmu (20)
como a superficie de deslizamento, onde S é tal que
(A, b,, S) é estritamente real positivo (strictly positive
real - SPR) e € é uma estimativa de £ (9) fornecida pelo
HGO. A lei de controle u é dada por

u = —p(w,t) sgn(a(t)). (21)

Assim, definindo o erro de estima¢do como

Eer=Ec—Ec =6 €, (22)

o seguinte lema pode ser enunciado.

Lema 1 (Propriedade ISS de |¢.| para &)
Considere a dinamica que governa £, em (13) com
saida 6 = S€, —S€., u dado em (21), g em (19) e d, em
(14). Entdo, (13) é ISS com respeito a & e a seguinte
desigualdade se verifica

()] < kel&e(t)] + e,

sendo 7. := B.(Jw(0)| + |2(0)] + [£.(0)])e™ e, Be € Koo,
0 < Ae < min{A,[An], Ao}, Ao dada na Definigdo 1 e
k. > 0 uma constante apropriada.
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Prova: Ver Apéndice D. |

Nosso objetivo é fornecer uma estimativa f por meio
de um HGO tal que a norma do erro de observagao
|€(t)| seja arbitrariamente pequena e utilizar o Lema 1
para concluir o rastreamento pratico e global. Como
demonstrado em (Peixoto, 2007), um HGO com ganho
constante nao é capaz de atender de forma global o
objetivo tracado para uma classe geral de plantas nao-
lineares e desta forma, seguindo a filosofia apresentada
em (Peixoto et al., 2007), nés iremos adotar um HGO
com ganho varidvel para atingirmos o rastreamento glo-
bal.

Um eventual peaking (Sussmann & Kokotovié, 1991) em
& é bloqueado pela fungéo sgn(-) em (21) e o sinal de con-
trole u é livre de peaking visto que p(w,t) é implemen-
tado utilizando-se apenas sinais disponiveis bem condi-
cionados (sem peaking). O esquema proposto é repre-
sentado na Fig. 1.

5 OBSERVADOR DE ALTO GANHO
(HGO) COM GANHO VARIAVEL

O HGO ¢ dado por

é = Apé +bpu+ Hy, Lo(y — Cpé) ) (23)
onde L, e H, sdo dados por
Lo=[ 1l l, ]TeHH::diag(u_l,...,M_”). (24)

O ganho do observador L, é tal que s” 4135”7 4. ..+
l, ¢ Hurwitz. Neste artigo, ao invés de usarmos um
parametro i constante, introduzimos um parametro p =
wu(t) #0,Vt € [0, tar) varidvel, da forma

o Iz
u(w,t) T 1 +wu(w,t) )

onde v, chamada fungao de dominagao, ¢ uma fun-
¢ao ndo-negativa (a ser definida) continua em seus argu-
mentos e i>0 é uma constante de projeto.

(25)

Para cada trajetéria do sistema, p é absolutamente con-
tinua e p <. Note que p é limitada para ¢ em qualquer
sub-intervalo finito de [0,¢,,). Portanto,

plw.t) € i), Vieltotar). (26)

para algum ¢, € [0,t5) e p€ (0, ).

Conside a planta SISO néo-linear (1)—(2) transforma-
vel na forma normal (6)—(7) sob as Hipdteses 1-3, lei
de controle (21), com g dado por (19) e observador de
alto ganho (23) com p sendo dado por (25) e funcao

de dominacao apropriada 1,. Entao, para constantes
To, i > 0 suficientemente pequenas, sao garantidas esta-
bilidade assintética global (global asymptotic stability -
GAS) do sistema do erro com respeito a um conjunto
compacto e convergéncia exponencial do estado do sis-
tema do erro para um conjunto residual de ordem fi, com
ambos os conjuntos sendo independentes das condigoes
iniciais do sistema. Além disso, todos os sinais do sis-
tema em malha fechada sdo uniformemente limitados. A
andlise de estabilidade detalhada e o enunciado formal
do resultado principal (Teorema 1) serdo apresentados
posteriormente na Segao 6.

5.1 Dinamica do Erro de Observacao

A transformacao (Cunha et al., 2009; Oh & Khalil, 1997)
¢:= Tugw T, = [NpHu]_l ) (27)

é fundamental para representar a dinamica de ée em
um sistema, de~coordenadas conveniente que nos permite
mostrar que & fica arbitrariamente pequeno, a menos
de termos exponencialmente decrescentes. Primeiro, a
partir de (10), (24) e (27), note que:

1
T, (A — HyLoc,) ;' = = A, (28)

u
T,b, = b, (29)
7,770 = Eal (30)

1)

onde
Ay:=A,—Loc, e A:=diag(l—p,2—p,...,0).

Em seguida, subtraindo-se (23) de (7) e aplicando-se as
relagoes acima, a dindmica de & (22) na nova coorde-
nada ¢ (27) é dada por:

N’C = [Ao + /u'(t)A]C + bP[IU'V] ) (31)

onde
vi=(k, —Du+kyd. (32)

5.2 Projeto da Funcao de Dominacao

O ganho do HGO ¢ inversamente proporcional ao pe-
queno parametro u, e é permitido ser variante no tempo
a fim de garantir o rastreamento global. Nesta secéo,
nossa tarefa é estabelecer as propriedades que a fun-
cao de dominacao 9, (w,t) em (25) deve possuir para
que plv| e || sejam suficientemente pequenas, ao menos
apés um um intervalo de tempo finito. Consequente-
mente, apds um tempo finito, 1 ndo afeta a estabilidade
de A, em (31) e ( ou . podem ser feitos arbitraria-
mente pequenos, a menos de termos exponencialmente
decrescentes.
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Modelo

T Ym
M(s)

f
L

u a=f(@)+g(z)u

y=h(z)

S sgn(-)

Planta N&ao-linear

Malha de Deslizamento Ideal

Figura 1: Controlador OFSM global usando HGO com ganho varidvel.

5.2.1 Limitantes Superiores Auxiliares

Note que, a partir de (21), tem-se |u(t)| < p(w,t). As-
sim, a partir dos limitantes superiores (16) e (17), o sinal
v (32) satisfaz

lv| < ¥y (w,t) + 73, (33)

onde 9, 1= o2 + 0 + 0% + 2th3 + 3 + Y3 é conhecido
e m3 := 3m%. Entdo, de (25) e (33), pode-se escrever

. ff% it pms. (34)
Com o intuito de desenvolver um majorante para |,
nés precisaremos de um limitante superior para |w|. A
partir de (9), tem-se |j| < [£| e, de (15), pode-se verificar
que || < Y1(w,t) + m. Além disso, da Defini¢do 1
e de (21), wy e wy satisfazem 7i|w1| < |wi| + o(w,t) e
Talwa| < |¥e(w2)| + T2|@o|, respectivamente. Portanto,
pode-se concluir que

plvl <

o] < Polw,t) +m1, (35)

onde ¥, (w,t) := P1 + |wi|/71 + o/T1 + |Yol/T2 + |®0]
é conhecido. Finalmente, multiplicando-se (25) e (35),
conseguimos

w

1+,

plw| < fi+ (36)

5.2.2 Propriedades da Funcdo de Dominacdo

Nés comecamos escolhendo a fungao de dominacao 1,
em (25) para que as seguintes propriedades sejam satis-
feitas com 1, em (33) e 1, em (35):

(PO) v, < cuo(l+vy) and by, < cuo(l +1py), VYt €
[0,tar), sendo ¢, > 0 uma constante conhecida.

Se 1, satisfaz (P0) entdo, a partir de 34) e (36), plv| e
1|w| podem ser limitadas por
plv| < O() + ps .
o] < O() + s

A fim de obtermos um majorante para ||, i pode ser
calculado diferenciando-se (25):

2 % Oy
=1 | S S| - By 2y,
i | Ow ot 1+, 1+,
(39)

Note que, [ € um sinal continuo por partes que pode ser
limitado superiormente por

‘%
1+ 4, 1+,

Nossa estratégia é projetar ¢, (w,t) tal que a seguinte
propriedade adicional seja satisfeita:

‘ oY,

[A(t)] < ple| + (40)

(P1) ’% < en(1+1,) and’% < cur(1+1,), Vt €

[0,tar), sendo ¢,1 > 0 uma constante conhecida.

Essa propriedade é trivialmente satisfeita por uma fun-

¢éo polinomial ¢, com coeficientes positivos (vide Se-

¢ao 5.2.3).

Agora, com 1, satisfazendo (P1), tem-se que:
m(t)lgcul/f"d)' + Cutfh- (41)

Consequentemente, de (41), (37) e (38) a seguinte desi-
gualdade pode ser obtida:
[a@®)|, ulv] < O(R) + pra., (42)

onde 7y 1= ¢, 1M + 3.
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Note que, a partir de (5) e da Hipdtese 1, se qualquer
sinal do sistema em malha fechada escapa em tempo fi-
nito, entdo w também escapa. Realmente, de acordo
com a Hipétese 3, o sistema goza da propriedade de-
nominada unboundedness observability (UO) (Angeli &
Sontag, 1999). Nos usaremos este fato para projetar
1 (w, t) de modo que se w escapa em algum tempo finito
entdo 1, (w,t) também escapa nao posteriormente a este
instante. A partir de (25), isso ird garantir que o segundo
termo no lado direito de (42) serd de ordem O(j1), antes
de qualquer eventual escape em tempo finito.

Com essa finalidade, 1, deve ser projetado para satisfa-
zer a propriedade:

(P2) [Jwelle ! < ahy(w,t), Yw,Vt € [0,p), sendo A,
uma constante positiva de projeto.

O termo exponencial com taxa A, atua como um fator
de esquecimento que permite um projeto para 1, menos
conservador. Relembrando que 74 pode ser escrito como
74 = Ba(Jw(0)] + [(0)])e=24t, com By € Ko e Ay sendo
uma constante positiva, entdo, se 1), satisfaz (P2), a
seguinte relagao pode ser obtida

UETPS ﬂ/84(|w(0)| + |2(0)])e =t
1+, ~ L+ Jlwg|le=rnt

Vte0,tnr). Pode-se mostrar que (vide Section C) o lado
direito de (43) é majorado por i, a0 menos apds algum
tempo finito (¢, > 0). Finalmente, se ¢, é projetado
para que (P0)—(P2) sejam satisfeitas, entdao de (42) e (43)
pode-se verificar que existe um tempo finito ¢,, € [0, %)
tal que:

jwl €] < B (lw(0)[+]2z(0) [ +1C(0)]) ,

|M(t)| ) U|V| < O(/j) ; vt € [tuvtM)v (45)

com algum f5 € K. Para compreender que (44) e (45)
sdo satisfeitas, veja o Apéndice C.

pry <[ ;o (43)

vVt € [0,t,), (44)

5.2.3 Um Projeto Especifico para o Ganho Dindmico

A hipdtese a seguir € 1til para determinar ao menos uma
classe especifica de p’s variantes no tempo, satisfazendo
as propriedades listadas acima.

Hipétese 4 Existe um polinémio p,(|w|) em |w|, com
coeficientes reais positivos, tal que as fungoes ¢,, g, (Hi-
pétese 3) e as fungdes limitantes ;, @; (Hipdtese 1) sa-
tisfazem (i = 1,2, 3):

Yo(w2)l s [o(wr,y,t)] < Du(lwl)

@i(mﬁo(w,t)’i% t) ) @i(yat) < pu(|w‘) .

Agora, relembrando que ¢, (w,t) em (33) e 1, (w,t) em
(35) sdo dadas por ¢, (w,t) = oty + 0+ 0* + thaths +
Y5+ 3 e (W, t) = Y1+ |wil/11+0/T1 + [l /T2 + |2l
respectivamente, onde ¥; = ©;(2@,,y,t) + @i (y,t) (i =
1,2,3) em (15)—(17). Entdo, com a Hipétese 4, pode-
se facilmente obter um polinémio p,(lw|) em |w|, com
coeficiente reais positivos, tal que:

Vv s Yo < pu(lw]) . (46)
Aqui, nés escolhemos 9, como:
Yu(w, 1) = pu(w]) + [lwefle ™", (47)

onde A, >0 ¢ uma constante de projeto. Nao ¢é dificil
verificar que (47) satisfaz (P0) e (P2). Para compreender
como (P1) também é satisfeita, veja o Apéndice C.

De acordo com a Hipdtese 4, assume-se a existéncia de
um mesmo polindmio como funcao de majoragao para
as funcoes ¢,, @0, i € Pi, 0 que pode ser conservador
no sentido de se obter valores muito conservadores de
D €, consequentemente, valores muito pequenos para
p(t). Vale ressaltar que essa hipdtese nao é téo restritiva
visto que apenas condigoes de crescimento polinomial sao

impostas a Po, 9503 Yos Pis SZZ

6 ANALISE DE ESTABILIDADE E
RESULTADOS PRINCIPAIS

A fim de considerar todas as condigoes iniciais de todos
os sinais envolvidos no sistema do erro (13) e (31), seja:

() =["(1), & (1), ¢T (1), 2°(t):=2"(0)e™

na qual 2°(0):=[n7(0) wT(0)] e A > 0 é uma constante
genérica. A analise de estabilidade do controlador em
malha fechada é conduzida no Apéndice D através dos
seguintes passos:

(48)

Passo-1 Primeiramente, nés demonstramos que |z(t)| é
uniformemente limitado por uma fungao classe-K o,
de [2(0)], Vt€[0,¢,).

Passo-2 Depois, para t € [t,,ty) nés provamos que a
norma do erro de observacao é limitada por |€,(t)| <
B.1(]2(0)])e=*=1t + O(j1), onde A,; > 0 é uma cons-
tante e 8,1 € K, desde que f seja escolhido sufici-
entemente pequeno e (P0)—(P1) sejam satisfeitas.

Passo-3 Aplicando-se o Lema 1, pode-se também verifi-
car que €|, |2(t)] < Bea(|2(0))e == + O(f), onde
A2 > 0 é uma constante e B, € K4. Além disso,
z(t) nao pode escapar em tempo finito.
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Passo-4 Finalmente, verifica-se que nenhum sinal da
malha fechada pode escapar em tempo finito e que
s@o uniformemente limitados V¢, contanto que 7 (na
Definigao 1) seja escolhido suficientemente pequeno.

O seguinte teorema resume o resultado principal.

Teorema 1 Considere a planta nao-linear SISO (1)—(2)
transformével na forma normal (6)—(7) sob as Hipdte-
ses 1-3. Seja a lei de controle dada por (21), com g em
(19) e considere o observador de alto ganho (23) com pu
dado por (25) e a funcao de dominacao 1, projetada tal
que as propriedades (P0)—(P2) sejam verificadas. En-
tao, para constantes 7o, i >0 suficientemente pequenas,
existem (. (-) € Ko e constantes positivas a, b tais que o
estado completo do erro z (48) satisfaz

|2(t)] < [B:(12(0)]) + b e~ + O(f) , (49)
YVt >0 e Vz(0), i.e., GAS uniforme do sistema do erro
com respeito ao conjunto compacto {z : |z| <b} e con-
vergéncia exponencial de z(t) para um conjunto residual
de ordem O(f) sao garantidas, com ambos os conjuntos
sendo independentes das condigoes iniciais. Além disso,
todos os sinais do sistema em malha fechada sao unifor-
memente limitados.

Prova: Ver Apéndice D. |

O fenémeno de chattering de frequéncia finita (Edwards
& Spurgeon, 1998) é evitado e um modo deslizante ideal
é produzido gracas a uma malha de deslizamento ideal
formada em torno da fungao relé (vide Fig. 1), de acordo
com o seguinte corolario.

Corolario 1 (Modo Deslizante Ideal)
Adicionalmente as hipdteses do Teorema 1, se o >
| K ||&m| + [kml|r| + 6 com 6 > 0, entdo o modo desli-
zante 6 =0 é alcancado em tempo finito.

Prova: Ver Apéndice D. [ ]

Observagao 2 (Chattering no Controle)

A importancia da existéncia do modo deslizante ideal
ja foi discutida em vérios trabalhos, e.g., (Utkin, 1992;
Bondarev et al., 1985; Hsu, 1997). Isto se deve porque,
na auséncia de ruido, a frequéncia do chattering pode
ser arbitrariamente aumentada reduzindo-se o periodo
de amostragem na implementagao digital em tempo real
do esquema de controle. Em muitas aplicagdes, como
em conversores ou acionamentos elétricos, o chattering
com frequéncia suficientemente alta é aceitavel e pre-
serva as vantagens do controle por modos deslizantes.

Ao contrario, quando filtros diferenciadores causais line-
ares sao utilizados para reconstruir os estados requeri-
dos na fungao de chaveamento &, pequenos e inevitaveis
atrasos sao introduzidos na malha de alta frequéncia e
isso geralmente leva ao chattering com frequéncia limi-
tada, independentemente do periodo de amostragem, o
que deteriora o desempenho do controle por modos des-
lizantes.

Observagao 3 (Auséncia de Peaking) Pode-se con-
cluir que &, é livre de peaking notando-se que (13) é ISS
com respeito a u e que a fungdo sgn(-) em u (21) bloqueia
qualquer eventual peaking presente em é para u.

7 ALGORITMO DO CONTROLADOR

O projeto completo do controlador é resumido na Ta-
bela 1. Os parametros de projeto podem ser obtidos
€como a seguir.

Primeiramente, nés projetamos o observador da norma
para a o estado da planta z, de acordo com a Definicao 1,
e transformamos o sistema original para a forma normal.
A partir da fungoes limitantes @,, v;, @; (i = 1,2, 3), da-
das nas Hipdteses 1-3, obtém-se: as fungoes 1;, a funcao
de modulagao (ganho de controle) (19) o e as fungdes li-
mitantes i, € ¥,.

Depois, projeta-se a fungao de dominagao 1, satisfa-
zendo as propriedades (P0)—(P2). A constante A, >0 é
arbitraria e L, é tal que sP+l1s° 1+, . A+, seja Hurwitz.
O HGO pode ser implementado a partir de (23). As-
sim, a lei de controle (21) é implementada com superficie
de deslizamento (20) escolhida para que (A, b,, S) seja
SPR.

A partir das fungoes ¢,,7, e da constante 71 dada na
Hipétese 3, implementa-se o observador da norma. Fi-
nalmente, por simulagao, nés iniciamos o algoritmo com
valores nao tao pequenos de i, 72 e depois diminuimos
[ até que um rastreamento aceitavel seja obtido. Pos-
teriormente, nés diminuimos 7 a fim de assegurar que
wo seja limitado (vide Definigdo 1). Note que a andlise
de estabilidade (Teorema 1) assegura a existéncia de fi e
To suficientemente pequenos para se obter rastreamento
aceitavel e todos os sinais em malha fechada limitados
uniformemente, independentemente das condicoes inici-
ais. Entretanto, vale ressaltar que uma determinada sin-
tonia de ji, 7o pode ser vélida apenas para as condicoes
iniciais utilizadas no procedimento de sintonia descrito.

O projeto da fungdo de modulagao ¢ pode ser conser-
vador no sentido de gerar amplitudes elevadas do sinal
de controle, podendo eventualmente saturar o atuador
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durante um transitério em um experimento real. Além
disso, valores muito pequenos de ji e 75 pode inviabi-
lizar a implementacao digital do HGO e do estimador
da norma, respectivamente. Por outro lado, de acordo
com o Teorema 1, o erro de rastreamento converge para
um conjunto residual de ordem O(fi) uma vez escolhidos
valores de [i e 1o suficientemente pequenos e uma fun-
¢ao de modulacao apropriada. Portanto, fica evidente os
impactos do conservadorismo sobre o rastreamento.

8 UMA CLASSE ILUSTRATIVA DE
PLANTAS NAO-LINEARES

N6s podemos controlar plantas (1)—(2) da forma
,’;] = ¢0(x7 Y, t) ) (50)

U1 = Vg +¢1(x,y,t),

(51)
= Up + d)p—l('l:a y7t) I
'[]p - kuu + (bp(xa yvt) 3

Yy="uv,

transformdveis para a forma normal (vide Observagao 1)
satisfazendo a Hipdtese 1. O estado x é particionado em
2 =19 T ], com v € RP, e k, > 0 sendo uma
constante. Note que esse sistema nao esta nem na forma
triangular nem é invariante no tempo como em (Praly

& Jiang, 2004).

Agora, nés formularemos condicdes suficientes para ¢’ =
[61 ... ¢,] tais que (50)—(51) satisfaca a hipétese de fase
minima (Hipé6tese 2) e a hipStese sobre a existéncia de
um observador da norma (Hipdtese 3).

Assim como em (Qian & Lin, 2002; Praly & Jiang, 2004;
Choi & Lim, 2005), considera-se que:

(C0) (Condicao de Triangularidade) Parai=1,...,p:

|0il < er(inls g, )(Jor] + .+ oil) + @u(lnl, y, 1)

vte|0,tn), onde @, @, sdo fungdes conhecidas néo-
negativas, continuas em y e continuas por partes e
limitadas em ¢ satisfazendo ¢..(|n|,y,t) < ¥,.(|n]) +
(1) © pullnl,y.t) < o (In]) + @o(y, £) com fun-
¢oes U,., U, € K localmente Lipschitz também co-
nhecidas.

Para o subsistema 7, ndés admitimos que pode-se ob-
ter uma funcdo de armazenamento V(n) satisfazendo
a(lnl) < V(n) < a(ln]), com a(o) = Ao?, a(o) = ro? e
A, A conhecidos de modo que a seguinte condicao é veri-
ficada.

(C1) Existem fungées conhecidas nao-negativas
<p,7(y,t), continuas em ¥, continuas por partes e
limitadas em ¢ e um « € K também conhecido tal
que Vt € [0,tn):

oV (n)
n

¢o < —a([n]) + ¢q(y, 1), (52)
onde a funcdo classe-IC oo @~ ! é stiffening® no in-
tervalo (0, 00).

Note que, (C1) implica na Hipé6tese 2. Além disso, (CO0)
e (C1) nos permitem implementar o seguinte observador
da norma de 3% ordem para x:

7'1(,2)1 = —wy + u, (53)
Wo1 = —cowa1 + p1(y, 1), (54)
Towgz = —(1 — e7“?2) + 1o (wa1) + T23(y,t),  (55)

que estd em concordancia com a Definicao 1. A dinamica
de wayy fornece um majorante para |n|, enquanto que a
dindmica de wgy prové um majorante para |v|, de modo
que:

2] < @alwr,war,y, t,72) + cre®?!@22l 4o (56)
sendo c¢g,c1,co constantes nao-negativas, w =
Bo(|w(0)] + |z(0)))e=** e 71,72,A, constantes posi-
tivas de projeto. No Apéndice B, sdao dados os passos
necessarios para obtermos as fungoes @1, 2, @3 € @4 do
observador da norma. A seguir, ilustra-se a classe de
sistemas através de um exemplo académico nao-trivial.

Exemplo 1 (Classe de Sistemas) Considere a se-
guinte planta nao-linear de 4% ordem e grau relativo
p=3:

i =—n"—lyln* +yo(t), (57)
b = vy + 1y,

. v3 2

U2 =3 + It 402 sen(v2) + 17 yvz,
V3 = U +772y vg/‘?v;/?’ ,

Y =1, (58)

na qual 6(t) é uma funcao variante no tempo uniforme-
mente limitada. Os termos nao-lineares na dindmica de
v satisfazem (CO) com ¢, = n2|y| e v, = |nly® + 0.25

3 Assim como em (Arcak et al., 2002), nés dizemos que a1(o)
é stiffening se para todo A > 0, existe ¢ > 0 tal que 0 > € =
a1(0) > Ao. Uma condigdo menos conservadora sobre a0 a ™1 tal
qual a condi¢gdo ULLB (ultimately linearly lower bounded) intro-
duzida em (Oliveira et al., 2010b; Oliveira et al., 2009) poderia ser
utilizada ao invés da restrigao stiffening.
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Tabela 1: Algoritmo proposto para atingir rastreamento global com HGO dindmico e e controle por modos deslizantes livre de

peaking.

Modelo de Referéncia (12)

ém = Amgm + bpkmr,

gm::[ Ym ym y%il) ]T‘

Erro de Saida (11)

C=Y—Ym -

Observador da Norma (4)

TIw1 = —w1 + U € Tawz = Yo(w2) + Towo(w1,y,t) (vide Def. 1).

Limitantes Auxiliares

wi(w7t) = @1(2@0724,1‘}) + @1(y7t) (7' - 17273)7 com i, ¢; em HI.

Fungao de Modulagao (19)

Q(wvt) = 1/13(‘*’70 + |Km\¢1(w»t) + k’m|’f’| +4.

Fungdo de Dominagao

Yo (w,t) 1= otha + 0+ 0% + a3 + V3 + 43,
Yo (w, t) =1 + |wi|/71 + o/T1 + [Yo|/T2 + o],

HGO (23)
Lo = [

Parametro p (25)

pw, t) ==

Yu(w, t) satisfazendo (P0)(P1)(P2).
é = Aﬂé +bpu + H, L,(y — Cpé)
I, 1"

m , sendo i uma constante de projeto.

ll ] HM :diag(uilv--'auip)7

Superficie de Deslizamento (20)

0= S(é - gm) =0 com (Am»bw‘s) SPR.

Lei de Controle (21)

u= —p(w,t)sgn(a(t)) .

e a dindmica interna, adaptada de (Jiang et al., 2004,
Ex. 1), satisfaz (C1) com V(n) = n?/2, a = [n|6/4 e
o = y2[1462]/240.55. O termo cruzado vg/své/s foi
inspirado em (Qian & Lin, 2002, Ex. 2.4) e (Choi &
Lim, 2005). Note que o sistema é nao-triangular mas é
transformével para a forma normal (6)—(7). Além disso,
a partir do calculo das derivadas temporais ¥, ij, ¥ pode-
se obter T'(x,t),k,(x,t) e d(x,t) satisfazendo a Hipé-
tese 1. A Hipotese 3 também ¢é verificada e os passos
para construirmos o observador da norma (53)—(55) sao
fornecidos no Apéndice B. [ |

No préximo exemplo, nés focamos apenas em observar
o comportamento variante no tempo de ().

Exemplo 2 (Comportamento do Pardmetro )
Considere o caso simples, sem dinamica dos zeros e grau
relativo dois (p=2), onde (50)—(51) é reduzido para:

’01 = V2,
Uy = kyu — 0109 + 52y2 + 03 sen(27754t) s

Yy ="uv1.

A planta ji estd na forma normal (6)—(7) (com T =
I), na qual £ = z, ky, = ky e kyd = —61&2 + G2y +
d5 sen(2mdst). A Hipétese 1 é satisfeita com: ¢ = yp =
p1=1La1=0r=0,¢ =102 =0 =2, a2 =0,
az = 3|z|, p3 = 3y> +2 e p3 = az + @3.

Os parametros incertos sdo: 1 <k, <2, 1<6§;,0 <
3,05<d03<2e8 <d4 <10. Os parametros reais da
planta, assumidos desconhecidos, sao k, = 2, 6 = 2,
5221, 53:0.7 € 54:10.

Naturalmente, a Hipdtese 2 (e (C1)) sdo inexistentes
neste caso. Além disso, visto que d; > 0, ndo é dificil
verificar que a Hipdtese 3 é satisfeita com o observador
da norma de 22 ordem da Tabela 1, sendo: 71 =15 =1,
Yo = —Wa, Po = 8lwi|+3y* +2 e Py = 2Jwi| + |wa| + |yl
Note que, como v; = y é medido, apenas um limitante
para a norma de vo = ¢ é necessario.

Na Tabela 1, o par (A,,b,) estd na forma canoénica de
Brunovsky (com p=2) e a trajetéria desejada y., é ge-
rada com k,, =4, A, = A, + b0, K, Ky = —4 —2]
e r = sgn(sen(0.57t)). As funcées de modulacdo e do-
minagéo sdo dadas por ¢ = 15|ws| + 7.4|wa| + 4.4|y| +
3y?+4|r|+2.1 e 1, = 56|w1 |+ 28|wa|+13|y|+ 15y 422,
respectivamente. Além disso, o HGO e a superficie de
deslizamento sao implementados com [y = 2, [ = 1 e
S=[2 1].

Para y(0) = 0 e y(0) = 0, com um constante e grande
valor de u(t) = p=1, uma aparente degradacdo na pre-
cisdo do rastreamento em malha fechada (y nem mesmo
converge para y,,) é observado na Fig. 2 (a). Além disso,
para y(0) = 5 e (0) = 0, a saida da planta escapa em
t ~ 1.79s (curva nao mostrada). Por outro lado, quando
o parametro u(t) variante no tempo é implementado com
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Figura 2: Resultados de Simula¢do. (a): (linha tracejada) y, (linha continua) ¥ quando p é mantido constante igual a p =1,
com y(0) = 0 e (0) = 0; (b): (linha tracejada) y, (linha continua) y.» quando p(t) é variante no tempo de acordo com (25) com
=1, y(0)=5ey(0) =0; (c): o pardmetro variante no tempo p(t).

o mesmo grande valor em =1, a saida da planta con-
verge para a trajetéria desejada a partir de y(0) = 5,
como mostrado na Fig. 2 (b). Neste caso, a evolucao
de u(t) ao longo do tempo é mostrada na Fig. 2 (c),
a partir da qual pode-se verificar que uma constante
u = f = 0.0005 poderia ser usada. Entretanto, esse
valor nao é conhecido a priori. Além do mais, muito
cuidado deve ser tomado ao reduzir ji, visto que existe
um compromisso entre robustez a ruido de medicao e a
precisao do rastreamento. Até o presente momento, ndao
existe estratégia de controle por modos deslizantes que
seja imune a ruido de medicao. Isto ainda é mais critico
em esquemas via realimentacao de saida baseados em di-
ferenciadores e observadores de alto ganho, como é caso
do esquema proposto neste trabalho. Por outro lado, os
testes experimentais realizados com esquemas também
baseados em alto ganho (Cunha et al., 2005) indicam
que a robustez do algoritmo proposto com respeito a
ruido de medigao é, até certo ponto, aceitavel. Apesar
disso, uma melhor avaliacao da influéncia do ruido de
medicao no desempenho do sistema de controle se faz
necessaria.

Na Fig. 3, o transitorio do estado estimado é é apresen-
tada. A Fig. 3(a) mostra a convergéncia rapida de &
para a saida da planta y. A Fig. 3(b) mostra o peaking
presente em 52 que também converge para y apds um

rapido transitério. |

9 CONCLUSOES

O desafiador problema de rastreamento global para sis-
temas SISO nao-lineares incertos e variantes no tempo
foi resolvido através do controle por modos deslizan-
tes utilizando somente realimentagao de saida. Foi
considerada uma ampla classe de plantas que incluem
nao-linearidades majoradas de forma afim no estado
nao-medido com taxa de crescimento dependente nao-
linearmente de estados internos e da saida medida. Este
artigo mostra que é possivel aplicar técnicas de domina-
¢ao e projetar um HGO com ganho dinamico a fim de
obter rastreamento global e pratico via controle por mo-
dos deslizantes e realimentagao de saida, livre de peaking.
Acreditamos que esse seja o primeiro resultado global no
contexto de SMC para a classe de sistemas considerada.

A CONDICOES GEOMETRICAS PARA A
FORMA NORMAL

A fim de considerar explicitamente a dependéncia do
tempo de f(z,t) em (1), seja: By :=Lfr—1+ dﬁgt’l +

ALy 'h] .
—45—, para k € {1,...,p} e Bop :=0. Uma condigdo

suficiente para garantir que a planta variante no tempo
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Figura 3: Resultados de Simulagdo. Estimativas do transitério do HGO (a): (linha continua) y, (linha tracejada) &, (b): (linha

continua) ¢, (linha tracejada) &.

(1)—(2) é transformével para a forma normal é dada por:
L, [L’}h + 0k]=0 (k€{0,...,p—2}), onde a derivada de
Lie de uma funcao h ao longo de um campo vetorial f
é denotada por Lyh, como em (Khalil, 2002, pp. 510).
Neste caso, a transformacao T'(z,t)=[n" T[ (x,t)] ¢ tal

T
que Tei=[LYh+0o, Lyh+By, ... L h4B,1] . Adi

cionalmente, o HFG da planta k,(z,t) = L, [L;_lh +
Bp-1], a perturbagio de entrada d(z,t) = (Lih+0,)/kp
e T devem satisfazer a Hipotese 1.

B OBSERVADOR DA NORMA

Neste apéndice, considera-se sistemas na forma (50)—(51)
satisfazendo (C0) e (C1) da Segéo 8. A seguir, nds forne-
cemos 0s passos para a obtencgao do observador da norma
(53)—(55), de acordo com a Definicao 1.

e Limitante para |n|: obtendo ¢y e 1 em (54)

A vpartir de (Cl), a fungdo ay é stiffening. Isso ga-
rante que aj(0) > Ao, Vo > €, para qualquer € > 0
e 0 <\ < aj(e)/e. Além disso, de (52), pode-se es-
crever V. < —ay (V) + ¢,(y,t) ou, equivalentemente,
V <AV 4+ AV —ar (V)] + ¢, (y, t). Agora, dado qual-
quer V, ou V < € ou V > e. Consequentemente, ou
V < AV + [Ae+ai(€)] + ¢, ou V < AV + ., 0 que
nos faz concluir que V < AV +[Ae+ai(e)]+¢,. Por-

tanto, usando o Teorema da Comparacao (Khalil, 2002),
obtém-se

V<e @ xpi(yt) + V(n(0)e ",

onde @1 = ¢, + coe + a1(€), cop = A s@o conhecidos e
o operador * denota a convolugao pura. Relembrando
que A|n|? <V, entdo pode-se obter |n| < /|wa1|/A+ mo,
com woy em (54) e mp sendo um termo exponencialmente
decrescente dependente de |n(0)] e |wa1(0)]-

e Limitante para |v|: obtendo 2 e p3 em (55)

Serd til reescrever (51) na forma compacta

0= A,v+bykyu+ ¢(x,t), (59)

onde (A,,b,) é o par canbnico de Brunovsky e aplicar a

mudanca de varidvel ¥ = v — b,k, 71w para obtermos:
v=A,0+byky,w1 + ¢.

Pela observabilidade do par (A,,c,), onde ¢, =

[10 ... 0], existe uma matriz P = PT > 0 e um ve-

tor coluna arbitrario L satisfazendo AT P + PA; = —1,
sendo A;, = A, — Lc, uma matriz Hurwitz.

Agora, considerando Ty := diag(1,¢,¢%,...,6”71) e uma
constante € >0 qualquer, as seguintes propriedades po-
dem ser checadas: (i) T1A,T; " = e 4,, (i) ¢,T7 "
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¢, e (iii) T1b, = bye”~!. Assim, somando e subtraindo o
termo (ETl)_chp@ na dinamica de v, pode-se escrever
v =[A,—(eT1) "' Le,)v+bpkywi + ¢+ (¢T1) ' Ly. Além
disso, aplicando-se a transformacao ¥ = T1v e conside-
rando as propriedades (i)—(iii) acima, tem-se que

0= e YALY + bpe? Tk +e 'Ly + T

O passo chave é notar que, devido a condigdo de trian-
gularidade (CO):

|T1 | < koprd] + @9,

onde ky é independente de e. Em seguida, utilizando-se
a derivada de Dini* e o limitante superior ¥, dado em
(C0), a derivada temporal de V := (97 P1¥)/? ao longo
da solucao da dinamica de ¢ satisfaz

} c
V< _iv + 20V + @1(war, w1, y,t,€) + 71,

onde 7 é um termo exponencialmente decrescente e a
fungao nao-negativa @1, assim como, as constantes nao-
negativas ¢y, co sao todas conhecidas, satisfazendo ¢; <
1/(2Amaz(P)), c2 > |Plkg/Amin(P) e [|bpe?  hywr +

e~ Ly| + pules < @1 + 1, com cg > |P|/\/Amin(P).

Portanto, dado qualquer V', ou
V<g ou VE-SVaepV4+Vim.  (60)

Agora, considere

Pa(wor,y,t) := pa(wa1) + w3(y, 1), (61)

com as fungdes nao-negativas s, p3 em (55) a serem
determinadas. Assim, (55) pode ser escrita como
. 1 -
Wap = ——7(wa2) + Pa, (62)
T2
como y(o) :=1—e~ 7. Consequentemente, utilizando-se

a fungdo limitante ¥,., dada em (CO), devemos escolher
@4 em (61) (e as fungdes g2, ¢3) a fim de satisfazer:

CoQPr + 1 S ()54((*)21; y7t) .
e Limitante para |v|

O limitante para o subsistema-v pode ser obtido
considerando-se dois casos para a taxa de crescimento
or(nl,y,t): ©r > ky e o, < k., onde k, = 3/(caT2) € T2
é a constante positiva de projeto em (62).

4Para evitarmos a derivada de Dini, poderiamos ter utilizado a
relacdo ab < a? + b2, vélida Va,b > 0, & custa de algum conserva-
dorismo.

Caso 1: Neste caso, tem-se 3/75 < cokr +1 < oo +
1 < @4. Deste modo, pode-se verificar que

Y(o) <2< mps—1, Vo. (63)
Agora, considere W :=In(V + 1) (Kaliora et al., 2006).
Entdao, W = V/(V + 1) e, a partir de (60), pode-se
escrever

1
V<g3 or WS—T—’y(W)—F@;—Fm, (64)
2
com € = €172, $3 := P1le—c, 7, € Notando-se que V/(V +
1), 1/(V+1) <L

Agora, dado qualquer W, temos duas possibilidades:
W <wago ou W >wss. Considerando o dltimo caso, pode-
se escrever —y(wag2) > —y(W), visto que v é uma fungao
crescente. Por essa razao, a partir de (64) e (62), tem-se
que oy > W — mp. Além do mais, de (63), wag tam-
bém satisfaz woe > 1/75. Consequentemente, somando
as duas ultimas desigualdades obtém-se

. 1
W —2w99 < —— + ..
T2

Recordando que m = fBie 1t e fazendo W = W +
71 /A1, para alguma constante positiva A1 e 1 € Koo
Entdo, tem-se W — 29y < f%, a partir do qual pode-se
concluir que, W < 2wag — t/75 + [W(0) — 2w22(0)|. Note
que, é sempre possivel encontrar um termo exponencial-
mente decrescente que seja um majorante para a fungao
afim no tempo acima, i.e., —t/7o+|W (0) —2waa(0)| < ma,
onde 3 := Bo(JW(0)] + |waz(0)])e™?2t, com B € Koo e
alguma constante Ay > 0. Finalmente, dado W, pode-se
concluir que W < 2|was| + w3 + m1 /A1 e, utilizando o
Teorema da Comparagao (Khalil, 2002) e relembrando
que V =e" — 1, podemos escrever

Vv S 62|w22\ + T3, (65)

sendo 73 um termo exponencial decrescente.

Caso 2: Assuma que ¢, <k, e faga ¢ = c1/(c2k, +2)
em (60). Desta forma, pode-se escrever:

V<@ or V<-V4m, (66)
na qual Yo = @1|c—c, /(cok,+2)- Neste caso, somando os
dois limitantes obtidos de (66), podemos escrever tam-
bém

V < @a +my, (67)

sendo 74 um termo exponencial decrescente. Assim, a
partir de (65) e (67) tem-se

V S €2|WQ2| + @1 (w217 w1,Y, t? 6) + 5 (68)
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com € = ¢1/(3/72 + 2) e utilizando-se a desigualdade de
Rayleigh, pode-se obter um limitante superior para v.

Finalmente, juntando-se os majorantes para |v| e |n]|,
podemos obter a fun¢ao nao-negativa ¢4 e as constantes
nao-negativas em (56).

C PROVAS AUXILIARES

e Demonstragées das Desigualdades (15), (16)
e (17)

Do observador da norma do estado da planta, tem-se
|| < @o(w,t) + m,. Note que, para qualquer fungao
crescente ¢ : IRT — IRT, pode-se escrever ¢(a + b) <
¥(2a)+1(2b), Va,be IRT. Visto que ¢; (i = 1,2,3) sdo
funcoes nao-negativas e crescentes em seu primeiro ar-
gumento, entio i([], y,£) < 9:(250, 4, £)+ 91270, 1 ).
Além disso, pode-se também concluir da Hipotese 1 que
0i(2m0,y,t) < ;(2m,) + @i(y,t) e, visto que a; € K
sao funcoes localmente Lipschitz, «;(27,) < 71, onde
71 = B1(|w(0)| + |z(0)])e ! com algum £ € Keo.
Portanto, pode-se escrever @;(|z|,y,t) < ;(w,t) + 71,
com ¥;(w,t) := ©i(2@0, ¥, t) + @i(y,t). Recordando que
[ 0T &1 )T = T(x,t), entdo |¢]| < |T(z,t)|. Assim, da
Hipoétese 1, tem-se |€] < p1(]z|,y,t). Consequentemente,
&, ky e d satisfazem (15), (16) e (17). [ ]

e Demonstragées das Desigualdades (44) e (45)

Se Ba(|lw(0)| + |z(0)]) < 1 ou tpr ¢ infinito, a demons-
tracao é trivial devido ao termo exponencial decrescente
Agora, considere que S4(Jw(0)] + [2(0)]) > 1 e
tar seja finito. Entdo, tem-se: (i) e ™t > e Auty Vi ¢
[0,tar); (i) Ft1 € [0,20r) tal que [lwe| =8, VE € [t1,tar),
onde § é uma constante arbitraria. Portanto, de (i) e (ii)
e considerando § > (84 — 1)e*M | tem-se também que o
lado direito de (43) é limitado por . Além disso, du-
rante o intervalo [0,t,,), por definicao de t,, tem-se que
lw(®)| < B5(|w(0)] + |=(0)]). Notando que (i) e*#'» pode
ser majorado por uma funcao classe-XC de |w(0)] + |z(0)]
e (ii) ¢ (31) escapa no maximo exponencialmente, pode-
mos concluir que |{| e |w| podem ser majorados por uma
fungao classe-K de |w(0)] + |z(0)| + |€(0)]. ]

e Mt

e Provando que (47) Satisfaz (P1)

Primeiramente, note que para qualquer fungao absolu-

tamente continua g(t), |lg:|| = |g(t)] ou |lg¢]| é uma
constante positiva. Portanto, % < 1, quase sem-

L

pre (almost everywhere), consequentemente, ’3|w\ <

%’ + e Mt Além disso, uma vez que dp(a)/da <

k1p(a), onde p(a) é qualquer polinémio em a com coefi-
cientes reais positivos e k1 é uma constante apropriada,

pode-se também escrever que ‘%‘ < kipu(Jwl) +e At

9wl ~ oy o
Como ’87’ < 1, entao ‘ | < ’Blwu\

e pode-se concluir

o . o, _
que (P1) é satisfeita, visto que % = —Aullwille Mt m

D PROVAS PRINCIPAIS

e Prova do Lema 1

Introduzindo a transformacio de coordenadas &, = T),&,,
com T),:=[ I ST |7, osistema (13) pode ser levado para
a forma normal. Logo, pode-se concluir que (13) é OSS
com respeito a saida de grau relativo unitario S, ou
seja, &, e e satisfazem

|Sel, le] < k1|SE| + 1, (69)

com k; >0 sendo uma constante e m; = (31 (|€.(0)])e At
um termo exponencialmente decrescente com alguma
funcdo 1 € Ko © 0 < Ay < Ap[Am]. Note que, para
todo &, ou |SE&| < |SE| ou |SE| > [S&|. Sendo as-
sim, ou |S&,| < |SE| ou sgn(6) = sgn(SE,). Considere
o tultimo caso.

Utilizando-se a funcdao de energia V = ¢IP¢., onde
P =PT >0 ¢éasolugio de AT P+ PA,, = —I, pode-se
assegurar que a derivada temporal de V' ao longo das
solugoes de (13) satisfaz

V < —[€e|? — 2ky| Séello — |de]] -

Desta forma, como ¢ em (19) satisfaz (18), tem-se que
V < —|€|?, que juntamente com o caso |SE,| < |SE.|
leva & desigualdade |S&.| < |SE.| + w2, onde my é
um termo exponencialmente decrescente. Conseqiiente-
mente, a partir de (69), a dindmica que governa &, é ISS
com respeito a ée. |

e Prova do Teorema 1

Passo-1: A partir da Definigao 1, da Hipdtese 1 e de
(44), pode-se verificar que |z(¢)| < B1(|z(0)])+ k1, Vt e
[0,t,], onde 1 €Koo € k1 >0 é uma constante.

Passo-2: Considere a dinadmica-¢ (31) e a funcao de
armazenamento V = (T P(, onde P = PT > 0 é a so-
lucio de ATP + PA, = —I. Entdo, a derivada tem-
poral de V ao longo das trajetérias de (31) satisfaz
Vo= —[¢|?+ (i) [2¢T PAC) + (uv)[2¢T Pb,). Agora, pro-
jetando p para satisfazer (P0)—(P2), (45) é vdlida e a
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seguinte desigualdade é verificada Vt € [t,,ta): uv <
—[¢|? + O(m)k1|¢]? + O(ji)k2|C|, sendo ky :— 2|P||A] e
ko = 2|P||b,|. Além dlbe, visto que ab < a? + b2, para
quaisquer numeros a, b reais positivos, entao

O(mlcl* + O(m)

da qual pode-se concluir que ,uV < =MV 4+ O(f), com
uma constante apropriada A; > 0. Agora, seja V <

O(fi) /A1 ou uV < —A1V/2. Considere o ltimo caso.
Como p < fi, logo V~§ —MV/(2i). Consequentemente,
conclui-se que [C[, 1€ < Ba(C(O))e > + O(a), ¥t €
[tu,tar), com uma constante apropriada Ao > 0 e algum
B2 € Koo. Na tltima desigualdade, o limitante para |§~e|
foi obtido notando-se que &, =T, "¢ implica em €< ¢l
visto que |7, | <1 para p<1.

pV < —[1—O0(n)ky —

Passo-3: A partir do Lema 1, existe uma proprie-
dade ISS de |§:e\ para &, e, considerando o majorante
dado no Passo-1, pode-se concluir que ||, |z(¢t)| <
[B3(|2(0)]) + ksle=?3t + O(j1), Vt € [0,tpr), com cons-
tantes apropriadas Az > 0, k3 > 0 e algum (3 € Ky
Assim, |z(t)| ndo pode escapar em tempo finito, sendo
uniformemente limitado em Z := [0,¢y) (UBZ).

Passo-4: Uma vez que z(t) é UBZ, entéo &, 0 =S¢, ¢
e £E=E&.+E&,, sao UBT e, a partir da Hipdtese 2, i, T sao
também UBZ. Além disso, de acordo com o limitante
inferior para |T'(z,t)| dado na Hipétese 1 tem-se que x
é UBZ. Assim, as funcgoes limitantes superiores dadas
na Hipdtese 1 garantem que d, k,, d. sao também UBZ.
Agora, reescrevendo (13) na forma normal, pode-se es-
crever ¢ = —A\g0 + k4(u + d..), para algumas constantes
Ag, kg > 0. Além disso, pela linearidade da solugao da
ultima equacao, pode-se também escrever o = o1 + 09,
onde 61 = —M\q01+kgu e 69 = —Ag02+ kad,, com condi-
¢oes iniciais apropriadas. Portanto, visto que o e d. sao
UBZ, 02 e 01 também sao. Neste caso, qualquer sinal
satisfazendo o3 = —A503+ksu, onde A5, ks > 0 sao cons-
tantes, é também UBZ, em particular, w; definido em
(3). Como y,w; sao UBZ e ¢, é continuo por partes em
seus argumentos, entao a dinamica-ws, na Definigao 1,
nao pode escapar em tempo finito. Finalmente, pode-
se concluir que todos os sinais do sistema nao podem
escapar em tempo finito, i.e., tpy — oo. Assim sendo,
a partir do Passo-3, pode-se verificar diretamente que
o sistema do erro é GAS com respeito a um conjunto
compacto {z : |z| < b} e que z(t) é exponencialmente
convergente para um conjunto residual de ordem O(f).

Todos os sinais em malha fechada sao uniformemente li-
mitados: Podemos subsequentemente concluir que |£|, y,
[nl, |z|,01 e wp convergem para um conjunto de ordem
O(|r| + ks5) ap6s um tempo finito, onde ks é uma cons-
tante positiva dependente das perturbagoes variantes no

tempo. Assim, existe 7o suficientemente pequeno e in-
dependente das condigOes iniciais, que assegura que wo €
limitado apds algum tempo finito. Finalmente, pode-se
concluir que todos os sinais do sistema sao UB Vt. ]

e Prova do Corolario 1

Relembrando-se que A, = Ay, —b,Kpm, € = & + Em,

E=bot&n—E Ee=E —Eo e = T, !¢, pode-se verifi-

car a partir de (23) que fez mfe—I—bpu+§m+§e, onde ¢, =
bp(Kmfm“‘ka) €Ge= (prm“‘HuLocp)(fe_ﬁe)+H;ALoe~
Note que, de acordo com o Teorema 1, todos os si-
nais do sistema em malha fechada sdo uniformemente
limitados em norma e z(t) — O(f). Entao, existe um
tempo finito 77 > 0 tal que |s.| < 61, V& > T, e
qualquer 01 > 0. Agora, considere a funcao de energia
= §TP§P, onde P = PT >0 ¢ a solugdo de AT P +
PA —@, com Q = QT > 0e Pb, = ST (lembrar
que o sistema (Am,b,, S) é estritamente real positivo).
Entao, calculando V ao longo das solugoes da dinamica
que governa 567 pode-se verificar que a condicdo para a
existéncia de modo deslizante 66 < 0 é verificada para
algum tempo finito T5 > T desde que ¢ > ¢, + &, onde
0 > 0 é uma constante arbitraria. |
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