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certainty in multivariate systems
The aim of the present work is to give a brief review of two, ~
classical methods for the evaluation of measurement uncer- INTRODUGAO

tainty in multivariate systems. The theoretical and Practing stodos abordados pelo Guia ISO (BIPM et al., 2008a),

cal issues of the method based on the law of propagation Blseado na lei de propagacdo de incertezas LBW 6f Pro-

uncertainties (MLPU) and of the method based on the la : -
! . . . . agation of Uncertaintiés e pelo seu Suplemento 1 (BIPM
of propagation of probability density functions using Ment W gat intigs e p U Sup (

. et al., 2008b), baseado na lei de propagacéo de fungbes de
Carlo method (MLPP) are presented. In order to elucidate Yhnsidade de probabilidade (PDFs), sdo aplicados em siste-

appllcatlon of bqth the MLPU and MLPP methods an |IIus-mas de medic&o que possuem apenas uma grandeza de saida
trative example is also presented. — um mensurando; tais sistemas de medicdo séo classificados
como sistemas MISQMultiple Input Single Outp)t Recen-
temente, Martins et al. (2010) apresentam um estudo critico
de referencial tedrico e préatico sobre esses métodos.

KEYWORDS: measurement uncertainty, propagation of un
certainties, propagation of probability density functon
Monte Carlo method, multivariate systems.

Existem alguns sistemas de medicdo, contudo, em que mais
RESUMO do que um mensurando depende de um conjunto comum de
grandezas de entrada e das demais grandezas de saida (men-
O presente trabalho visa demonstrar uma breve revisao dQfandos); esses sistemas séo classificados como MIMO
dois métodos classicos para a avaliagdo da incerteza de mggjultiple Input Multiple Outpu). Os sistemas MIMO de me-
¢do em sistemas multivariaveis. Os aspectos tedricos e pgicao podem surgir em modelos da metrologia dptica, acus-

ticos do método baseado na lei de propagacdo de incerfga e elétrica; ou modelos de processos quimicos e petroqui
zas (MLPU) e do método baseado na lei de propagacao gfcos.

fungbes de densidade de probabilidade, implementado via o
método de Monte Carlo (MLPP), séo apresentados. AléMa literatura , grande parte dos trabalhos relacionados aos
disso, um exemplo ilustrativo é apresentado de modo a elsistemas MIMO de medigdo utiliza a LPU, a saber: Bich
cidar uma aplicacéo de ambos os métodos. (1996); Kacker and Jones (2003) apresentam uma férmula
simples para avaliar a incerteza de medi¢do de sistemas
Ariigo submetido em 13112010 (d.: 1221) MIMO compostgs por apenas duas.grandezas de saida ;
Revisado em 17/03/2011, 26/06/2011, 18/09/2011 Weise (1987); Bich et al. (1993/94); Lira (2002); D'Antona

Aceito sob recomendagéo do Editor Associado Prof. Flavio Henrique vas-  (2004); Wang and lyer (2005); Martins (2010) e a norma
concelos
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alema DIN 1319-4 (1999) demonstram uma equacao mais
geral envolvendo um nimero qualquer de grandezas de saida

(uma forma matricial equivalente a abordagem do Guia ISO), H(n,Ye, o Vi X0, X, X)) = 0
denominado de método da lei de propagagédo de incerteza : - (1)
multivariavel, aqui denotado por método MLPWA(ltivari- (Y1, Y, .. Yi: X1, Xa,...,Xn) = 0.

ate Law of Propagation of Uncertaintigsoutras aplicacées
do método MLPU envolvendo mensurandos compostos de
grandezas complexas (sistemas multivariaveis) sdo tamb&#M um sistema de medicéo representado pela Equacao (1),
encontradas na literatura: Ridler and Salter (2002); wklli as funcdes de medicdo podem ser resolvidas de forma ana-
and Hall (2002); Hall (2003); Hall (2004). litica ou numérica; podem ser obtidas através de modela-
gens fenomenoldgicas ou empiricas; devem incluir as pos-
Antagonicamente ao método MLPU, a lei de propagacéo é#veis compensacdes sistematicas provenientes dos asstem
PDFs multivariavel, implementada via o método de Montele medig&o das grandezas de entrada; o nimero de fungdes
Carlo (MCM), aqui denominado de método MLR®Ultiva-  de medicéo (k) deve ser igual ao nimero de grandezas de
riate Law of Propagation of Probability Density Functigns saida ou mensurandos. Além disso, tanto as grandezas de
€ menos abordada para a avaliagdo da incerteza de medigd@ada quanto as grandezas de saida s&o-lhes atribuidas va
em sistemas MIMO. Alguns trabalhos que utilizam o mériaveis aleatérias; para simplificar a notacéo, todas as-gra
todo MLPP em diferentes aplicages destacam-se na litegezas e as variaveis aleatorias lhes atribuidas sdo desotad
tura, séo estes: Cordero and Roth (2005); Hall (2006); Lirgelo mesmo simbolo.

and Grientschinig (2010); Martins (2010); Possolo (2010);
Souza (2010). Conforme exposto inicialmente neste trabalho, o método

MLPU é uma generaliza¢éo do Guia ISO, dessa forma uma
Embora muitos trabalhos sobre avaliagéo da incerteza de na@roximacao linear das funcées de medicéo deve ser consi-
dicdo em sistemas multivaridveis esteja disponivel nelite derada também nesse método.
tura, a padronizacao desta tarefa é culminada apenas com
a publicagéo recente do Suplemento 2 do Guia ISO (BIPFM notacéo matricial, as funcbes de medicdo podem ser es-
et al., 2011). Este Suplemento tem por finalidade fornecéfitas de uma forma mais compadita,,
orientacdes de cunho pratico para avaliar a incerteza de sis
temas MIMO a luz dos métodos MLPU e MLPP.

F(Y;X) =0, 2
O escopo do presente trabalho é revisar aspectos tedricos e T
praticos dos métodos MLPU e MLPP. Este esta organiza %ueY E (Yll » )’(YK ) rj(preiema 0 vettor das tgragde—
na forma como segue. A primeira parte descreve a lei de p|'6"Els e saidaX = (Xi,...,Xy)" representa o vetor das

pagacao de incertezas multivariavel, assim como um proceg andezas de entrada; enquanto que o _SIrrIb@Iaum vetor
goluna com todos seus elementos iguais a zefd '¥; X)

mento para estimar os intervalos de abrangéncia indivddua T
dos mensurandos. A segunda parte focaliza a demonstraé%resenta o vetor colurig: (Y; X), ..., fx (Y;X))".

da lei de propagacdo de PDFs multivariavel sob 0s asp&§e forma analoga ao Guia ISO, a linearizagdo das fungoes
tos analiticos e numericos, esse Ultimo baseado no MCMg megicao & realizada através de uma expanséo da série de
além disso, um procedimento para estimar os intervalos g8y or truncada nos termos lineares em torno das estinsativa
abrangéncia individuais dos mensurandos, baseado no M&sig das grandezas de sajde (y1, ..., yx)T, quanto das

todo MLPP, também sera apresentado. Por fim, as Vantag%ﬂéndezas de entrada= (1, ...,zy)T. Dessa maneira, a

e as desvantagens de ambos os métodos s&o delineadas gQm i>ac40 da Equagio (2) fornece a expresséo seguinte:
base nos resultados provenientes de um sistema néo linear.

2 LEIDE PROPAGACAO DE INCERTEZAS

. ~ . T _ T _ _
MULTIVARIAVEL FY;X) = Fly;x) + 8, (Y —y) + S, (X —x) =0.

®3)

O método MLPU consiste em avaliar as estimativas e a May matrizes de sensibilidade das grandezas de ssi{gae(

triz de covariancia das grandezas de saida (MUltiplos M&fsrada §, ) contém as derivadas parciais de primeira ordem

surandost;), que dependem de varias grandezas de entraga caqa funcio de medicdo em relagéo as grandézsX,

X, por meio dek funcdes de medicao, as quais podem Oy, 5jiadas nas estimativgse x, respectivamente. Essas ma-

ndo ser func;o.es~ explicitas. Uma representacao do sistefides de sensibilidad8, e S, sao as matrizes jacobianas

MIMO de medic&o pode ser expressa da seguinte forma: 54 grandezas de saidg ) e entradaly), respectivamente,
as quais sdo representadas por
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existente entre cada grandeza de saida e cada grandeza en-

df1/0y1 Of1/0yx trada (todos os elementos que n&o pertencem a diagonal prin-
s; — Jg — : : (4) cipal). Essas matrizes sédo representadas, respectiv@ment
0w /0y 0w /Oy eomo
e
u? (1) u(y1, yx)
Sy =Jx = : : (5) 2
) : w(yx, Y1) u*(yr)
Ofk/0x1 Ofk/0xN o
u?(x1) uw(xy,TN)
Como a estimativaF (y; x) é solugdo da Equacéo (3)e., U, = : : (10)
F(y;x) =0, logo a Equacéo (3) pode ser reescrita como w(zy, 1) w?(zy)
S;F(Y —y)+ST(X-x)=0. (6) A matriz de covariancia associada as estimatjvaes men-

surandosyY, expressa pela Equagéo (8), € o parametro quan-
titativo usado para avaliar a qualidade da medi¢éo proveni-
ente dos sistemas MIMO. Entretanto, algumas aplicacdes in-
€8ustriais e comerciais requerem o conhecimento da ingertez
expandida (intervalo de abrangéncia) do mensurando, con-
forme descrito pelo Guia ISO aos sistemas de medi¢do com
Y = ST(X-—x)+y, apenas um mensurando. Nos sistemas MISO de medigéo, o
ST = —(sT)-'sT. (") intervalo de abrangéncia para o tinico mensuraridoesti-
mado com base na formula de Welch-Satterthwaite (formula

L . . W-S) (Hall and Willink, 2001), a qual pressup®fe que as gran-
A aplicagéo do operador variancia vetotiain ambos os la- ge,as de entrada e de saida, igualmente as suas incertezas

dos da Equacéo (7) fornece a lei de propagacdo de incertegagiso, devem possuir distribuigdes gaussianas; além, diss

multivariavel, ou seja, essa operagdo matematica fornece,@grandezas de entrada devem ser estatisticamente indepen
matriz de covariancia das grandezas de saida de Omemdentes, conforme discutido por Martins et al. (2010).

(Uy), a partir do conhecimento das estimativas y e da
matriz de covariancia das grandezas de entrada de aMlemNos sistemas MIMO de medic&o, uma regido de abrangéncia
(Uy), conforme a expressao K-dimensional do espaco (hdo mais um intervalo de abran-
géncia), referente as estimativasé necessaria para abran-
ger os valores possiveis dos mensurandosUm procedi-
U, =STU,S. (8) mento equivalente aos sistemas MISO de medicdo, ou até
mesmo outro, para determinar a regido de abrangéncia dos

Ccomo pode ser observado na Equa(;éo (8), o método MLF&i_ﬁtemaS MIMO de medl(;éo ainda ndo esta bem consolidado
consiste em propagar as informag("jes disponiveis das grm literatura. Apesar diSSO, o trabalho de Willink and Hall
dezas de entrada para as grandezas de saida — vetor da$§28$12) tem sugerido uma técnica que permite estimar uma
timativasx e a matriz de covarianciel, —, por meio de um regido de abrangéncia aproximada para amostras limitadas
procedimento linear, conforme é abordado pelo Guia ISO effi < 5) das grandezas de entrada estatisticamente indepen-
sistemas MISO de medicao. dentes. Outra alternativa é assumir uma distribui¢do gaus-
siana multivariada para os mensurandos, o que implica em
Os elementos das matrizes de covariéncia, tanto das grandera regido de abrangéncia elipsoidal, para qualquer proba-
zas de saida quanto das grandezas de entrada, represenkdiidade de abrangéncia escolhida.
a variancia (ou incerteza padrédo quadr&fjatas grandezas

(todos os elementos da diagonal principal) e a covariandf ponto de vista pratico € mais interessante conhecer os
intervalos (de abrangéncia) de cada mensurando individu-
'O operador variancia de uma grandeza (aleatoria) vetdiaiuja es-  almente do que a regido de abrangéncia formada por estes.
peranca & com PDF igual &(Z), € proveniente da seguinte expressaone acordo com os trabalhos de Cox and Harris (2003) e de
Var[Z) = E[(Z —2)(Z —2)T)| & [T2°(Z — 2)(Z — 2)T g(Z)dZ. . . PR .
5 A oo : Bich et al. (2006), os intervalos de abrangéncia indivisuai
Esta definigdo é proposta por alguns autores do Guia ISO Ssgples- . e
mentos (Cox and Harris, 2003), maiores esclarecimentos tambéenpser Para cada mensurando de um sistema MIMO de medig&o po-

consultados em Bich et al. (2006). dem ser estimados a luz do procedimento adotado pelo Guia

Caso o vetor das grandezas de saiageja explicitado da
Equacéo (6), por meio da algebra matricial, obtém-se a
presséo
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ISO, i.e., para cada elemento da diagonal principély()) A esperanca do vetdY poderia ser obtida através da PDF
da matriz de covariancitly, € estimado o fator de abrangén-conjunta das grandezas de entr&iade acordo com a ex-
cia k; com base nos graus de liberdade efetivos.flg), pressédo

usando a formula W-S, e a probabilidade de abrangéncia

escolhida. Dessa forma, cada grandeza de sgigassui

seu intervalo simétrico de abrangéncia da seguinte forma:

1, = [y  kyuly;)] = [y — kyuly)iy; + kyu(y;))- Byl = EFX)]
~ ~ = F(§)gx(&)dE. (12)
3 LEI DE PROPAGACAO DE FUNCOES J—o0
DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE
MULTIVARIAVEL De forma anéloga ao procedimento aplicado nos sistemas

MISO de medicdo, ver Martins et al. (2010), a funcdo delta

O método MLPU utiliza uma aproximagao linear das funee Dirac é utilizada. Como as propriedades dessa funcédo po-
¢coes de medigéo para expressar a matriz de covariancia asgem ser aplicadas para grandezas vetoriais, a propriegade d
ciada ao vetor das estimativas das grandezas de saida. Degaade utilidade na abordagem proposta sera
forma, esse método apenas é usado quando as fun¢bes de
medicdo sao lineares ou linearizadas em torno da regido de oo
interesse. Contudo, quando a néo linearidade associada ao / 25(z — a)dz = a. (13)
modelo de medigdo do sistema MIMO é significativa, um —o0
método mais abrangente, que seja aplicado tanto em siste-
mas lineares quanto nao lineares, deve ser requerido de M@igso as grandezas vetoriaie a sejam substituidas pelas
a fornecer resultados mais consistentes para a avaliagdogdandezas) e F(&), respectivamente, entdo a Equacao (13)
incerteza de medicdo. O método mais abrangente do gyéde ser reescrita como
o0 método MLPU é aquele baseado na lei de propagacao de
PDFs, uma vez que esse fornece uma PDF conjunta para os
mensurandos do sistema MIMO de medicdo. Assim como oo -

! M - | metn— F(©)in = # o). (14)
nos sistemas MISO de medicéo, a propagacdo de PDFs nos o
sistemas MIMO de medi¢c&o pode ser obtida tanto analiti%a

quanto numericamente a substituicdo do valor d&(£), proveniente da Equacéo

(14), na Equagéo (12) fornece a expressao

Nesta secdo sdo demonstrados os métodos analitico e numé-

rico para determinar a PDF conjunta dos mensurandos de um

sistema MIMO de medigdo. Além disso, sdo delineados os +oo  ptoo

passos para estimar os intervalos de abrangéncia indisidua E[Y] = / / nd(n — F(§))gx(§)dédn.  (15)
de cada grandeza de saida desses sistemas. oo T

Como a esperanga do veflgré definida por

3.1 Abordagem analitica

“+o0
A esséncia da lei de propagacéo de PDFs multivariavel é de- E[Y] 2 / ngy (n)dn, (16)
rivar uma PDF conjunta para os mensurand<gy (1)), —0

a partir da PDF conjunta das grandezas de entrag@é€l) 4 ppF conjunta das grandezas de saida do sistema MIMO de
que compdem o modelo MIMO de medicdo. Neste trabalhg,eicao pode ser obtida pela igualdade das Equacdes (15) e

& = (&,...,¢68)T denota os valores possiveis das grande(16) logo
zas de entradX, enquanto quey = (1y,...,nx)T denota '
os valores possiveis das grandezas de sdida
+oo
Para demonstrar a lei de propagacéo de PDFs pela aborda- gy (n) = / 5(n — F(€))gx (§)dE. 17)

gem analitica, serdo consideradas funcdes de medicdo em sua

forma explicitaj.e., . L
Uma vez que a PDF conjunta das grandezas de saida & conhe-

cida, o resultado de medicéo (estimativa dos mensurandos
y) e sua matriz de covariancia associalif,J, bem como
as PDFs marginais de cada mensurah’gic(g;j (n;)), séo,

Y = F(X). (11) respectivamente,
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sistemas MIMO séo (Bich et al., 2006): o vetor das estima-

+OO I . - - A . .
y =E[Y] £ / ngy (n)dn, (18) Flvas do mensurandg, a matr'lz' de covananqmy, e os
—oo intervalos de abrangéncia individuai§) associados a cada
mensurandd’;.
U +o0 p 19 As estimativas de cada mensurarido bem como as incer-
v = Varl¥l —o0 (1 =y)(n —y) gv(mdn  (19) tezas padrdo quadraticas e as covariancias associad@sa ess

estimativas, sdo avaliadas subsequentemente por meio das

e . ~
seguintes Equacgodes:

+oo
gﬁg(ﬁj)é/ gy(M)dn...dng, j#£l1=1,... K.

- (20) 1 U

Y =37 2 (22)
Contudo, assim como nos sistemas MISO de medicéo, a =1

Equacéo (17) pode ser solucionada analiticamente somente

para casos relativamente simples. Portanto, um procedi-

M
mento numérico, de interesse pratico, € necessario pana det u?(y;) = 1 E (n} —y;)? (23)
- i lti . M -1 7
minar a PDF conjunta dos multiplos mensurandos que com =1

pGem este tipo de sistema de medi¢do. O método numérigo
mais eficiente para esses sistemas de medi¢édo € o MCM, cuja
aplicacao sera demonstrada na proxima secéo.

i

77m —Ym ) ) (24)

j#Fm=1,...,K.

u(y] ) ym ==

3.2 Abordagem numérica

Como demonstrado na se¢éo anterior, integrais multidimen-

sionais (Equacdo (17)) séo exigidas para determinar a PIgfg intervalos de abrangéncia individuais dos mensurandos

conjuntagy (n7), cuja solugéo, geraimente, é realizada pogevem ser obtidos da forma como segue (Bich et al., 2006):
métodos numéricos. O método numérico adotado pelo Su-

plemento 1 do Guia ISO é o MCM e, portanto, aqui nos sis-
temas MIMO de medicio uma extensdo desse método sdrk) Ordenar em ordem crescente as amostras de cada men-
adotada. surandoy;, i.e, {(n\" <,...,< n{"")}; essas amos-

tras formam uma PDF marginal empm@’g (n)-
A ideia basica do MCM, nos sistemas MIMO de medicao, é
retirar M/ amostras independentes da PDF conjunta das graf) Obter a menor largura possivel entre os valores extre-
dezas de entradg# (£)) e propaga-las através das fungdes ~ mosni*f e, para uma dada probabilidade de abran-

de medicéo (Equacéo (2)) de modo a gevAramostras Si- génciap. Esses valores extremos séo calculados com-
multaneas das grandezas de saida, conforme a seguinte re- putacionalmente a partir da fungéo de distribuicao acu-
presentacao: mulativa empmcaGy (n;), originada degy. (n;), que

satisfazem a equacao= G ( bup) G (n;llf)

|
o

l l L .¢l l l
f1(771,7727~-~777;<.,£17§2,---,ﬁzv) Além dos intervalos de abrangéncia individuais, pode-se

: = também estimar a regido de abrangéncia dos mensurandos a
frembnh, oo onbsel eh gl = 0, (21)  partir da PDF conjunta empirica; um algoritmo para estimar
essas regides esta disponivel no trabalho de Possolo (2010)
l=1,...,M.
4 RESULTADOS E DISCUSSAO
Como consequéncia, uma PDF conjunta empirica para os
mensurandosgiy (n)) é construida. Resultados oriundos deA partir do anteriormente exposto sobre os métodos MLPU e
gv(n) convergem a resultados correspondentes &) & MLPP, um estudo de caso seré abordado nesta secéo para elu-
medida que as amostras de Monte Carlo sdo grarelgs ( cidar uma aplicacdo desses métodos de modo a obter maior
> 109). clareza e assimilagdo dos mesmos.

Como anteriormente enfatizado na sec¢éo 2, os resultadosNie presente estudo de caso, deseja-se estimar a velocidade
maior interesse para a avaliagcao da incerteza de medicdordédia e o fator de atrito (fator de friccdo) de um fluido, que
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escoa em regime turbulento de um dado trecho reto de t®-MLPP para avaliar a matriz de covariandig, e os in-
bulac&o industrial, a partir da queda de presséo (ou perdatéevalos de abrangéncia individuais; dos mensurandos,
carga) existente entre os pontos extremos do trecho reti®. Esonforme procedimento anteriormente exposto sobre os mes-
sistema multivariavel (de medicao) é tipicamente modeladuos.

pelas equacgbes empiricas de Darcy-Weisbach ] i} . . i
Para aplicar o método MLPP, é necessério estabelecer o nu-

mero de amostras de Monte Carl/} adequado ao modelo

fi AP = fPLU2 (25) de medigéo. /-} escolha, gdequada p.M_g‘oi obtida medi:
_ 2D ante a aplicacdo da analise de sensibilidade das fun¢bes de
e de Colebrook-White medicéo, baseada na tolerancia numérica associada a matriz

de covariancia dos mensurandas$,(), maiores detalhes po-

dem ser consultados em Martins (2010). Nesse método foi
fa: s = —2log;, 2,51 + € (26) atribuida uma PDF gaussiana para cada grandeza de entrada
i ReVf 3,7D AP, L e D, cujas esperancas (estimativas) e desvios padrédo
em queAP é a queda de pressdo no trecho reto da tubuléncertezas padrao) sdo aqueles apresentados na Tabela 1.
¢do; f é fator de atrito;L € o comprimento do trecho reto da

~ PN ~ 2 . Os experimentos numéricos foram implementados em lin-
tubulacdo;D é o didmetro da tubulacde a rugosidade da ~ . .
¢aoD §40; 9 guagem MATLAB (versédo 7.8) sob o sistema operacional

tubulacéoyp é a velocidade média do fluidBe = pvD/pu é . o .
o namero de Reynoldg;e 1, s&o a massa especifica e aviscol—‘Inux (distribuicdo Ubuntu 10.10), por meio de um PC com

sidade dindmica do fluido, respectivamente. Essas equa(;3 Q GHz de frequéncia, GB de memoria de acesso aleatorio

~ . . ~ i e um processador Intel Core 2 Duo. O resultado da
sdo comumente encontradas na literatura em apllcagoes(E aM) P

a . n analise de sensibilidade reveldd = 2 x 10° amostras de
mecénica de fluidos e transferéncia de caday, Fox et al.
(2009). Monte Carlo a serem adotadas nesse estudo de caso.

As PDFs marginais dos mensurandos, velocidade média do

As grandezas de entradaP, L e D sdo consideradas esta-_, . . .
tisticamente independentes, ou seja, a matriz de COVJ'HiénI:llL”dO (v) e fator de atnFo {), geradas pelo método MLPP,
0 apresentadas na Figura 1.

U, é diagonal, cujas estimativas e suas respectivas incerté:

zas padrao sdo apresentadas na Tabela 1. Além disso, as p@resultados processados pelo método MLPP foram compa-

priedades do fluido e da tubulacdo (aqui classificados comgqos com os resultados provenientes do método MLPU. As

parametros do modelo), . &, s&o consideradas possuireNstimativas da velocidade média do fluido e do fator de atrito

incertezas despreziveis em relacdo as grandezas de entragg apresentadas na Tabela 3, bem como as incertezas pa-

cujas estimativas estéo disponiveis na Tabela 2. drao, a covariancia e os intervalos de abrangéncia indiigdu
(com base em uma probabilidade de abrangémeia90%)

Tabela 1: Estimativas das grandezas de entrada e suas res-  associados a esses mensurandos.

pectivas incertezas padréao.

Tabela 3: Comparacéao entre os resultados oriundos dos mé-

Grandezas Estimativa Incerteza padréo todos MLPU e MLPP.
AP /(10° Pa) 15 0,1
L I(m) 50,0 0,1 MLPU MLPP
D /(m) 0,10 0,01 vIm/s) f(x10%) w/(m/s) f(x10%)
Yj 5,91 171,84 5,90 172,17
u(y;) 0,42 4,33 0,43 4,45
o R . n}“f 5,23 164,90 5,19 164,84
Tabela 2: Estimativas dos parametros do modelo de medi¢é&o. n;up 6,58 178,78 6,58 179,20
u(v, ) -1,66x10* (m/s) -1,70<10~4 (m/s)
Parametros Valores
p I(kg/m?) 1,0x 10°
w/(Pa.s) 1,0< 1073 Como pode ser observado na Tabela 3, a diferenga entre
e /(m) 45x% 1075 as estimativas dos mensurandos, bem como os pardmetros

metrolégicos que caracterizam o grau de confianca dessas
estimativas — incertezas padrdo, covariancia e intenddos

O conhecimento das informa¢des metrolégicas referente alsrangéncia —, obtidos por ambos os métodos, € praticamente
grandezas de entrada, bem como dos pardmetros desseisexistente; a diferenca percentual entre os resultades do
tema MIMO de medicéo, permite aplicar os métodos MLPUnétodos MLPU e MLPP é aproximadamente menor do que
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cada vez mais rapidos e possantes em processamento e uso
da memaricRAMtorna o método MLPP mais exequivel.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados dois métodos para expres
sar e avaliar a incerteza de medi¢cdo em sistemas MIMO: o
método MLPU, baseado na lei de propagacao de incertezas,
e 0 método MLPP, baseado na lei de propagacdo de PDFs
4 45 5 55 6 65 7 15 8 85 atraves do MCM.

velocidade média do fluido (m/s)

O método MLPU pode ser usado para caracterizar a medicao
de sistemas MIMO devido as seguintes vantagens: primeiro,
ndo ha necessidade do conhecimento completo da PDF con-
junta das grandezas de entrada, sdo requeridos apenas o veto
esperanca e sua matriz de covariancia associada; segundo,
possui calculos simples para avaliar a matriz de covarian-
cia das grandezas de saida do sistema MIMO que, por sua
vez, podem ser facilmente implementados em qualquer lin-
guagem computacional.

1000

PDF

0 Por outro lado, 0 método MLPU possui limitagdes relevan-
0.0155 0.016 0.0165 0.017 0.0175 0.018 0.0185 0.019 0.0195 0.02 tes quanto ao seu uso, o0 que justifica a necessidade de um
fator de atrito (adimensional) método mais robusto para expressar e avaliar a incerteza de
medicao dos sistemas MIMO. As principais limitacGes desse
método sdo: quando as fun¢des de medi¢cao possuem néo li-
Figura 1: PDFs marginais da velocidade média do fluido e nearidades significativas, a expansio em série de Tayter tru
do fator de atrito. A apresentagdo da curva gaussiana (linha 44 og termos de primeira ordem deve fornecer resultados
cheia vermelha) 'nd'.ca quanto cada PDF mar.g'nal desvia-se inconsistentes ou enganosos; na estimativa dos intergdalos
de uma PDF gaussiana correspondente, cuja esperanga e PO . o L
desvio padrio sdo iguais & estimativa e A incerteza padrio abrangéncia |nd|V|dua|s_ das grandezas de saida é necessari
provenientes do método MLPP. supor uma PDF gaussiana para os mensuraigas suas
respectivas incertezas padréfy,), além disso, as grande-
zas de entrada e suas respectivas incertezas padrdo também
devem ser mutuamente independentes e possuirem distribui-
¢Oes gaussianas. Ou seja, a aplicacdo do método MLPU re-

0,2%. Dessa forma, quaisquer métodos (MLPU e MLPP) p@uer muitas hipéteses que, em certas situacdes pratiaas, na
dem ser utilizados para avaliar a incerteza desse sistemafigiem ser satisfeitas.

medicao.

] A avaliacdo da incerteza de medicdo por meio do método
Apesar dos resultados gerados por ambos 0s métodos Sefglbp & menos restritiva do que o método MLPU, isto &,
praticamente iguais, nesse estudo de caso, 0 metodo MLPEsge método requer menos hipoteses para sua aplicagdo em
mais consistente do que o método MLPU para avaliar a incgg|agzo ao método MLPU. As vantagens mais relevantes do
teza de medicao, pois esse considera quaisquer ndo linegfistodo MLPP séo: fornece uma PDF conjunta e PDFs mar-
dades do modelo de medicao, isto €, uma maior confianca gfnais para as grandezas de saida; n&o existem limitacdes no
sociada as estimativas dos mensurandos € encontrada Vigygs tange a natureza nio linear do modelo MIMO de medi-
incertezas geradas pelo método MLPP. Em outras palavrggo: diferentemente do método MLPU, o qual sempre consi-
o fato de considerar todas as néo linearidades das funcoesydes um intervalo de abrangéncia gaussiano (simétriceg, es
medic&o faz com que os resultados do método MLPP sejgfktodo estima os intervalos das proprias PDFs marginais dos

sempre mais adequados e robustos do que aqueles provenigBnsurandos, seja essa simétrica ou assimétrica, gaaissian
tes do método MLPU, tornando-o um método de referéncig, nso.

para comparacao dos resultados.

o o ] ) Entretanto, o método MLPP também possui limitagdes, a sa-
A principal limitagdo do método MLPP reside no fato deyer: assim como nos sistemas MISO, a atribuicio apropri-

exigir um esforgo computacional significativo em relacéo agqa da PDF para as grandezas de entrada pode ser dificil
método MLPU, contudo a disponibilidade de computadores
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por causa da imprecisao de dados ou falta de conhecimento 2 to the Guide to the Expression of Uncertainty in
dos processos fisico-quimicos que influenciam o processo de Measurement-Extension to any number of output quan-
medicdo; o tempo de processamento pode ser muito longo tities, Joint Committee for Guides in Metrology, JCGM

a medida que se aumenta a complexidade e néo linearidade 102.

dos modelos de medicgéo; por fim, outra dificuldade reside na

geracdo de nimeros aleatérios para uma PDF conjunta rf@erdero, R. R. and Roth, P. (2005). On two methods to evalu-
gaussiana, pois a maioria dos pacotes computacionais-dispo ~ ate the uncertainty of derivatives calculated from poly-
niveis gera nimeros aleatérios somente para PDF conjunta homials fitted to experimental dafeletrologia42: 39—
gaussiana; uma alternativa a essa restricdo é recorrenas fu 44

¢Oes copulas, maiores detalhes podem ser consultados em ] )
Possolo (2010). Cox, M. and Harris, P. (2003). The gum and its planned sup-

plemental guidesiccred Qual Assud(4): 375-379.
A partir do anteriormente exposto sobre as vantagens e as
desvantagens dos métodos MPLU e MLPP, pode-se conclidrAntona, G. (2004). Measurement data processing using
que o método MLPU deve ser usado em sistemas de medi- random matrices: a generalized formula for the propa-
c3o lineares ou linearizados, enquanto que o método MLPP ¢ ~ gation of uncertaintyEEE Transactions on Instrumen-
mais abrangente e pode ser aplicado para quaisquer modelos tation and Measureme(3: 537-545.

de medicao, inclusive os modelos né&o lineares.
DIN 1319-4:1999-02, Fundamentals of Metrology — Part 4:

Evaluation of measurements; uncertainty of measure-
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