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ABSTRACT

Classical methods for the evaluation of measurement un-
certainty in multivariate systems
The aim of the present work is to give a brief review of two
classical methods for the evaluation of measurement uncer-
tainty in multivariate systems. The theoretical and practi-
cal issues of the method based on the law of propagation of
uncertainties (MLPU) and of the method based on the law
of propagation of probability density functions using Monte
Carlo method (MLPP) are presented. In order to elucidate an
application of both the MLPU and MLPP methods an illus-
trative example is also presented.

KEYWORDS: measurement uncertainty, propagation of un-
certainties, propagation of probability density functions,
Monte Carlo method, multivariate systems.

RESUMO

O presente trabalho visa demonstrar uma breve revisão dos
dois métodos clássicos para a avaliação da incerteza de medi-
ção em sistemas multivariáveis. Os aspectos teóricos e prá-
ticos do método baseado na lei de propagação de incerte-
zas (MLPU) e do método baseado na lei de propagação de
funções de densidade de probabilidade, implementado via o
método de Monte Carlo (MLPP), são apresentados. Além
disso, um exemplo ilustrativo é apresentado de modo a elu-
cidar uma aplicação de ambos os métodos.
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1 INTRODUÇÃO

Os métodos abordados pelo Guia ISO (BIPM et al., 2008a),
baseado na lei de propagação de incertezas LPU (Law of Pro-
pagation of Uncertainties), e pelo seu Suplemento 1 (BIPM
et al., 2008b), baseado na lei de propagação de funções de
densidade de probabilidade (PDFs), são aplicados em siste-
mas de medição que possuem apenas uma grandeza de saída
– um mensurando; tais sistemas de medição são classificados
como sistemas MISO (Multiple Input Single Output). Recen-
temente, Martins et al. (2010) apresentam um estudo crítico
de referencial teórico e prático sobre esses métodos.

Existem alguns sistemas de medição, contudo, em que mais
do que um mensurando depende de um conjunto comum de
grandezas de entrada e das demais grandezas de saída (men-
surandos); esses sistemas são classificados como MIMO
(Multiple Input Multiple Output). Os sistemas MIMO de me-
dição podem surgir em modelos da metrologia óptica, acús-
tica e elétrica; ou modelos de processos químicos e petroquí-
micos.

Na literatura , grande parte dos trabalhos relacionados aos
sistemas MIMO de medição utiliza a LPU, a saber: Bich
(1996); Kacker and Jones (2003) apresentam uma fórmula
simples para avaliar a incerteza de medição de sistemas
MIMO compostos por apenas duas grandezas de saída ;
Weise (1987); Bich et al. (1993/94); Lira (2002); D’Antona
(2004); Wang and Iyer (2005); Martins (2010) e a norma
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alemã DIN 1319-4 (1999) demonstram uma equação mais
geral envolvendo um número qualquer de grandezas de saída
(uma forma matricial equivalente à abordagem do Guia ISO),
denominado de método da lei de propagação de incertezas
multivariável, aqui denotado por método MLPU (Multivari-
ate Law of Propagation of Uncertainties); outras aplicações
do método MLPU envolvendo mensurandos compostos de
grandezas complexas (sistemas multivariáveis) são também
encontradas na literatura: Ridler and Salter (2002); Willink
and Hall (2002); Hall (2003); Hall (2004).

Antagonicamente ao método MLPU, a lei de propagação de
PDFs multivariável, implementada via o método de Monte
Carlo (MCM), aqui denominado de método MLPP (Multiva-
riate Law of Propagation of Probability Density Functions),
é menos abordada para a avaliação da incerteza de medição
em sistemas MIMO. Alguns trabalhos que utilizam o mé-
todo MLPP em diferentes aplicações destacam-se na litera-
tura, são estes: Cordero and Roth (2005); Hall (2006); Lira
and Grientschinig (2010); Martins (2010); Possolo (2010);
Souza (2010).

Embora muitos trabalhos sobre avaliação da incerteza de me-
dição em sistemas multivariáveis esteja disponível na litera-
tura, a padronização desta tarefa é culminada apenas com
a publicação recente do Suplemento 2 do Guia ISO (BIPM
et al., 2011). Este Suplemento tem por finalidade fornecer
orientações de cunho prático para avaliar a incerteza de sis-
temas MIMO à luz dos métodos MLPU e MLPP.

O escopo do presente trabalho é revisar aspectos teóricos e
práticos dos métodos MLPU e MLPP. Este está organizado
na forma como segue. A primeira parte descreve a lei de pro-
pagação de incertezas multivariável, assim como um procedi-
mento para estimar os intervalos de abrangência individuais
dos mensurandos. A segunda parte focaliza a demonstração
da lei de propagação de PDFs multivariável sob os aspec-
tos analíticos e numéricos, esse último baseado no MCM;
além disso, um procedimento para estimar os intervalos de
abrangência individuais dos mensurandos, baseado no mé-
todo MLPP, também será apresentado. Por fim, as vantagens
e as desvantagens de ambos os métodos são delineadas com
base nos resultados provenientes de um sistema não linear.

2 LEI DE PROPAGAÇÃO DE INCERTEZAS
MULTIVARIÁVEL

O método MLPU consiste em avaliar as estimativas e a ma-
triz de covariância das grandezas de saída (múltiplos men-
surandosYj), que dependem de várias grandezas de entrada
Xi, por meio deK funções de medição, as quais podem ou
não ser funções explícitas. Uma representação do sistema
MIMO de medição pode ser expressa da seguinte forma:











f1(Y1, Y2, . . . , YK ;X1,X2, . . . ,XN ) = 0
... =

...
fK(Y1, Y2, . . . , YK ;X1,X2, . . . ,XN ) = 0.

(1)

Em um sistema de medição representado pela Equação (1),
as funções de medição podem ser resolvidas de forma ana-
lítica ou numérica; podem ser obtidas através de modela-
gens fenomenológicas ou empíricas; devem incluir as pos-
síveis compensações sistemáticas provenientes dos sistemas
de medição das grandezas de entrada; o número de funções
de medição (fK) deve ser igual ao número de grandezas de
saída ou mensurandos. Além disso, tanto as grandezas de
entrada quanto as grandezas de saída são-lhes atribuídas va-
riáveis aleatórias; para simplificar a notação, todas as gran-
dezas e as variáveis aleatórias lhes atribuídas são denotadas
pelo mesmo símbolo.

Conforme exposto inicialmente neste trabalho, o método
MLPU é uma generalização do Guia ISO, dessa forma uma
aproximação linear das funções de medição deve ser consi-
derada também nesse método.

Em notação matricial, as funções de medição podem ser es-
critas de uma forma mais compacta,i.e.,

F(Y;X) = 0, (2)

em queY = (Y1, . . . , YK)T representa o vetor das grande-
zas de saída;X = (X1, . . . ,XN )T representa o vetor das
grandezas de entrada; enquanto que o símbolo0 é um vetor
coluna com todos seus elementos iguais a zero eF(Y;X)
representa o vetor coluna(f1(Y;X), . . . , fK(Y;X))T.

De forma análoga ao Guia ISO, a linearização das funções
de medição é realizada através de uma expansão da série de
Taylor truncada nos termos lineares em torno das estimativas,
tanto das grandezas de saíday = (y1, . . . , yK)T, quanto das
grandezas de entradax = (x1, . . . , xN )T. Dessa maneira, a
linearização da Equação (2) fornece a expressão seguinte:

F(Y;X) ≈ F(y;x) + ST
y (Y − y) + ST

x (X − x) = 0.
(3)

As matrizes de sensibilidade das grandezas de saída (Sy) e
entrada (Sx) contêm as derivadas parciais de primeira ordem
de cada função de medição em relação as grandezasY eX,
avaliadas nas estimativasy ex, respectivamente. Essas ma-
trizes de sensibilidadeSy e Sx são as matrizes jacobianas
das grandezas de saída (Jy) e entrada (Jx), respectivamente,
as quais são representadas por
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ST
y = JT

y =







∂f1/∂y1 . . . ∂f1/∂yK

...
. ..

...
∂fK/∂y1 . . . ∂fK/∂yK






(4)

e

ST
x = JT

x =







∂f1/∂x1 . . . ∂f1/∂xN

...
. . .

...
∂fK/∂x1 . . . ∂fK/∂xN






. (5)

Como a estimativaF(y;x) é solução da Equação (3),i.e.,
F(y;x) = 0, logo a Equação (3) pode ser reescrita como

ST
y (Y − y) + ST

x (X − x) = 0. (6)

Caso o vetor das grandezas de saída (Y) seja explicitado da
Equação (6), por meio da álgebra matricial, obtém-se a ex-
pressão

Y = ST(X − x) + y,
ST = −(ST

y )−1ST
x .

(7)

A aplicação do operador variância vetorial1 em ambos os la-
dos da Equação (7) fornece a lei de propagação de incertezas
multivariável, ou seja, essa operação matemática fornece a
matriz de covariância das grandezas de saída de ordemK
(Uy), a partir do conhecimento das estimativasx e y e da
matriz de covariância das grandezas de entrada de ordemN
(Ux), conforme a expressão

Uy = STUxS. (8)

Como pode ser observado na Equação (8), o método MLPU
consiste em propagar as informações disponíveis das gran-
dezas de entrada para as grandezas de saída – vetor das es-
timativasx e a matriz de covariânciaUx –, por meio de um
procedimento linear, conforme é abordado pelo Guia ISO em
sistemas MISO de medição.

Os elementos das matrizes de covariância, tanto das grande-
zas de saída quanto das grandezas de entrada, representam:
a variância (ou incerteza padrão quadrática2) das grandezas
(todos os elementos da diagonal principal) e a covariância

1O operador variância de uma grandeza (aleatória) vetorialZ, cuja es-
perança éz com PDF igual ag(Z), é proveniente da seguinte expressão:
Var[Z] = E[(Z − z)(Z − z)T] ,

R

+∞

−∞
(Z − z)(Z − z)Tg(Z)dZ.

2Esta definição é proposta por alguns autores do Guia ISO e seusSuple-
mentos (Cox and Harris, 2003), maiores esclarecimentos também podem ser
consultados em Bich et al. (2006).

existente entre cada grandeza de saída e cada grandeza en-
trada (todos os elementos que não pertencem à diagonal prin-
cipal). Essas matrizes são representadas, respectivamente,
como

Uy =







u2(y1) . . . u(y1, yK)
...

. . .
...

u(yK , y1) . . . u2(yK)






(9)

e

Ux =







u2(x1) . . . u(x1, xN )
...

. . .
...

u(xN , x1) . . . u2(xN )






. (10)

A matriz de covariância associada às estimativasy dos men-
surandosY, expressa pela Equação (8), é o parâmetro quan-
titativo usado para avaliar a qualidade da medição proveni-
ente dos sistemas MIMO. Entretanto, algumas aplicações in-
dustriais e comerciais requerem o conhecimento da incerteza
expandida (intervalo de abrangência) do mensurando, con-
forme descrito pelo Guia ISO aos sistemas de medição com
apenas um mensurando. Nos sistemas MISO de medição, o
intervalo de abrangência para o único mensurandoY é esti-
mado com base na fórmula de Welch-Satterthwaite (fórmula
W–S) (Hall and Willink, 2001), a qual pressupõe que as gran-
dezas de entrada e de saída, igualmente às suas incertezas
padrão, devem possuir distribuições gaussianas; além disso,
as grandezas de entrada devem ser estatisticamente indepen-
dentes, conforme discutido por Martins et al. (2010).

Nos sistemas MIMO de medição, uma região de abrangência
K-dimensional do espaço (não mais um intervalo de abran-
gência), referente às estimativasy, é necessária para abran-
ger os valores possíveis dos mensurandosY. Um procedi-
mento equivalente aos sistemas MISO de medição, ou até
mesmo outro, para determinar a região de abrangência dos
sistemas MIMO de medição ainda não está bem consolidado
na literatura. Apesar disso, o trabalho de Willink and Hall
(2002) tem sugerido uma técnica que permite estimar uma
região de abrangência aproximada para amostras limitadas
(n ≤ 5) das grandezas de entrada estatisticamente indepen-
dentes. Outra alternativa é assumir uma distribuição gaus-
siana multivariada para os mensurandos, o que implica em
uma região de abrangência elipsoidal, para qualquer proba-
bilidade de abrangência escolhida.

Do ponto de vista prático é mais interessante conhecer os
intervalos (de abrangência) de cada mensurando individu-
almente do que a região de abrangência formada por estes.
De acordo com os trabalhos de Cox and Harris (2003) e de
Bich et al. (2006), os intervalos de abrangência individuais
para cada mensurando de um sistema MIMO de medição po-
dem ser estimados à luz do procedimento adotado pelo Guia
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ISO, i.e., para cada elemento da diagonal principal (u(yj))
da matriz de covariânciaUy é estimado o fator de abrangên-
cia kj com base nos graus de liberdade efetivos deu(yj),
usando a fórmula W–S, e a probabilidade de abrangênciap
escolhida. Dessa forma, cada grandeza de saídaYj possui
seu intervalo simétrico de abrangência da seguinte forma:
Ij = [yj ± kju(yj)] ≡ [yj − kju(yj); yj + kju(yj)].

3 LEI DE PROPAGAÇÃO DE FUNÇÕES
DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE
MULTIVARIÁVEL

O método MLPU utiliza uma aproximação linear das fun-
ções de medição para expressar a matriz de covariância asso-
ciada ao vetor das estimativas das grandezas de saída. Dessa
forma, esse método apenas é usado quando as funções de
medição são lineares ou linearizadas em torno da região de
interesse. Contudo, quando a não linearidade associada ao
modelo de medição do sistema MIMO é significativa, um
método mais abrangente, que seja aplicado tanto em siste-
mas lineares quanto não lineares, deve ser requerido de modo
a fornecer resultados mais consistentes para a avaliação da
incerteza de medição. O método mais abrangente do que
o método MLPU é aquele baseado na lei de propagação de
PDFs, uma vez que esse fornece uma PDF conjunta para os
mensurandos do sistema MIMO de medição. Assim como
nos sistemas MISO de medição, a propagação de PDFs nos
sistemas MIMO de medição pode ser obtida tanto analítica
quanto numericamente.

Nesta seção são demonstrados os métodos analítico e numé-
rico para determinar a PDF conjunta dos mensurandos de um
sistema MIMO de medição. Além disso, são delineados os
passos para estimar os intervalos de abrangência individuais
de cada grandeza de saída desses sistemas.

3.1 Abordagem analítica

A essência da lei de propagação de PDFs multivariável é de-
rivar uma PDF conjunta para os mensurandosY (gY(η)),
a partir da PDF conjunta das grandezas de entrada (gX(ξ))
que compõem o modelo MIMO de medição. Neste trabalho,
ξ = (ξ1, . . . , ξN )T denota os valores possíveis das grande-
zas de entradaX, enquanto queη = (η1, . . . , ηK)T denota
os valores possíveis das grandezas de saídaY.

Para demonstrar a lei de propagação de PDFs pela aborda-
gem analítica, serão consideradas funções de medição em sua
forma explícita,i.e.,

Y = F(X). (11)

A esperança do vetorY poderia ser obtida através da PDF
conjunta das grandezas de entradaX, de acordo com a ex-
pressão

E[Y] = E[F(X)]

=

∫ +∞

−∞

F(ξ)gX(ξ)dξ. (12)

De forma análoga ao procedimento aplicado nos sistemas
MISO de medição, ver Martins et al. (2010), a função delta
de Dirac é utilizada. Como as propriedades dessa função po-
dem ser aplicadas para grandezas vetoriais, a propriedade de
grande utilidade na abordagem proposta será

∫ +∞

−∞

zδ(z − a)dz = a. (13)

Caso as grandezas vetoriaisz e a sejam substituídas pelas
grandezasη eF(ξ), respectivamente, então a Equação (13)
pode ser reescrita como

∫ +∞

−∞

ηδ(η −F(ξ))dη = F(ξ), (14)

e a substituição do valor deF(ξ), proveniente da Equação
(14), na Equação (12) fornece a expressão

E[Y] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

ηδ(η −F(ξ))gX(ξ)dξdη. (15)

Como a esperança do vetorY é definida por

E[Y] ,

∫ +∞

−∞

ηgY(η)dη, (16)

a PDF conjunta das grandezas de saída do sistema MIMO de
medição pode ser obtida pela igualdade das Equações (15) e
(16), logo

gY(η) =

∫ +∞

−∞

δ(η −F(ξ))gX(ξ)dξ. (17)

Uma vez que a PDF conjunta das grandezas de saída é conhe-
cida, o resultado de medição (estimativa dos mensurandos
y) e sua matriz de covariância associada (Uy), bem como
as PDFs marginais de cada mensurandoYj (g′Yj

(ηj)), são,
respectivamente,
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y = E[Y] ,

∫ +∞

−∞

ηgY(η)dη, (18)

Uy = Var[Y] ,

∫ +∞

−∞

(η − y)(η − y)TgY(η)dη (19)

e

g′Yj
(ηj) ,

∫ +∞

−∞

gY(η)dηl . . . dηK , j 6= l = 1, . . . ,K.

(20)

Contudo, assim como nos sistemas MISO de medição, a
Equação (17) pode ser solucionada analiticamente somente
para casos relativamente simples. Portanto, um procedi-
mento numérico, de interesse prático, é necessário para deter-
minar a PDF conjunta dos múltiplos mensurandos que com-
põem este tipo de sistema de medição. O método numérico
mais eficiente para esses sistemas de medição é o MCM, cuja
aplicação será demonstrada na próxima seção.

3.2 Abordagem numérica

Como demonstrado na seção anterior, integrais multidimen-
sionais (Equação (17)) são exigidas para determinar a PDF
conjuntagY(η), cuja solução, geralmente, é realizada por
métodos numéricos. O método numérico adotado pelo Su-
plemento 1 do Guia ISO é o MCM e, portanto, aqui nos sis-
temas MIMO de medição uma extensão desse método será
adotada.

A ideia básica do MCM, nos sistemas MIMO de medição, é
retirarM amostras independentes da PDF conjunta das gran-
dezas de entrada (gX(ξ)) e propagá-las através das funções
de medição (Equação (2)) de modo a gerarM amostras si-
multâneas das grandezas de saída, conforme a seguinte re-
presentação:



























f1(η
l
1, η

l
2, . . . , η

l
K ; ξl

1, ξ
l
2, . . . , ξ

l
N ) = 0

... =
...

fK(ηl
1, η

l
2, . . . , η

l
K ; ξl

1, ξ
l
2, . . . , ξ

l
N ) = 0,

l = 1, . . . ,M.

(21)

Como consequência, uma PDF conjunta empírica para os
mensurandos (̂gY(η)) é construída. Resultados oriundos de
ĝY(η) convergem a resultados correspondentes agY(η) à
medida que as amostras de Monte Carlo são grandes (e.g.,
≥ 105).

Como anteriormente enfatizado na seção 2, os resultados de
maior interesse para a avaliação da incerteza de medição de

sistemas MIMO são (Bich et al., 2006): o vetor das estima-
tivas do mensurandoy; a matriz de covariânciaUy; e os
intervalos de abrangência individuais (Ij) associados a cada
mensurandoYj .

As estimativas de cada mensurandoYj , bem como as incer-
tezas padrão quadráticas e as covariâncias associadas a essas
estimativas, são avaliadas subsequentemente por meio das
seguintes Equações:

yj =
1

M

M
∑

l=1

ηl
j , (22)

u2(yj) =
1

M − 1

M
∑

l=1

(ηl
j − yj)

2 (23)

e

u(yj , ym) =
1

M − 1

M
∑

l=1

(ηl
j − yj)(η

l
m − ym), (24)

j 6= m = 1, . . . ,K.

Os intervalos de abrangência individuais dos mensurandos
devem ser obtidos da forma como segue (Bich et al., 2006):

(1) Ordenar em ordem crescente as amostras de cada men-
surandoYj , i.e., {(η(1)

j ≤, . . . ,≤ η
(M)
j )}; essas amos-

tras formam uma PDF marginal empíricaĝ′Yj
(ηj).

(2) Obter a menor largura possível entre os valores extre-
mosηinf

j eηsup
j , para uma dada probabilidade de abran-

gênciap. Esses valores extremos são calculados com-
putacionalmente a partir da função de distribuição acu-
mulativa empíricaĜYj

(ηj), originada dêg′Yj
(ηj), que

satisfazem a equaçãop = ĜYj
(ηsup

j ) − ĜYj
(ηinf

j ).

Além dos intervalos de abrangência individuais, pode-se
também estimar a região de abrangência dos mensurandos a
partir da PDF conjunta empírica; um algoritmo para estimar
essas regiões está disponível no trabalho de Possolo (2010).

4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

A partir do anteriormente exposto sobre os métodos MLPU e
MLPP, um estudo de caso será abordado nesta seção para elu-
cidar uma aplicação desses métodos de modo a obter maior
clareza e assimilação dos mesmos.

No presente estudo de caso, deseja-se estimar a velocidade
média e o fator de atrito (fator de fricção) de um fluido, que
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escoa em regime turbulento de um dado trecho reto de tu-
bulação industrial, a partir da queda de pressão (ou perda de
carga) existente entre os pontos extremos do trecho reto. Este
sistema multivariável (de medição) é tipicamente modelado
pelas equações empíricas de Darcy-Weisbach

f1 : ∆P = f
ρLv2

2D
(25)

e de Colebrook-White

f2 :
1√
f

= −2 log10

(

2, 51

Re
√

f
+

ǫ

3, 7D

)

, (26)

em que∆P é a queda de pressão no trecho reto da tubula-
ção;f é fator de atrito;L é o comprimento do trecho reto da
tubulação;D é o diâmetro da tubulação;ǫ é a rugosidade da
tubulação;v é a velocidade média do fluido;Re = ρvD/µ é
o número de Reynolds;ρ eµ são a massa específica e a visco-
sidade dinâmica do fluido, respectivamente. Essas equações
são comumente encontradas na literatura em aplicações da
mecânica de fluidos e transferência de calor,e.g., Fox et al.
(2009).

As grandezas de entrada∆P , L e D são consideradas esta-
tisticamente independentes, ou seja, a matriz de covariância
Ux é diagonal, cujas estimativas e suas respectivas incerte-
zas padrão são apresentadas na Tabela 1. Além disso, as pro-
priedades do fluido e da tubulação (aqui classificados como
parâmetros do modelo),ρ, µ eǫ, são consideradas possuírem
incertezas desprezíveis em relação às grandezas de entrada,
cujas estimativas estão disponíveis na Tabela 2.

Tabela 1: Estimativas das grandezas de entrada e suas res-
pectivas incertezas padrão.

Grandezas Estimativa Incerteza padrão
∆P /(105 Pa) 1,5 0,1
L /(m) 50,0 0,1
D /(m) 0,10 0,01

Tabela 2: Estimativas dos parâmetros do modelo de medição.

Parâmetros Valores
ρ /(kg/m3) 1,0× 103

µ /(Pa.s) 1,0× 10−3

ǫ /(m) 4,5× 10−5

O conhecimento das informações metrológicas referente às
grandezas de entrada, bem como dos parâmetros desse sis-
tema MIMO de medição, permite aplicar os métodos MLPU

e MLPP para avaliar a matriz de covariânciaUy e os in-
tervalos de abrangência individuais (Ij) dos mensurandos,
conforme procedimento anteriormente exposto sobre os mes-
mos.

Para aplicar o método MLPP, é necessário estabelecer o nú-
mero de amostras de Monte Carlo (M ) adequado ao modelo
de medição. A escolha adequada paraM foi obtida medi-
ante a aplicação da análise de sensibilidade das funções de
medição, baseada na tolerância numérica associada à matriz
de covariância dos mensurandos (Uy), maiores detalhes po-
dem ser consultados em Martins (2010). Nesse método foi
atribuída uma PDF gaussiana para cada grandeza de entrada
∆P , L e D, cujas esperanças (estimativas) e desvios padrão
(incertezas padrão) são aqueles apresentados na Tabela 1.

Os experimentos numéricos foram implementados em lin-
guagem MATLAB (versão 7.8) sob o sistema operacional
Linux (distribuição Ubuntu 10.10), por meio de um PC com
3,0 GHz de frequência,4 GB de memória de acesso aleatório
(RAM) e um processador Intel Core 2 Duo. O resultado da
análise de sensibilidade revelouM = 2 × 105 amostras de
Monte Carlo a serem adotadas nesse estudo de caso.

As PDFs marginais dos mensurandos, velocidade média do
fluido (v) e fator de atrito (f ), geradas pelo método MLPP,
são apresentadas na Figura 1.

Os resultados processados pelo método MLPP foram compa-
rados com os resultados provenientes do método MLPU. As
estimativas da velocidade média do fluido e do fator de atrito
são apresentadas na Tabela 3, bem como as incertezas pa-
drão, a covariância e os intervalos de abrangência individuais
(com base em uma probabilidade de abrangênciap = 90%)
associados a esses mensurandos.

Tabela 3: Comparação entre os resultados oriundos dos mé-
todos MLPU e MLPP.

MLPU MLPP
v /(m/s) f (×104) v /(m/s) f (×104)

yj 5,91 171,84 5,90 172,17
u(yj) 0,42 4,33 0,43 4,45
ηinf

j 5,23 164,90 5,19 164,84
ηsup

j 6,58 178,78 6,58 179,20
u(v, f) -1,66×10−4 (m/s) -1,70×10−4 (m/s)

Como pode ser observado na Tabela 3, a diferença entre
as estimativas dos mensurandos, bem como os parâmetros
metrológicos que caracterizam o grau de confiança dessas
estimativas – incertezas padrão, covariância e intervalosde
abrangência –, obtidos por ambos os métodos, é praticamente
inexistente; a diferença percentual entre os resultados dos
métodos MLPU e MLPP é aproximadamente menor do que
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Figura 1: PDFs marginais da velocidade média do fluido e
do fator de atrito. A apresentação da curva gaussiana (linha
cheia vermelha) indica quanto cada PDF marginal desvia-se
de uma PDF gaussiana correspondente, cuja esperança e
desvio padrão são iguais à estimativa e à incerteza padrão
provenientes do método MLPP.

0,2%. Dessa forma, quaisquer métodos (MLPU e MLPP) po-
dem ser utilizados para avaliar a incerteza desse sistema de
medição.

Apesar dos resultados gerados por ambos os métodos serem
praticamente iguais, nesse estudo de caso, o método MLPP é
mais consistente do que o método MLPU para avaliar a incer-
teza de medição, pois esse considera quaisquer não lineari-
dades do modelo de medição, isto é, uma maior confiança as-
sociada às estimativas dos mensurandos é encontrada via as
incertezas geradas pelo método MLPP. Em outras palavras,
o fato de considerar todas as não linearidades das funções de
medição faz com que os resultados do método MLPP sejam
sempre mais adequados e robustos do que aqueles provenien-
tes do método MLPU, tornando-o um método de referência
para comparação dos resultados.

A principal limitação do método MLPP reside no fato de
exigir um esforço computacional significativo em relação ao
método MLPU, contudo a disponibilidade de computadores

cada vez mais rápidos e possantes em processamento e uso
da memóriaRAM torna o método MLPP mais exequível.

5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados dois métodos para expres-
sar e avaliar a incerteza de medição em sistemas MIMO: o
método MLPU, baseado na lei de propagação de incertezas,
e o método MLPP, baseado na lei de propagação de PDFs
através do MCM.

O método MLPU pode ser usado para caracterizar a medição
de sistemas MIMO devido às seguintes vantagens: primeiro,
não há necessidade do conhecimento completo da PDF con-
junta das grandezas de entrada, são requeridos apenas o vetor
esperança e sua matriz de covariância associada; segundo,
possui cálculos simples para avaliar a matriz de covariân-
cia das grandezas de saída do sistema MIMO que, por sua
vez, podem ser facilmente implementados em qualquer lin-
guagem computacional.

Por outro lado, o método MLPU possui limitações relevan-
tes quanto ao seu uso, o que justifica a necessidade de um
método mais robusto para expressar e avaliar a incerteza de
medição dos sistemas MIMO. As principais limitações desse
método são: quando as funções de medição possuem não li-
nearidades significativas, a expansão em série de Taylor trun-
cada nos termos de primeira ordem deve fornecer resultados
inconsistentes ou enganosos; na estimativa dos intervalosde
abrangência individuais das grandezas de saída é necessário
supor uma PDF gaussiana para os mensurandosYj e suas
respectivas incertezas padrãou(yj), além disso, as grande-
zas de entrada e suas respectivas incertezas padrão também
devem ser mutuamente independentes e possuírem distribui-
ções gaussianas. Ou seja, a aplicação do método MLPU re-
quer muitas hipóteses que, em certas situações práticas, não
podem ser satisfeitas.

A avaliação da incerteza de medição por meio do método
MLPP é menos restritiva do que o método MLPU, isto é,
esse método requer menos hipóteses para sua aplicação em
relação ao método MLPU. As vantagens mais relevantes do
método MLPP são: fornece uma PDF conjunta e PDFs mar-
ginais para as grandezas de saída; não existem limitações no
que tange à natureza não linear do modelo MIMO de medi-
ção; diferentemente do método MLPU, o qual sempre consi-
dera um intervalo de abrangência gaussiano (simétrico), esse
método estima os intervalos das próprias PDFs marginais dos
mensurandos, seja essa simétrica ou assimétrica, gaussiana
ou não.

Entretanto, o método MLPP também possui limitações, a sa-
ber: assim como nos sistemas MISO, a atribuição apropri-
ada da PDF para as grandezas de entrada pode ser difícil
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por causa da imprecisão de dados ou falta de conhecimento
dos processos físico-químicos que influenciam o processo de
medição; o tempo de processamento pode ser muito longo
à medida que se aumenta a complexidade e não linearidade
dos modelos de medição; por fim, outra dificuldade reside na
geração de números aleatórios para uma PDF conjunta não
gaussiana, pois a maioria dos pacotes computacionais dispo-
níveis gera números aleatórios somente para PDF conjunta
gaussiana; uma alternativa a essa restrição é recorrer às fun-
ções cópulas, maiores detalhes podem ser consultados em
Possolo (2010).

A partir do anteriormente exposto sobre as vantagens e as
desvantagens dos métodos MPLU e MLPP, pode-se concluir
que o método MLPU deve ser usado em sistemas de medi-
ção lineares ou linearizados, enquanto que o método MLPP é
mais abrangente e pode ser aplicado para quaisquer modelos
de medição, inclusive os modelos não lineares.
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