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Resumo

As argumentacOes pautadas nos interesses e objetivos de alunos e professores durante
o desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica foram sistematizadas em
Kaiser e Sriraman (2006) por meio de perspectivas para a Modelagem Matematica na
Educagdo Matematica. Considerando o propdsito do nosso trabalho de investigar a
Modelagem Matemadtica como pratica favoravel ao desenvolvimento do pensamento
matemético de alunos, pautamos nossas discussdes na perspectiva cognitivista para a
Modelagem Matemadtica. Para abordar o pensamento matemadtico utilizamos os
pressupostos tedricos de Dreyfus (2002) sobre o pensamento matematico de estudantes,
e as caracterizacdes de Tall (2004) para diferentes “Mundos da Matematica”. As andlises
empreendidas se realizam a partir do desenvolvimento de atividades de modelagem por
estudantes de um curso de Licenciatura em Matemdtica e expressam reflexdes e
consideragdes sobre o pensamento matemético dos alunos e 0s processos cognitivos
que mobilizaram e apontam indicios do transito dos alunos pelos Trés Mundos da
Matemaética durante o desenvolvimento destas atividades. Os resultados obtidos a
partir dessa andlise indicam o potencial de atividades de Modelagem Matematica como
desencadeadoras de processos de pensamento matematico caracterizados por Dreyfus
(2002) e Tall (2004).
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Abstract

The arguments and objectives guided by the interests of students and teachers during
the development of mathematical modelling activities were systematized by Kaiser and
Sriraman (2006) as perspectives on Mathematical Modelling in Mathematics Education.
Considering the purpose of our article of investigating Mathematical Modelling as practice
that can lead to the development of students’ mathematical thought, we based our
discussions on Cognitive modeling. To approach mathematical thought, we used Dreyfus’
theoretical presuppositions (2002) about students’ mathematical thought and the
characterizations of Tall (2004) for different “Worlds of Mathematics.” Analyses are
carried out of the development of modeling activities by students in a university-level
mathematics teaching program and express thoughts and considerations regarding the
students’ mathematical thinking and cognitive processes. There was evidence that
students move among the Three Worlds of Mathematics during the development of
these activities. The results point to the potential of Mathematical Modelling activities
for the development of processes of mathematical thought characterized by Dreyfus
(2002) and Tall (2004).

Keywords: Mathematics Education. Mathematical Modelling. Mathematical Thinking.
Three Worlds of Mathematics.

1 Introducao

As discussdes sobre a importancia de encontrar um espaco para as
atividades de Modelagem Matematica nas aulas de Matemadtica vém ocupando
considerdvel nimero de pesquisadores e professores dos diferentes niveis de
escolaridade.

Ao mesmo tempo em que todos empreendem buscas por respostas as
probleméticas com que se defrontam, os caminhos que optam por percorrer nao
s30 0s mesmos, e os interesses e as possibilidades passam a caracterizar um
mosaico de situacdes inscritas em concepgdes € perspectivas que, por vezes,
chegam a divergir.

Considerando os investimentos nas pesquisas em relacdo a Modelagem
Matemaética, que, em algumas situacdes, também se debrucam sobre aspectos
pragmaéticos, e o desenvolvimento de material bibliografico que, de algum modo,
possa fomentar as praticas, todavia, parece que trés questdes sdo recorrentes:
a) O que é Modelagem Matemdtica na Educagcdo Matemética? b) Como fazer
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Modelagem Matematica na sala de aula? c) Por que usar Modelagem Matemaética
na sala de aula?

Embora reconhecendo que as trés questdes sdo interdependentes, ndo
podendo investigar-se completamente uma delas sem recorréncia as outras,
neste trabalho a tonica reside em contribuir para estruturagiao de aspectos que,
em resposta a questdo Por que fazer Modelagem Matemdtica na sala de
aula? podem apontar o potencial de atividades de Modelagem Matemética como
desencadeadoras de processos de pensamento matemadtico dos alunos.

A 1identificagdo ou caracterizacdo de atividades com esse potencial e
sua introducio nas aulas de Matematica, sao aspectos importantes, considerando
argumentacdes como a de Sfard (1991), por exemplo, de que a aparente
dificuldade que muitos alunos revelam em relacio a sua aprendizagem indica
que deve existir algo diferente na maneira de pensar matematicamente: “[...] a
Matematica parece ultrapassar outras disciplinas cientificas, deve haver algo
realmente especial e Gnico no tipo de pensamento envolvido na construgdo de
um universo matematico” (SFARD, 1991, p 2).

A fim de investigar a Modelagem Matematica como desencadeadora
do pensamento matematico, este trabalho se debruca sobre a identificacdo de
alguns elementos que podem sinalizar manifestagdes de pensamento matematico
dos alunos envolvidos em atividades de Modelagem Matematica e, com esta
configuracdo, insere-se nos interesses pela perspectiva cognitivista de Modelagem
Matemaitica caracterizada por Kaiser e Sriraman (2006).

Gray et al. (1999), ao tratar de pensamento matemadtico de estudantes,
argumentam que aprender a pensar matematicamente significa desenvolver um
ponto de vista matemdtico, ser capaz de realizar abstracdes e desenvolver
certa competéncia para lidar com as estruturas matematicas.

David Tall passa a discutir, especialmente a partir de Tall (2002), uma
perspectiva de desenvolvimento cognitivo (associado ao pensamento matematico)
dos estudantes que leva em consideracao ideias do psic6logo Jerome. S. Bruner
que tratam do esforco de um individuo em “traduzir experiéncias para um modelo
de mundo” (BRUNER, 1966, p. 10, apud TALL, 2004a) e levam o autor a
caracterizar diferentes modos de representagdo mental.

Referindo-se especificamente as experiéncias matematicas, Tall (2004a,
p- 285) reinterpreta as ideias de Bruner, e caracteriza o que denomina de “Trés
Mundos da Matematica” (Corporificado, Simbdlico Proceitual e Axiomatico
Formal), ponderando que determinados processos de pensamento matematico
dos alunos expressam o seu desenvolvimento cognitivo e passam a ter
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caracteristicas especificas em cada um desses mundos.

Levando em considerag@o estas argumentacdes de David Tall, neste
trabalho realizamos nossas anélises a partir do desenvolvimento de atividades
de Modelagem Matemética por um grupo de estudantes de um curso de
Licenciatura em Matematica. Tais andlises conduzem a reflexdes e
consideracdes sobre o pensamento matematico dos alunos e os processos
cognitivos que mobilizam durante seu envolvimento com atividades de Modelagem
Matematica, bem como os indicios do transito dos alunos pelos Trés Mundos da
Matematica durante este desenvolvimento. Com esta configuragdo, a andlise
pode revelar o potencial de atividades de modelagem para o aprender a pensar
matematicamente a que se referem Gray et al. (1999).

2 Sobre Modelagem Matematica

De modo geral, uma atividade de Modelagem Matemdtica origina-se
em uma situacio problematica e tem como caracteristica essencial a possibilidade
de abarcar a cotidianidade ou a relacdo com aspectos externos a Matematica,
caracterizando-se como um conjunto de procedimentos mediante o qual se
definem estratégias de acdo do sujeito em relacdo a um problema.

Neste sentido, a Modelagem Matematica diz respeito a andlise de uma
situacdo-problema, a constru¢do de representacdes matemdticas, a obtengdo
de resultados matemadticos para a situagcdo e a reinterpretacdo dos resultados
em relacdo a situagdo.

Considerando que os procedimentos associados ao desenvolvimento de
uma atividade de modelagem podem ocorrer na sala de aula, tratamos da
Modelagem Matematica na Educacdo Matematica como uma alternativa
pedagdgica na qual fazemos uma abordagem, por meio da Matemética, de uma
situagdo-problema ndo essencialmente mateméatica (ALMEIDA; BRITO, 2005).

A partir dessa caracterizagdo, Almeida e Ferruzzi (2009) identificam
um conjunto de procedimentos realizados pelos alunos ao desenvolver atividades
de modelagem:

[...] a busca de informagdes, a identificacdo e selecdo de
variaveis, a elaboracdo de hipéteses, a simplificacdo, a
obtencdo de uma representagdo matemadtica (modelo
matematico'), a resolu¢do do problema por meio de

! Segundo Lesh (2010), um modelo matematico é um sistema conceitual, descritivo ou explicativo,
expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura matematica, com a finalidade de descrever o
comportamento de outro sistema e permitir a realiza¢do de previsdes sobre este outro sistema.
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procedimentos adequados e a andlise da solugdo que implica
numa validagdo, identificando a sua aceitabilidade ou nao
(ALMEIDA; FERRUZZI, 2009, p. 121).
Os referidos procedimentos, ainda que possam ser realizados de forma
ndo linear em relagdo a ordem em que sao apresentados, sdo associados ao que
se denomina etapas da Modelagem Matemdatica mostradas na Figura 1.

Formulacio do

problema O O Modelo

/ matemitico

O Representacio
mental da situacio

Situacio
Inmicial
(problemaitica) x
. o «
Situacido-problema Comunicaggio '
¢ deresultados Situacio final
x ¥- (Resposta para o problema)

*Ce @)
Analise dos Resultados

Figura 1- Etapas da Modelagem Matematica

Neste trabalho, o nosso interesse tem como foco buscar, nos
procedimentos realizados pelos alunos no decorrer das etapas da modelagem,
manifestacdes de pensamento matematico dos alunos e a sua relacdo com os
Mundos da Matemética caracterizados em Tall (2004). A identificacdo das
manifestagdes € relevante para contribuir com a estruturag@o de respostas para
a questdo Por que usar Modelagem Matemdtica na sala de aula?, de modo
que se possa argumentar que o uso da Modelagem Matematica pode potencializar
alguns aspectos da formacdo, especialmente matemaética, dos estudantes.

As argumentacdes pautadas nos diferentes interesses e objetivos de
alunos e professores, durante o desenvolvimento de atividades de Modelagem
Matematica, foram sistematizadas em Kaiser e Sriraman (2006) por meio de
perspectivas para a modelagem na Educacdo Matemadtica definidas como:
perspectiva realistica, perspectiva contextual, perspectiva sociocritica, perspectiva
epistemoldgica, perspectiva cognitivista e perspectiva educacional.

Segundo Kaiser e Sriraman (20006), na perspectiva cognitivista o interesse
reside na identificacdo e compreensdo de funcdes cognitivas associadas aos
procedimentos dos alunos quando se envolvem em atividades de Modelagem
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Matematica. Considerando o propdsito do nosso trabalho, pautamos nossas
discussdes na perspectiva cognitivista para a Modelagem Matematica.

Para Ferri (2007, p. 261), “se a Modelagem € considerada sob uma
perspectiva cognitivista o foco estd nos processos de pensamento (individuais)
que sdo expressos por meio de acdes durante o processo de Modelagem”. Nesse
encaminhamento parece se configurar uma relacdo proficua entre a Modelagem
Matematica e a investigac@o de processos cognitivos associados ao pensamento
dos alunos em atividades de modelagem.

3 Sobre Pensamento Matematico

Considerando argumentagdes de senso comum sobre pensamento,
podemos dizer que estamos pensando quando refletimos sobre determinado
assunto. Nesse sentido, o entendimento de pensamento remete a algo interno, e
pensar pode ser utilizado para dar forma a imaginacdo, aquilo que vemos e
percebemos do mundo.

O diciondrio de filosofia Japiassi e Marcondes (2001), no entanto,

apresenta uma caracterizacio mais sofisticada do que € pensamento:

Atividade da mente através da qual esta tematiza objetos
ou toma decisdes sobre a realizacdo de uma acao. Atividade
intelectual, raciocinio. Consciéncia. [...] pensamento € o
“trabalho” efetuado pela reflexao do sujeito sobre um objeto,
num movimento pelo qual a matéria-prima, que é a
experiéncia, é transformada, de algo ndo-sabido, num saber
produzido e compreendido. (JAPIASSU; MARCONDES,
2001, p.209)

No ambito da Educacdo Matematica diversos autores (DREYFUS,
2002; TALL, 2002; SFARD, 1991, 2007; GRAY et al., 1999; DUBINSKY ,
2002; DOMINGOS, 2003; COSTA, 2002, entre outros) t€ém se dedicado ao
estudo do pensamento matematico. A nossa pesquisa fundamenta-se,
essencialmente, nos trabalhos de Tall (1995; 2002; 2004; 2007) e Dreyfus (2002)
para tratar do pensamento matematico e dos processos cognitivos a ele
relacionados.

As manifestacdes de pensamento matemadtico dos alunos podem estar
relacionadas, segundo Tall (2002), com expressdes verbais ou gestos, palavras,
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com a realizacdo de prova?, a generalizacdo e o simbolismo usados por eles.
Assim, indicios de como funciona o pensamento matematico podem, segundo
Tall (2004), ser observados no contato dos alunos com os objetos matemaéticos?
que podem ser visualizados ou representados por simbolos, no contato com
defini¢des, teoremas, provas e demonstracoes.

Segundo Tall (1995), o pensamento matematico emerge da percepgdo
de objetos do mundo exterior e da acdo sobre esses mesmos objetos,
considerando que os sujeitos encaminham-se, do ponto de vista cognitivo, da
percepcao dos objetos do mundo externo de uma maneira visual-espacial para
as acgdes sobre o que percebem desse objeto, utilizando a forma verbal-dedutiva.

Para além do contato com os objetos matematicos, o sujeito aprofunda
seu contato com eles, os quais passam a lhe exigir habilidades que vao além do
perceber e do observar, requerendo-lhe a realizacao de abstracdes, generalizacdes
e provas, gerando, segundo Tall (2004), maneiras mais sofisticadas de pensar
matematicamente.

Sendo assim, Tall (2002, 2004) e Dreyfus (2002) defendem que
expressoes de pensamento matematico mais sofisticadas ou menos sofisticadas
estao associadas a0 modo como os alunos lidam com processos cognitivos como
a representacdo, a abstragdo e a interacdo entre esses processos.

A representacdo (em Matematica), segundo Dreyfus (2002), consiste
no “ato de representar um conceito matemdatico, gerando uma imagem ou um
‘espécime’ do conceito”. Podemos considerar, entio, que a representagdo tem
a fungdo de tornar presente ou viabilizar o acesso ao conceito matematico.
Tommy Dreyfus identifica dois tipos de representagdes: representagdes
simbdlicas e representagdes mentais. As representacdes simbodlicas sdo
externas e tém por finalidade facilitar o acesso e a comunicacdo dos conceitos
a que estdo associadas. J4 as representacOes mentais referem-se aquilo que
ocorre na mente do sujeito enquanto pensa no conceito ou sobre o conceito e,
assim, pode diferir de pessoa para pessoa (DREYFUS, 2002). Para o autor o

2 Entendemos prova no sentido de Tall (2002): “Proof is how they ordered in a logical development
both to verify the nature of the relationships and also present them for approval to the mathematical
community” (p. xiii)).

3 Fundamentados em Dubinsky (2002), usamos objeto matemdtico com o mesmo significado de
conceito matemdtico, por exemplo, fungdes, nimeros, varidveis, espagos vetoriais, grupos.

4 Tradugdo livre de “To represent a concept, then, means to generate an instance, specimen,
example, image of it” DREYFUS, T. (2002, p 31).
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processo de representacido pode ser relacionado com outros processos como a
visualizacdo, a mudancga de representagcdes, caracterizada por Dreyfus como
traducdo.

O processo de visualizacdo, segundo Dreyfus (2002), € um processo
que envolve a intui¢do e a compreensdo do que se v€ do objeto matemaético.
Para que seja possivel gerar uma representacdo mental de um conceito, €
necessario que existam sistemas de representacdo ligados a artefatos concretos,
que podem ser visualizados. A construcio de graficos, diagramas e tabelas
(representacdes externas do individuo e, portanto, simbdlicas) sdo situagdes que
envolvem o processo de visualizagdo. Neste sentido, a visualizac¢@o constitui um
processo cognitivo de extrema importancia em matemaética, visto que estd
relacionado as habilidades de perceber, descobrir e representar.

A mudanca de representagdes (ou traducdo), segundo Dreyfus (2002),
implica em mudar de uma representacdo associada a um conceito para outra
representagdo associada ao mesmo conceito. Passar de uma tabela para um
grafico, ou de um gréfico para uma expressdo algébrica, sdo exemplos de
tradugdes. Segundo o autor, a tradu¢do € uma atividade cognitiva essencial,
aquela que conduz aos mecanismos subjacentes a compreensao.

O processo de abstragio, relativo ao ato de abstrair, por sua vez, segundo
Dreyfus (2002), diz respeito a capacidade de separar pelo pensamento, ou
considerar separadamente, o que niao pode ser observado separadamente na
realidade. O autor associa com a abstrag@o os processos de generalizacdo e de
sintese. A generalizacdo, relativa a habilidade de generalizar, diz respeito a
capacidade de concluir a partir de particularidades, a fim de identificar aspectos
comuns e expandir dominios de validade. A generalizacdo torna-se importante
na medida em que estabelece um resultado mais geral, valido para um grande
numero de casos, ou na medida em que determina a formula¢do de um conceito.
Ja o processo de sintese, implica em sintetizar, combinar ou compor diversas
partes de maneira a formar um todo, uma entidade.

Na estruturagdo de uma perspectiva tedrica sobre a aprendizagem dos
alunos em Matematica, vinculando a aprendizagem com o desenvolvimento
matemdtico dos mesmos, David Tall argumenta que a representacdo e a
abstracdo, e os processos a elas associados, bem como sua articulagdo, sao
aspectos que podem ser vinculados ao que chama de Trés Mundos da
Matemadtica.
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4 Os Trés Mundos da Matematica

O desenvolvimento matematico dos individuos € investigado e/ou
caracterizado por meio de tricotomias em diferentes momentos e por diferentes
autores. Pelo menos trés desses estudos sdo referenciados nos trabalhos de
David Tall: o trabalho de Sfard (1991) defende que durante o desenvolvimento
dos conceitos os alunos passam por trés estagios de estruturagao, caracterizados
como interiorizagdo, condensagdo e reificagdo, o estudo das abstracdes
empiricas, pseudo-empiricas e reflexivas de Piaget, baseadas na percepcao,
acdo e reflexdo sobre os objetos; os modos de representacio mental, sensério-
motor, icdnico e simbdlico definidos por Bruner (1966, apud Tall, 2004a) como
sequenciais no crescimento cognitivo do individuo.

A perspectiva de David Tall surge do estudo dessas teorias que tratam
do desenvolvimento cognitivo e da necessidade de explicar como se dd o
aprendizado em Matematica. Referindo-se as experiéncias matematicas, Tall
(2004) associa o desenvolvimento cognitivo em relacdo a matematica com Trés
Mundos da Matematica:

a) O Mundo Conceitual Corporificado (ou apenas Mundo Corporificado - como
afirma Tall, 2004, p. 2) “diz respeito as percepcdes acerca do mundo e o
pensamento a respeito das coisas que sdo percebidas e sentidas ndo apenas no
mundo fisico, mas em um mundo mental de significados®”. Este mundo esta
baseado na acdo e na percepcao e envolve os objetos corporificados, tais como,
gréficos e diagramas, que podem ser fisicamente manipulados e, posteriormente,
concebidos como objetos mentais. Os modos de operar no Mundo Conceitual
Corporificado sdo associados com a percepgao, a observacao e a descricido que
visam o entendimento de propriedades relativas aos conceitos matematicos.

b) O Mundo Simbdlico Proceitual (ou simplesmente Mundo Proceitual - como

afirma Tall)
[...] ¢ o mundo dos simbolos que sdo usados para calculos
e manipulag¢des na aritmética, na algebra e no calculo, por
exemplo. As atividades neste mundo se iniciam com ag¢oes
(como apontar e contar) e sdo incorporadas como conceitos
por meio do uso de simbolos [...]° (TALL, 2004, p. 3).

5 Tradugdo livre de “The first grows out of our perceptions of the world and consists of our thinking
about things that we perceive and sense, not only in the physical world, but in our own mental world
of meaning.” (TALL, 2004, p. 2).

® Tradugdo livre de “[...] is the world of symbols that we use for calculation and manipulation in
arithmetic, algebra, calculus and so on. These begin with actions (such as pointing and counting)
that are encapsulated as concepts by using symbol [...]”. (TALL, 2004, p. 2).
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No Mundo Simbdlico evidencia-se a capacidade do uso de simbolos e a
acdo, entendida como procedimento, passa a ser superada por um processo,
considerado por Tall (2003), sequencialmente superior ao anterior.

¢) O Mundo Axiomaético Formal (ou Mundo Formal - como afirma Tall,
2004, p. 3) por sua vez, “€ baseado em propriedades, expressas em termos de
definicdes formais que sdo usadas como axiomas para especificar as estruturas
matematicas (por exemplo, ‘grupo’, ‘campo’, ‘espago vetorial’ e ‘espago
topolégico’ e assim por diante)’" que constituem o sistema axiomatico da
Matemética. Em termos gerais, este mundo pressupde um movimento em direcao
ao formalismo nas representacdes e no uso dos conceitos.

As fronteiras difusas entre tais mundos sdo discutidas em Pinto (20006).
A autora, referindo-se aos seus estudos anteriores (PINTO, 2000, 2001, 2002,
apud PINTO, 2006), pontua que hd analogias e contrastes nas estratégias

empenhadas pelos estudantes para aprender matemadtica e coloca que
Alguns alunos veem as definicdes e as construgdes 16gico-
formais a partir destas, como ponto de partida para sua
experiéncia com a matematica formal. J4 outros constroem a
nova experiéncia a partir de imagens, refinando-as em
permanente didlogo com a teoria formal (PINTO, 2006, p. 5).

Neste sentido, o desenvolvimento cognitivo dos alunos ndo €,
necessariamente, sequencial, considerando suas a¢des em relacdo aos trés
mundos caracterizados. Isto €, podemos considerar que os alunos transitam (em
termos cognitivos) nos Trés Mundos em vez de toma-los como estigios
consecutivos a serem percorridos em suas atividades matematicas, indo do
Mundo Conceitual Corporificado a0 Mundo Axiomético Formal. Cada individuo
tem suas proprias experiéncias e, devido a isso, cada um desenvolve de maneira
distinta sua jornada pelos Trés Mundos da Matematica, desenvolvendo seu
pensamento matematico (TALL, 2007).

O desenvolvimento do pensamento matematico no Mundo Conceitual
Corporificado se inicia pelas percepcdes, observagdes e descricdes dos objetos
(corporificados). Os processos cognitivos mais evidentes nas a¢des dos alunos
sdo relacionados a percepgdo, viabilizando-lhes perceber, observar, descrever
caracteristicas dos objetos mateméticos.

"Tradug@o livre de “[...] is based on properties, expressed in terms of formal definitions that are
used as axioms to specify mathematical structures (such as ‘group’, ‘field’, ‘vector space’,
‘topological space’ and so on).” (TALL, 2004, p. 3).
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O uso do simbolismo, relativo ao Mundo Simbdlico Proceitual, ja desloca
o foco para um nivel mais abstrato, conduzindo a refinamentos das apreensdes
do Mundo Corporificado, no qual o uso de proceitos, caracterizados por Tall
(1995) como simbolos que representam tanto um processo quanto um conceito,
requer o desenvolvimento do processo de representagdo bem como os processos
a ele subjacentes, que envolvem visualizagdes e a traducdo de representacdes.

J4 as agdes no Mundo Axiomatico Formal, segundo Tall (2007), visam a
migracdo das descobertas aliadas as operacdes, aos célculos e as representacoes,
para a especificacdo de propriedades, de relacdes e de provas, fortemente
vinculadas com a abstra¢do e com os subprocessos de generalizagdo e sintese.

O transito no Mundo Axiomatico Formal associado as experiéncias do
Mundo Conceitual Corporificado e do Mundo Simbdlico Proceitual conduz a
formulacdo de definicdes formais e da prova de teoremas, usando uma linguagem
matemadtica, de modo geral, sofisticada. A prova formal escrita é uma
manifestacdo de pensamento matematico, no entanto, ela € elaborada a partir
das ideias e experiéncias dos mundos Conceitual Corporificado e Simbdlico
Proceitual. A interacdo entre corporificacdes, simbolos e teoremas, mediada,
em grande medida, pela abstracdo e pela generalizacdo, demonstra maior
entendimento dos objetos matemadticos e de suas multiplas representagdes.

Considerando a importancia de oportunizar essa diversidade de acdes,
aliando corporificacdes, simbolismo e teoremas e desenvolver no aluno certa
flexibilidade de pensamento matematico € que investigamos o potencial de
atividades de Modelagem Matematica como desencadeadoras de processos de
pensamento matemadtico dos alunos.

5 Os alunos nas atividades de Modelagem Matematica - a pesquisa
desenvolvida

As informacdes que subsidiam as argumentagdes deste trabalho foram
obtidas com alunos de uma turma do Ensino Superior, durante a disciplina de
Modelagem Matemaética na Perspectiva da Educacio Matematica, no dltimo
ano de um curso de Licenciatura em Matemadtica. Os alunos desenvolveram
atividades de modelagem sob a orienta¢do das autoras deste texto, sendo que
uma era a professora da disciplina.

Levando em consideragdo que o objeto de pesquisa € a Modelagem
Matematica e a nossa investigacao visa apresentar reflexdes sobre o potencial
de atividades de Modelagem Matemaética para desencadear nos estudantes
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diferentes processos de pensamento matemético, a disciplina de Modelagem
Matematica parece ser um /dcus adequado para a coleta das informagdes cujas
andlises orientam nossas argumentacoes.

Para o desenvolvimento das atividades de Modelagem Matematica nas
aulas, nos orientamos pelas indicacdes de Almeida, Pessoa e Vertuan (2012), de
que a familiarizacdo dos estudantes com a modelagem pode se dar de forma
gradativa, de acordo com trés momentos: inicialmente, o professor leva para a
sala de aula uma situagao-problema e a propde aos alunos; em seguida, professor
e alunos definem um problema a ser estudado e, por fim, os alunos sdo
responsaveis por todas as etapas do desenvolvimento de uma atividade de
Modelagem Matematica.

Esse encaminhamento proporcionou um contato prolongado das
pesquisadoras com o ambiente e a situacdo que estava sendo investigada,
ocorrendo um trabalho de campo intensivo. Os dados coletados sido
predominantemente descritivos. A preocupacdo com o processo € muito maior
do que com o produto, uma vez que o interesse das pesquisadoras, a todo o
momento, consistiu em observar, nos alunos e em seus registros, indicios de
processos de pensamento e de transito pelos Trés Mundos da Matemdtica. As
proprias pesquisadoras usaram de instrumentos de coleta de dados como
anotagdes em diario de campo, gravagdes em dudio e video, questiondrios e
entrevista. A andlise dos dados coletados, embora subsidiada pelos referenciais
tedricos que fundamentam a pesquisa, vem cercada de compreensdo e
entendimento das pesquisadoras. Assim, considerando a argumentagdo de Liidke
e André (1986), caracterizamos nossa pesquisa como do tipo qualitativa.

Segundo Tall (2004), cada individuo estabelece uma jornada singular
durante o seu desenvolvimento cognitivo em Matematica, tragando seu proprio
caminho de mobilizacdo de processos cognitivos e de modos de operar nos
diferentes Mundos da Matemadtica. Assim, é preciso tratar de cada aluno em
particular em relac@o as atividades que desenvolveu.

Desse modo, considerando a extensao possivel para este texto, a andlise
que apresentamos ¢ relativa a um dos alunos que participaram das atividades,
identificado aqui como ‘aluna A’.

Tratamos do envolvimento dessa aluna em duas atividades de Modelagem
Matemaética: O Diazepam no organismo, atividade que corresponde ao segundo
momento da modelagem a que nos referimos e diz respeito a andlise da
concentracdo do medicamento antidepressivo Diazepam no organismo do
usudrio, considerando a ingestdo de diferentes doses e em diferentes periodos
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de tempo; A producdo de etanol X a dindmica da producdo de veiculos, que
investiga a auto-suficiéncia da producgdo brasileira de etanol tendo em vista a
demanda para os veiculos novos que usam esse combustivel, problema que foi
definido pelo grupo de alunos do qual a aluna A fazia parte, e corresponde ao
terceiro momento da Modelagem Matematica.

Os contetdos associados as atividades envolvem equagdes diferenciais
ordindrias, o método dos minimos quadrados, a soma de termos de uma progressiao
geométrica, o conceito de limites e derivadas, o método de Ford-Walford®. A
descricdo detalhada das citadas atividades consta em Palharini (2010).

6 A analise da aluna A

Buscamos, nas informacdes obtidas durante o desenvolvimento das
atividades de Modelagem Matematica pela aluna, elementos para apresentar
reflexdes sobre as acdes desenvolvidas por ela no decorrer do desenvolvimento
da atividade, elencando, dessa maneira, indicios do pensamento matemético da
aluna e as manifestagdes de processos cognitivos, bem como o transito pelos
Trés Mundos da Matematica.

6.1 Atividade o Diazepam no organismo

Para o desenvolvimento da atividade o Diazepam no organismo,
realizado durante um periodo de 04 horas (aula), a professora levou para a sala
de aula a bula do medicamento e o estudo da atividade foi feito com todos os
alunos da sala divididos em grupos. A partir das informagdes da bula, foi definido
o problema: estudar a concentra¢io do medicamento no organismo, considerando
a ingestdo de diferentes doses e diferentes tempos de tratamento conforme
esclarece a bula (veja Figura 2). Para o problema, os alunos trataram de trés
situagdes: a ingestdo de uma tnica dose (comprimido de 10mg); a continuagao
do tratamento com a ingestdo de um comprimido de 10mg a cada 24 horas; a
saturacdo do medicamento no organismo do paciente.

A representag@o da tabela da Figura 2 indica que a aluna compreendeu
as informacdes da bula e foi capaz de construir a tabela representando a
concentragdo de uma dose do remédio no organismo no decorrer do tempo.

8 Descri¢do do Método consta em Bassanezi (2002).
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O Diazepam & um medicamento indicado para pacientes com crises de
ansiedade, queixas somaticas ou psicoldgicas relacionadas a ansiedade,
no tratamento de desordens psiquiatricas, no alivio do espasmo muscular
reflexo devido a traumas, como les3o e inflamagéo.

Eliminagdo: a curva concentragdo plasmatica / tempo do é

Tabela 1: C 4o de uma dose do remedio no organismo e
t {horas) €, (mg) Cuaam G

\=

bifasica: uma fase de distribuigao inicial rapida e intensa com uma meia v
vida que pode chegar a 3 horas e uma fase de eliminagdo terminal 3
[
£l

prolongada (meia-vida de 20-50 horas). A meia-vida de eliminagéo terminal
do metabdlico ativo nordiazepam é aproximadamente 100 horas. O
diazepam e seus metabdlicos sdo eliminados principalmente pela urina,

predominantemente sob a forma conjugada O clerence de diazepam é de

20-30ml/min. 12
Dessa maneira a meia-vida,relacionada com a eliminagao do di é: %
-na fase inicial pode chegar a 03 horas

-na fase final é entre 20-50horas 18
o deve ser admini: com uma dose que Nao L

10mg e a duragdodeve ser a menor possivel, ndo excedendo?2 a 3 meses, 2

o ~| of o »f w o o =

incluindo o periodo de retirada progressivado medicamento.

Figura 2 - Dados da bula e a tabulagio matemdtica dos dados realizada pela aluna

A producdo de diferentes representagdes como tabelas, graficos e
registros simbdlicos estd relacionada, segundo Tall (2004), ao Mundo
Corporificado e a0 Mundo Simbélico Proceitual. Dreyfus (2002) argumenta que
um processo de pensamento matematico relevante € o de representar-visualizar,
que, nesse caso, pode ser associado a construg¢do da tabela pela aluna. Além
disso, a aluna também realiza tradugdo de representacdes: os dados da bula
(ndo apresentados em linguagem matemadtica, mas associados ao Mundo
Corporificado), foram transformados em representacdes matemadticas tipicas
do Mundo Simbdlico e serviram, essencialmente, para que as hipdteses
fundamentais fossem construidas (ver Figura 2); a partir desse momento, a
aluna utiliza de outras mudancas de representacdo, que a orientaram para a
obtencao do modelo matematico e serviram de dncora para a andlise e validacdo
de resultados (Figura 3).
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\ o BE 204h = -5%,4889615
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o= Jw 4 — +d
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Figura 3 - Construcao do modelo para a 1* situagao (dose unica)
a partir da tabela da Figura 2

Ja para o estudo da situaciio em que o paciente ingere um comprimido a
cada 24 horas, a aluna, necessariamente, teria que ativar processos cognitivos
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como abstracdo e generalizacdo e, em interagdo com as representacdes, obteria
um modelo matemadtico para esta situag@o. Nesse caso, a partir das varidveis
auxiliares T = 24 horas; T = tempo na equacdo antes da ingestdo da segunda
dose; T, = tempo na equagdo apds a ingestdo da segunda dose, e do modelo ja
obtido para a ingestdo de uma tnica dose, conforme mostra a Figura 2, as acdes
da aluna, juntamente com o grupo do qual ela participava, se encaminharam

com vistas a obter um modelo geral para esta situagdo conforme mostra a Figura
4.

A2 et _olggloMo[,,t
cle)=10.¢
- 0,.93‘\04@‘7"1 " 10

3%dee C(T):= o €
C(T’r\: 10/03900.&5

P %
C(T_\' O)Oaizit%ob-'r -o,niaﬂob(t‘—ﬂ
Clk\s (1o <o)
392

0 (aT) s 0,035215073 + 1o = 4o, 03931507}

Clam \ \o (‘\+€:°'=?‘Mﬂb"r)'e-qmowow*{o
s

-aaxokhe T } _opytovsab(1-aT)

-0, 3ok fob T
c(ﬂ :Qo(’ub )‘5 1o ) o JT,gtsﬂ_

Figura 4 - Construcio do modelo pela aluna A para a ingestdo de n doses do
medicamento

Os registros da aluna, esbocados nas Figuras 3 e 4, dizem respeito aos
modelos matematicos por ela construidos para descrever a ingestdo de uma
dose do medicamento, duas doses, trés doses e n doses, respectivamente. Os
modelos sdo formalizados como:

C(t) = 10e*>™" se 0 <t<24

C(t) = 10,0390625¢ "1™ ge 24 < t < 48

C(t) = 10,03921509¢ """ se 48 <t < 72

C(t) — 10(1+ e—0.23104906xT+ 6—0,231()490(\X2T+ . + e—0.23]04906XnT) e—0,231()4906(|—nT) , se IlT S tS (n+1)T

Neste caso T = 24 e n estdo associados ao tempo de ingestdo do
comprimido, sendo que a primeira dose € ingerida quando n = 0 e C(¢)
corresponde a concentracdo de Diazepam no organismo no instante .
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Os modelos estdo expressos em linguagem simbdlica e, portanto, dizem
respeito ao transito da aluna pelo Mundo Simbdlico Proceitual. Todavia, passar
da situacdo da ingestdo de uma tnica dose para a situacio de ingestdo de uma
dose a cada 24 horas, requereu da aluna processos de generalizacdo e abstracio
que, segundo Tall (2004), sdo associados ao pensamento matematico avangado
e aos modos de operar do Mundo Axiomatico Formal. Além disso, para encontrar
um modelo matematico adequado a partir dessa generalizagcao também necessitou
da ativagdo de outros conceitos matematicos (no caso, a soma de termos de
uma progressdo geométrica finita) para se transformar na expressdo formal
identificada no Mundo Axiomatico Formal.

Na Figura 5 mostramos o modelo obtido pela aluna e a sua representagio
grafica. Ao construir o grafico associado a representacdo algébrica do modelo
matemético, observamos uma mudanca de representagdes, ou, segundo Dreyfus
(2002), o processo de traducdo aliado ao processo de visualizacao.

Modelo para n doses

_qu104906T -#,23 104906, m T -?-‘lﬂa«jo;ﬂ‘m.r)
Clt)sfo(1+ e “t € . e
(~et)T o
~ 0,93 M4
o[ 1-¢ -9a3(t- T) wles tst)r.
-9,43T vl

IQW ~Trstg ('\\m)'r‘

Tradugdo para a representacdo grafica

Figura 5 - A generalizacdo e a traducio realizadas pela aluna A na atividade
o Diazepam no organismo

A obtencdo e a andlise do modelo matematico sdo procedimentos
fundamentais na atividade de Modelagem Matemaética, e conduziram a aluna a
utilizar a representag¢do grafica do modelo matemdtico a fim de visualizar o
comportamento do medicamento no organismo no decorrer do tempo. Assim,
por meio dos procedimentos associados as diferentes etapas da Modelagem
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Matematica, a aluna articula representagdes corporificadas (graficos) com
representacdes simbdlicas do modelo matemadtico e, nesse contexto, manifesta
utilizacio de processos cognitivos (generalizacdo, representacdo, visualizagdo,
mudanga de representagdes ou traducio) relativos ao desenvolvimento do
pensamento matematico.

Inferimos, ainda, que no desenvolvimento da atividade a aluna fez uso
de um conjunto de conceitos mateméticos que, provavelmente, ja faziam parte
de sua estrutura cognitiva e que foram ativados para o estudo do problema, pois
se trata de uma aluna do quarto ano de Licenciatura em Matemdtica. Assim, a
resolucdo de equacdes diferenciais ordindrias separdveis de 1* ordem, a
determinag@o de parametros nas solucdes obtidas, usando o método dos minimos
quadrados, a soma de termos de uma progressdo geométrica, s30 conceitos e
procedimentos com os quais a aluna j4 havia se deparado em momentos anteriores
de sua vida acadé€mica. Neste caso, mesmo ja conhecendo tais contetidos, as
caracteristicas da atividade de modelagem, como a definicdo de variaveis, a
matematizacdo’ da situacdo-problema, a busca por um modelo matematico e
sua validagcdo com base nos dados iniciais, requereram dela um conjunto de
acoes, aliando corporifica¢des, simbolismos, generalizagdes e demonstragdes
formais, que s6 poderiam ser relacionados com certa flexibilidade de pensamento
matematico.

6.2 Atividade a producdo de etanol X a dindmica da produgdo de veiculos

Esta atividade foi desenvolvida pela aluna em conjunto com um grupo
de 4 alunos, e corresponde ao terceiro momento da modelagem, de modo que os
proprios alunos definiram o tema e o problema a ser investigado.

O grupo iniciou suas investigacdes a partir de um conjunto amplo de
informagdes sobre a producdo e consumo de etanol, bem como a fabricagdo e
circulacdo de veiculos que usam esse combustivel. A atividade foi desenvolvida
pelos alunos e apresentada em forma de semindrio para a turma. A coleta de
dados se deu por meio de acompanhamento pelas pesquisadoras das sessdes de
orientagdo extraclasse, do uso dos registros entregues pelos alunos, da gravagio
em audio e video do semindrio em que a atividade foi apresentada e uma entrevista
semi-estruturada com os participantes do grupo, na qual a aluna A também foi
entrevistada.

9 Matematizac¢do diz respeito a visualizag@o, transi¢do de linguagens, ao uso de simbolos para
realizar descricdes matemadticas bem como formalizagdes a respeito de relacdes entre o matematico
e o ndo-matemadtico.
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A atividade foi desenvolvida com a inten¢@o da equipe da aluna responder
a questdo: Levando em considera¢do a drea disponibilizada para o plantio
de cana-de-agiicar, o Brasil continuard sendo auto-suficiente no ano de
2007, conforme afirmam as noticias?

A partir dos dados obtidos, apontando a quantidade de etanol produzida
no Brasil e ndo exportada nos tltimos anos e aqueles com relacio a fabricacio
de veiculos novos e ao consumo de etanol, a aluna A e sua equipe organizaram
sua investigacdo, considerando diferentes hipdteses para a construgdo dos
modelos. Registros escritos, entregues pela aluna, revelam como o desenvolvimento
da atividade foi planejado e conduzido (Figura 6). A configura¢@o definida pelo
grupo era de que modelos parciais seriam construidos para, a partir deles,
obter um modelo matematico para subsidiar a resposta para a questdo enunciada.

Este trabalho traz um estudo sotre a dindmica da produgdo de automdveis movidos & &cool e a dindmica da
disponibilidade de élcool combustivel (etanol) no Brasil. Apresentamos duas modelagens: uma levando em consideragéo
que a produgéo de automdveis movidos a élcool no Brasil se estabilizars; e, outra, na qual & produgéo de automdveis
movidos a &lcool no Brasil crescera exponencialmerte. Cada modelagem contara com os seguintes modelos: um para a
produgéo de automdveis movidos & &kcool no Brasil, um para a disponibiidade de etanol no Brasil e um tercero que
relaciona a disponibilidade de etanol com a produgéo de automdveis. Todos os modelos foram obtidos com base nas
informagdes coletadas e em hipéteses formuladas pelo grupo. Usamos infarmagdes relstivas & caracteristicas do etanol,
como, por exemplo, de que o etanol combustivel é composto, aqui no Brasil, de 96% de etanol e 4% de édgua e, aparece
na gasolina, como substituto do chumbo, com 22%, formando o chamado gasool. Hoje 75% dos carros flex fuel
abastecem com etanol e que a perspectiva & que, em 2017, 80% de todos os veiculos de passeio seréio abastecidos com
etanol, que continuaria competitivo em relagéo a outros combustiveis.

Conduzimos o estudo da nossa problemética assim

Modelagem 1

- Modelo 7: E(1): quantidade de alcool hidratado (Etanol) produzido e que
fica no Brasil no ano t.
E:A— B
t — E(t)

= Modelo 2: C(t): numero de carros a alcool e flex no ano t.
C:F — D
t— C()

= Modelo 3: Q(t): quantidade de alcool disponivel para cada carre no ano t.
Q:1 —]
t— Qo)

Modelagem 2

= Modelo 4 : G(t): numero de carros a alcool e flex no ano t.
G:0 — P
t — G(t)

= Modelo 5 : K(t): quantidade de alcool disponivel para cada carro no ano
t.
K:L - M
t — K(t)

Figura 6 - Registros da aluna A sobre a condugio da atividade
a producdo de etanol X a dindmica da producdo de veiculos
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A equipe usou como hipétese que pelo menos os quatro primeiros modelos
a que se refere a Figura 6 seriam assint6ticos. Ao utilizar conjecturas associadas
ao corpo de conceitos Matematicos, percebe-se a utilizacdo do que Tall (2004)
denomina de objetos associados a0 Mundo Axiomadtico Formal.

O modelo 1, representando a quantidade de etanol produzido e que fica
no Brasil no ano ¢, foi construido utilizando a curva logistica. Em apresentacao
oral de sua atividade (gravada em 4udio e video pelas autoras deste texto) a
aluna justifica suas escolhas:

[...] plotando esses pontos nos obtemos essa curva e como
Jjd sabemos que por conta da noticia que em 2017 ndo vai
poder ultrapassar de 13 milhées de hectares, entdo nos
pensamos que tem um limitante, entdo nos pensamos que
como essa curva fica bem parecida com o modelo logistico,
ai o que nos fizemos, fomos para a obtencdo do modelo em
que pensamos na curva logistica [... ].e ai que nds tivemos
que achar esses pardmetros todos em cada caso...

O modelo 1 da Figura 6 foi apresentado com a representacdo grafica
dos dados associados a quantidade de etanol produzido e que fica no Brasil no
ano 7, conforme mostra a Figura 7. Nesse modelo, L € o valor assintético; E €
valor inicial; a um parametro a ser determinado. Os valores foram determinados
pela aluna e sua equipe, usando o Método de Ford-Walford!® , bem como
conceitos de taxas de crescimento médio da varidvel dependente.

E(t)= L :
0= L H Quant. de Etano| produzido « que fica no
(E e +1 H Brasil no ano t.
.
0 -
i .
i - -
L 2L -
-

: .
i - “ o - - - -
i ~ —n

Modelo 1. Quantidade de etanol Grafico 1.Representacdo grafica do modelo 1

produzido e que fica no Brasil no ano t.

Figura 7 - As representagdes da aluna A para o modelo 1 da atividade

10 Descrigdo do Método consta em Bassanezi (2002).
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A hipétese de que os quatro primeiros modelos a que se refere a Figura
6 seriam assintdticos orientou a elaboragcdo dos mesmos. Naquele momento, os
investimentos da aluna se direcionaram, primeiramente, para a busca dos valores
de estabilidade (as assintotas) desses modelos, considerando os dados
especificos para cada situacdo. A determinacdo desses valores foi realizada
usando o Método de Walford, em dois casos, e usando métodos de estimativas
por meio de valores médios ou método de bissec¢ao, em outros casos.

No entanto, a resposta a questdo principal da atividade (Levando em
consideracdo a drea disponibilizada para o plantio de cana-de-aciicar, o
Brasil continuara sendo auto-suficiente no ano de 2007, conforme afirmam
as noticias?) viria do modelo 5, cuja obtengado se deu a partir das informacdes
construidas a partir dos modelos anteriores (Figura 8).

[ Quantidade de Etanol disponivel
por automével (K(t)= Model,
1/Modelo 4) Quantidade de litros de Etanol por carro
Ano |t Alcool por carro 200
2004 |0 109,6416654 1 s
2005 |1 120,4756685 100
2006 |2 131,6567212 w4
2007 |3 142 8706035 “"" s *
2008 |4 153,6755164 - .
2009 |5 163,4980131 0 ’.'
2010 |6 171,6563345 a %,
2011 |7 177,423119 ~
2012 |8 180,1304629 e 0 2 m o we %
Tabela 15

Figura 8 - Dados construidos para a obtengdo do modelo 5, referente a quantidade de
litros de etanol disponivel por carro no ano t.

A construcdo de um modelo algébrico, nesse caso, se deu com
ferramentas computacionais, embora fundamentada em aspectos analiticos e
respeitando as caracteristicas da situacdo. O modelo obtido ¢é

(1-9,49)?

K(1)=138331e "™ spdeKéa quantidade de etanol disponivel por veiculo

no ano .

Durante o desenvolvimento dessa atividade a estudante efetuou traducdes
entre a representacdo tabular, a representacdo grafica e a representacdo
algébrica para a obtenc¢do de um modelo matemético que representasse a situacio
em estudo. Essas mudancas de representacio envolveram, ainda, o processo
de visualizagcao (DREYFUS, 2002) necessario para visualizar o comportamento
do modelo matemdtico capaz de realizar as estimativas necessarias para

Bolema, Rio Claro (SP), v. 26, n. 43, p. 907-934, ago. 2012



Os “Mundos da Matemdtica” em Atividades de Modelagem Matemdtica 927

responder ao problema em estudo. Associados a esse contexto sdo observados
graficos e tabelas, descritos por Tall (2004) como objetos corporificados associados
ao Mundo Conceitual Corporificado e as representacdes simbdlicas, como por

(1-9,49)*
exemplo, 0 modelo obtido K () =138,331e % | caracteristicas do Mundo

Simbodlico Proceitual.

As conjecturas da aluna em relac@o a definicdo, andlise e validag¢do da
hipétese de que os modelos seriam assintéticos representam indicios do processo
de abstragio, associado, segundo Tall (2004), ao Mundo Axiomatico Formal.

Nessa atividade uma sinalizacdo relevante de pensamento matemético
avangado diz respeito a prépria estruturagdo das acdes da aluna. Considerando
o seu objetivo (investigar se Levando em consideracdo a drea disponibilizada
para o plantio de cana-de-acticar, o Brasil continuard sendo auto-suficiente
no ano de 2007, conforme afirmam as noticias?) e os dados disponiveis, a
configuracdo apresentada na Figura 6, estabelecendo quais seriam os modelos
parciais que deveriam ser construidos e como deveriam ser articulados para
chegar a relacdo final, apresentada na Figura 8 (Modelo 1/Modelo 4), talvez
seja o aporte cognitivo mais significativo da atividade aqui descrita.

A andlise das acdes e dos procedimentos da aluna para o estudo do
problema nessa atividade de modelagem é mediada por corporificacoes,
representacdes, visualizacoes e traducdes. Todavia, as construcgdes e validacdes
dos modelos se deram por meio de modos de operar tipicos do Mundo Axiomatico
Formal.

Ao analisarmos o desenvolvimento da aluna € possivel relacionar
procedimentos e agdes especificas em cada uma das etapas da Modelagem
Matemadtica, caracterizadas em secdo anterior, com processos associados ao
pensamento matemadtico e o trdnsito entre os Trés Mundos da Matemadtica. A
Figura 9 foi elaborada para ilustrar essa relacéo.

A numeracio de 1 a 9, na citada figura, indica o caminho que a aluna
percorreu e, observando este caminho, € possivel inferir sobre as manifestacdes
de processos de pensamento da aluna. No ponto 1 ela parte da situagdo-problema
e, fundamentada nas informacdes que tem sobre a situagdo — associadas ao
Mundo Conceitual Corporificado — faz uma representagdo mental da situagio
para, a partir dessa, formular o problema que é relevante e que pretende
investigar.

No entanto, logo no ponto 3, os processos de pensamento da aluna
ultrapassaram o Mundo Corporificado para adentrar, num primeiro instante, de
forma decisiva no campo da abstragdo, construindo modelos matemadticos para
a situacdo. Todavia, esses modelos voltaram a se corporificar por meio de
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tradugdes de representacdes, tornando-se visiveis e manipuldveis para a aluna.
Estas acOes da aluna s@o indicativas de abstragdo, uma vez que dados da realidade
sdo associados a uma ideia matematica e seu transito pelos trés mundos, usando
corporifica¢des, simbolos e formalizagdes, € realizado.
A formulacdo dos modelos matemadticos indicada, por exemplo, nos pontos
4, 5 e 7 da Figura 9, vem acompanhada da necessidade de matematizacao
associada aos diferentes mundos da matematica estruturados por David Tall.

de: ni in: ul
Formulag3o do Modelo Mcc
Matemético
3
TI836556
MAF % = (¥ 1,81003167¢ Romraumaa)
MsP Traduglio 2
. !
: =[]
Segundo desenvolvimento ‘l/MAF
Traduclo 3 Traduglo &
s TOISL773ISIE -
- Ms?
MAF
Mundo Conceitusl Corporificado MMC dac3: =] |§
Mundo Simbdlico Procetual MSP =
(j Mundo Axiomético Formal MAF — —
?4' 9 MAF =] —
| ——
Formulagdo da situagio- o
problema Comunicagiio
como esta quantidade estd
sumentando a cada ano,
i podemos dizer que 0 Brasil
Situag@o-problema Sassos dhar e ¢ B
suficiente em 2017

Figura 9 - Caminhos percorridos pela aluna A na atividade
a producdo de etanol X a dindmica da producdo de veiculos
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Ja as interpretacdes desses modelos, bem como a identificacdo de
caracteristicas essenciais que associam o problema e o modelo, vém
acompanhadas da necessidade de traducdes, visando extrair elementos para a
interpretacdo das diferentes representacdes associadas aos modelos (Figura
10).

=== TraducZo 3 Tradugdo 4 ===
o e S I0ISI,7731616
P W‘l) = 1+ 10.59548185760 019154001590t | >
MCC - MCC
MAF

Figura 10 - Recorte da Figura 9 mostrando tradugdes importantes

A andlise do modelo construido a partir das formula¢des anteriores para
responder ao problema (Levando em consideracdo a drea disponibilizada
para o plantio de cana-de-agiicar, o Brasil continuard sendo auto-suficiente
no ano de 2017, conforme afirmam as noticias?), e indicado na sequéncia do
ponto 7 da Figura 9, corresponde a validac@o citada na prépria figura. Tal andlise
requer generalizacOes e abstracdes também inseridas no Mundo Axiomatico
Formal. Assim, € possivel inferir que atividades de Modelagem Matemética
requerem € a0 mesmo proporcionam um conjunto amplo de processos de
pensamento e a utilizacdo de representagdes e manipulacdes dos conceitos nos
Trés Mundos da Matematica, de modo que um explica o outro.

Desse modo, ao desenvolver a atividade de Modelagem Matematica, a
aluna traga caminhos préprios pelos mundos da matemadtica, utilizando de
percepcoes e objetos corporificados bem como de simbolos, generalizagdes e
abstracdes para a identificacdo do problema, a definicdo das varidveis, a
formulagdo do modelo matematico e validacdo do mesmo. Os processos
associados ao pensamento matematico, como os processos de representar,
generalizar e sintetizar sdo fundamentais para a definicao de hipdteses e construcio
dos modelos, bem como para sua interpretacio e andlise em relacdo ao problema
em estudo.

Os registros da aluna revelam que seu pensamento matematico foi se
refinando na medida em que a busca pelo modelo matematico para o estudo do
problema requeria conhecimentos prévios, e conduziu a estruturacdo de novos
conhecimentos. Confirma-se, entdo, a argumentacdo de Tall (2002) e Dreyfus
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(2002) de que as expressdes de pensamento vao se tornando mais sofisticadas
na medida em que mais processos cognitivos vao sendo ativados e passam a
interagir.

Partindo do que é observavel (figuras, tabelas, textos), as agdes de
percepgao e observagao, da aluna, foram conduzindo a representacdes, traducdes
e visualizacdes. Era necessario, no entanto, chegar a abstracdes e generalizacoes
para obter respostas para o problema. A validacio das respostas, todavia, remete
novamente aos dados inicias, as corporificagdes. Dai as interagdes a que se
referem Tall (2004) e Dreyfus (2002), fundamentais para a aprendizagem em
Matematica.

7 Finalizando, por ora

Buscar nas falas, nos gestos, nos registros dos alunos indicios de
pensamento matematico € um desafio que se coloca com a agfo investigativa
engendrada neste artigo. Neste sentido, os aportes que servem de sustentacio
para nossas afirmacdes sdo a identificacdo de processos cognitivos, que
enunciamos no texto com base em Dreyfus (2002) e as operagdes caracterizadas
para os Trés Mundos da Matematica por Tall (2002, 2004).

As agdes da aluna, que analisamos em relagdo ao desenvolvimento de
duas atividades de Modelagem Matemética, indicam que ela tracou seu caminho
por esses mundos com idas e vindas, sem, no entanto, deixar de chegar ao
final, que seria 0o Mundo Axiomatico Formal no qual as andlises buscam elementos
para validar os modelos matemadticos associados a situacdo em estudo.

Escolher um tema, definir um problema, aspectos fundamentalmente
extra matematicos, sdo procedimentos que conduziram a aluna para os diferentes
Mundos da Matemadtica, com vistas a buscar solugdes para o problema por
meio da Matematica.

No Mundo Corporificado, “o critério de verdade € que as coisas
funcionam de um certo modo esperado” (PINTO, 2006, p. 9) e o pensamento
fundamenta-se, essencialmente, na percepc¢do sensorial, na imagem visual e
espacial. Nele, a aluna buscou elementos para delimitar e, a0 mesmo tempo,
subsidiar suas agdes.

Manipular simbolos, realizar cilculos, construir e analisar representacdes
sdo processos que, nas atividades de modelagem que analisamos, foram
fundamentais para que a aluna evoluisse em relacdo a solucdo. Todavia, as
primeiras imagens, percepgdes, ndo foram abandonadas, de modo que ndo
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podemos considerar que o Mundo Corporificado tenha sido superado pela aluna.

As abstracdes, as generalizagdes também aconteceram e viabilizaram
a aluna obter modelos robustos, descrever solugcdes para os problemas
estabelecidos a partir de definicdes e deducdes formais. Igualmente, certo
refinamento de pensamento parece ter se configurado durante o
desenvolvimento das atividades de Modelagem Matematica.

Nesse contexto, considerando que o interesse do nosso trabalho é
investigar o potencial de atividades de Modelagem Matematica para desencadear
processos de pensamento matemdtico, podemos inferir que, pelo menos na
situacdo que investigamos o desenvolvimento das atividades requereu e
oportunizou a aluna diferentes processos de pensamento, havendo indicacdes
de expressoes sofisticadas de pensamento, conforme nomeiam Tall (2002) e
Dreyfus (2002).

Assim, a pesquisa que desenvolvemos e cujos resultados descrevemos,
ainda que de forma abreviada neste trabalho, representa indicativo de que para
a questdo Por que usar Modelagem Matemdtica na sala de aula? uma das
possiveis respostas €: atividades de Modelagem Matematica tém potencial para
o desenvolvimento de uma variedade de processos de pensamento matematico
nos alunos, requerendo e, a0 mesmo tempo, fazendo emergir um conjunto de
processos cognitivos relevantes.

Ainda h4 poucas publica¢des na literatura abordando possiveis
articulacdes entre os aportes teéricos Modelagem Matematica e Trés Mundos
da Matematica. Portanto, o presente artigo representa, provavelmente, um ensaio
dessa aproximagdo tedrica, e se fundamenta no que Morin (1995) caracteriza
de migracdo conceitual, permitindo o fluxo das ideias de um campo cientifico
para outro e, neste caso particular, contribuindo para a estrutura¢do da perspectiva
cognitivista para a drea de conhecimento Modelagem Matemdtica na
Educacdo Matemdtica.
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