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Resumen

En el presente trabajo se aborda el disefio y analisis de una actividad de formacién de profesorado de secundaria
orientada a analizar el conocimiento sobre la demostracién (en el marco del TPACK) de futuros docentes de
matematicas de secundaria en formacion. En particular, observamos que los alumnos tienen un buen
conocimiento del contenido (CK), asi como un buen conocimiento tecnolégico (TK), pero aparecen dificultades
al introducir la componente pedagdgica y, en particular, las interrelaciones entre todas ellas. Estos resultados
permiten, finalmente, sefialar algunas lineas de actuacién en torno a las que organizar el trabajo sistematico de la
demostracidn en el aula con futuros docentes a nivel de méster.
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Abstract

In this paper, we address the design and analysis of a teacher training activity about proof focussed on the
analysis of the knowledge (through TPACK) of prospective mathematics secondary school teachers. In
particular, we observe that the students have a good knowledge of the content (CK), as well as a good knowledge
of the technology (TK). Some difficulties are found when the pedagogical component is introduced and when the
interrelations among all of them are considered. These results allow us to point out some action lines in order to
organise the systematic work on proof with prospective mathematics teachers in their master’s degree.

Keywords: Teacher training. TPACK. Mathematical proof. GeoGebra.
1 Introduccién y objetivos
Diversos autores (SCHOENFELD, 1994; HANNA, 1995) ponen de manifiesto la

necesidad y el interes de trabajar la demostracion en el aula, no s6lo por su importancia desde

el punto de vista del quehacer matematico, sino por su contribucién a la comprension de los
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conceptos matematicos involucrados. Esta necesidad ha sido recogida, de forma desigual, en
los distintos planes de estudios espafioles desde 1934 (IBANES; ORTEGA, 2002). Estos
mismos autores sefialan que, pese a algunas deficiencias, ya la Ley Organica de Ordenacion
General del Sistema Educativo - LOGSE supuso una mejora muy importante respecto a
planes de estudios anteriores. Algunas de las deficiencias indicadas se solventaron en la Ley
Orgénica de Educacion - LOE, finalmente, la Ley Organica para la Mejora de la Calidad
Educativa — LOMCE establece el aprendizaje de la demostracion como obligatorio y
transversal a todos los contenidos (CONEJO, 2015).

Sin embargo, los contenidos relativos a la demostracion se presentan en forma de lista,
sin un orden légico que ayude al profesor a planificar su ensefianza. So6lo aparecen dos
criterios de evaluacion, relativo uno a la demostracion de propiedades o teoremas, y el otro a
la comunicacion de con rigor de ideas matematicas presentes en esas demostraciones. Por
ultimo, los estdndares de aprendizaje asociados valoran el uso de diversos métodos, la
reflexion sobre el proceso seguido, el lenguaje matematico, la argumentacién y el empleo de
herramientas tecnologicas. En todo caso, el curriculo no incluye indicaciones metodoldgicas
concretas que expliquen como llevar al aula los contenidos de este bloque o lo diferencien de
los demas; que resultarian de ayuda en su implementacion préctica.

A consecuencia de lo anterior, surge el interés de llevar a cabo actividades de
formacion de profesorado de secundaria relacionadas con la demostracion, que involucren
tanto aspectos relativos a la practica de la demostracion, como a su ensefianza y aprendizaje.
Asi pues, abordamos el disefio de una actividad de formacién de profesorado de secundaria
cuyos objetivos son:

e Analizar el conocimiento de los estudiantes del Master de profesorado de Secundaria
acerca de la préactica de la demostracién en Matematicas.

e Obtener implicaciones para la mejora de la docencia del propio Master.

2 Marco tedrico

Shulman (1986) presentaba la idea de conocimiento pedagogico del contenido (PCK)
que ha resultado de utilidad a la hora de disefiar y analizar actividades de formacion del
profesorado. Hoy en dia, el trabajo en el aula pasa por la necesaria inclusiéon de herramientas
tecnoldgicas (incluso obligada en ocasiones por el propio curriculo oficial). Asi pues, los

componentes fundamentales de una adecuada ensefianza no serian ya solo el contenido y la
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pedagogia, sino que debe incluirse la tecnologia al mismo nivel que las anteriores
(KOEHLER; MISHRA, 2009). Esta perspectiva (Technological Pedagogical Content
Knowledge - TPACK) es consistente y extiende la anterior ocupandose ademas de las
complejas relaciones entre los factores sefialados.

En la Figura 1 se presenta un esquema de los dominios y subdominios considerados por
el marco TPACK, que describimos a continuacion.

Technological
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Pedagogical
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Technological
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Figura 1 — Esquema del contenido pedag6gico tecnoldgico (TPACK)
Fuente: http://tpack.org

Donde las siglas significan:

e CK: Conocimiento del contenido matematico del profesor, incluyendo conceptos,
teorias, ideas, marcos de organizacion etc.

e PK: Conocimiento del profesor de los procesos, practicas y métodos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.

e PCK: Conocimiento del profesor sobre las posibilidades de transformacion o
adaptacion del contenido matematico para la ensefianza.

e TK: Conocimiento del profesor que le permite realizar diversas tareas utilizando las
tecnologias de la informacion y de encontrar diferentes formas de realizar una tarea
dada.

e TCK: Conocimiento del profesor sobre cémo la tecnologia y el contenido se
influencian y limitan mutuamente.

e TPK: Conocimiento del profesor sobre los cambios que el uso de la tecnologia genera
en la ensefianza y el aprendizaje.

Cada situacion de ensefianza de las matematicas hace emerger una combinacién nueva

de los tres factores (contenido, pedagogia y tecnologia). Para evitar la simplificacion de las
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respuestas educativas o el fracaso en su aplicacién, los profesores deben conocer ademas las
interrelaciones entre estos tres dominios y como un cambio en uno de ellos afecta a los otros
dos.

Mouza et al. (2014) sefialan la necesidad de trabajar los distintos dominios del modelo
a la hora de abordar la formacion del profesorado. Otras investigaciones que siguen el
planteamiento propuesto en el modelo TPACK concluyen también “la conveniencia de
potenciar la capacitacion y perfeccionamiento en TIC en la formacion inicial de los maestros™
(COZAR; ZAGALAZ; SAEZ, 2015, p. 163).

Por otro lado, debemos tener en cuenta que la tecnologia es Unicamente un
instrumento curricular, cuyo uso tendrd sentido en funcion de las relaciones que se
establezcan entre el mismo y los restantes componentes del curriculum (CABERO, 2010). A
partir de la descripcion realizada anteriormente, se observa que el marco TPACK pone su
énfasis en las interrelaciones existentes entre los tres factores primarios (contenido, pedagogia
y tecnologia) y no tanto en cada uno de ellos individualmente. Por ello, se trata de un marco
especialmente adecuado, en nuestra opinion, para el trabajo efectivo con profesorado en
formacion.

Hemos comentado, en la introduccion, que ya desde la LOGSE la demostracion
aparece de manera clara en el curriculum espafiol. Ante esta presencia de la demostracion en
el aula, trabajos como (DOS SANTOS; ORTEGA, 2013) ponen de manifiesto la gran
diversidad de posturas existentes dentro del profesorado en ejercicio respecto a diversos
aspectos de la demostracion. Por su parte, investigaciones como la de Crespo y Ponteville
(2005) indican que la demostracion en el aula suele ignorarse, 0 bien se presenta con una
funcién de verificacion y, en menor medida, de explicacion.

Las funciones de sistematizacion, descubrimiento o comunicacion (DE VILLIERS,
1993) apenan aparecen. Incluso encontramos trabajos (VICARIO; CARRILLO, 2005) que
ponen de manifiesto posibles limitaciones de algunos profesores a la hora de comprender
ciertas demostraciones, como las realizadas por reduccion al absurdo. Por otro lado, Montoro
(2007) muestra que la demostracién se concibe por parte del profesorado en formacion como
un conocimiento principalmente procedimental, que se adquiere mediante la repeticion y la
practica. En este mismo sentido, el trabajo de Samper, Ospina y Plazas (2010) muestra como,
entre el profesorado universitario de Matematicas, existe la idea de que la ensefianza de la
demostracidn se debe hacer presentado ejemplos de demostraciones y que su aprendizaje se

logra principalmente haciendo demostraciones y examinando ejemplos.
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La demostracion en Geometria, con ayuda de un programa de geometria dindmica, ha
sido estudiada por diversos investigadores. Por ejemplo, Marrades y Gutiérrez (2000)
distinguen entre justificaciones empiricas y deductivas. Las primeras, que pueden clasificarse
en: justificacion naif (basada en el estudio particular de uno o varios casos, elegidos sin
criterio alguno, en los que la propiedad a demostrar es cierta), justificacion mediante
experimento (basada en el estudio particular de un caso elegido cuidadosamente para ser
considerado lo menos particular posible) y justificacion mediante ejemplo genérico (basada en
el estudio de un ejemplo especifico representativo, pero incluyendo razones abstractas para
justificar la validez de la conjetura mediante operaciones o transformaciones del ejemplo).
Las segundas se caracterizan por la descontextualizacion de los argumentos y se clasifican
segun si para organizar la demostracion se usa un ejemplo (experimento reflexionado) o no

(formal).

3 Método y muestra

La experimentacion se llevo a cabo con 11 estudiantes (7 graduados en Matematicas, 1
en Fisica y 3 en Ingenieria) del Master en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria
(especialidad de Matematicas), durante el curso 2014-2015, y en el marco de la asignatura
Disefio, organizacién y desarrollo de actividades para el aprendizaje de Matematicas. En
concreto, la actividad se desarroll6 en una sesion de dos horas de duracion en el aula de
informatica. Durante la sesidn se alterno el trabajo individual o en parejas (codificadas como
C1 a C7) de los alumnos con las puestas en comin coordinadas por los investigadores.

Para el disefio del cuestionario (ver Anexo) se optd por un contexto de Geometria
plana elemental. En particular, las tareas propuestas estan relacionadas con las Proposiciones
18, 19 y 20 del Libro I de los Elementos y se presentaban, a modo de informacion, la
definicion de triangulo isésceles y las Proposiciones 5 y 16 de ese mismo Libro I. Los
contenidos matematicos implicados involucran relaciones entre la amplitud de los angulos y
la longitud de los lados en un triangulo.

Pensamos que los contenidos elegidos suponen un contexto adecuado para abordar una
actividad relacionada con la demostracion, tanto por su relativa sencillez desde el punto de
vista matematico, como por la clara secuenciacion logica de los mismos y los pocos
conocimientos previos necesarios (proporcionados a modo de informacion). De las multiples

ediciones de los Elementos, optamos por la muy curiosa de Oliver Byrne (1847) en la que el
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sistema de representacion elegido para nombrar los objetos geométricos se basa en el uso de
diversos colores (TUFTE, 1998) y tipos de trazos. El uso de esta heterodoxa edicién de un
mas heterodoxo autor (BARNETT, 2010) resulta interesante, entre otros aspectos, para
introducir un cierto relativismo en el aula, asi como para enfatizar la dimension humana de la
actividad matemaética; aspectos que Jahnke et al. (2000) sefialan, entre otros, como motivos
para introducir el uso de fuentes histdricas.

Las cinco tareas planteadas a los alumnos se corresponden con los distintos dominios
y subdominios considerados en el marco TPACK. En concreto:

e En latarea 1 se solicita a los estudiantes que completen dos demostraciones con las
justificaciones que consideren adecuadas, utilizando las informaciones basicas
proporcionadas. Esta tarea se corresponde con el conocimiento del contenido (CK).

e En latarea 2 se solicita una reflexion sobre las dos demostraciones presentadas en la
tarea 1y, en particular, se pretende que los estudiantes comparen dos modos distintos
de abordar una demostracion. Esta tarea se enmarca en el conocimiento pedagdgico
del contenido (PCK).

e La tarea 3 implica la reescritura de una demostracion para que se ajuste al
procedimiento de reduccion al absurdo. Nuevamente se enmarca en el conocimiento
pedagogico del contenido (PCK).

e Enlatarea 4 los estudiantes deben adaptar la demostracion de la proposicion trabajada
en la tarea 3 para su hipotética presentacion en el aula, utilizando GeoGebra. Esta
tarea se corresponde con el conocimiento pedagogico de la tecnologia (TCK).

e En la tarea 5 los estudiantes debian planificar una actividad relacionada con la
demostracion. Esta tarea se enmarca en el conocimiento pedagdgico y tecnolégico del
contenido (TPACK).

El estudio realizado es exploratorio, con una finalidad esencialmente descriptiva
(ELLIOT; TIMULAK, 2005). La recogida de informacion se ha abordado mediante la
utilizacion de tres procedimientos. En primer lugar, la observacion por parte de los
investigadores. En segundo lugar, las producciones de los alumnos participantes, plasmadas
en sus respuestas al cuestionario (tareas 1 a 5) y en los ficheros de GeoGebra generados en la
tarea 4. Finalmente, en tercer lugar, las fases de puesta en comin (tareas 1, 2 y 3) fueron
grabadas en video y transcritas para su posterior analisis. Esta triangulacion de los datos
(DENZIN, 1978) contribuye a mejorar la calidad de la investigacion (ONWUEGBUZIE;
LEECH, 2007).
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4 Resultados

4.1 Tarea 1 - Apartado A

En la tarea la (Figura 2) se pide la inclusion de las justificaciones que consideren
necesarias en los distintos pasos de la demostracion de la Proposicion 18.

TAREA 1. Completa las siguientes demostraciones con las justificaciones que consideres
oportunas. Puedes utilizar los hechos matematicos anteriores.

PROPOSICION 18: En cualquier tridgngulo si un
lado  ==c=-=- es mayor que  otro
, entonces el dngulo o puesto al lado
mayor es mayor que el dngulo opuesto al menor. Es I.r"
‘7 g
;
decir: % >~
DEMOSTRACION:
Paso 1 Construye = , dibuja
Paso 2 Entonces ‘ = ‘
A S
/
Paso 3 Pero >
A
s
Paso 4 Entonces: > y con mas razon:
4
/
Paso 5 | e

Figura 2 — Enunciado y pasos de la demostracion presentada en la tarea 1a
Fuente: elaboracién propia

En el Cuadro 1 se indica, para cada uno de los pasos en los que se descompone la
demostracion de esta proposicion, si la pareja correspondiente ha proporcionado o no algin

tipo de justificacion o comentario.

Cl|Cc2|C3|C4|C5]|C6]|CY
Paso1 | NO | NO | SI [NO|NO| sI | sI
Paso2 [NO | SI | SI | SI | SI | sSI | sl
Paso3 | SI | SI | SI [NO| SI | SI | sl
Paso4 | NO | SI | NO | NO | SI | NO | NO
Paso5 | NO | NO | NO | NO | SI | NO | NO
Cuadro 1- Justificaciones dadas por las parejas de alumnos para la tarea la.
Fuente: elaboracién propia

En el paso 1 cuatro parejas no incluyen ningln tipo de comentario, dando por hecho
que es posible realizar la construccion indicada y no sefialando como se hace. La pareja C6
indica el proceso necesario para llevar a cabo la construccion; las otras dos parejas (C3 y C7)

resaltan que se obtiene un triangulo isosceles.
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En el paso 2 todas las parejas salvo C1 incluyen algun tipo de comentario. El resto de
las parejas hacen uso de la Proposicion 5, pero solo dos de ellas (C4 y C5) lo indican
explicitamente.

En el paso 3, tres de las parejas (C3, C6 y C7) justifican haciendo referencia explicita
a la proposicion 16 que se les habia aportado. Dos parejas (C1 y C2) obvian esta informacion
previa, incluyen simbolismo algebraico y razonan planteando ecuaciones y/o inecuaciones. La
pareja C4 no incluye ningin comentario mientras que la pareja restante (C5) introduce un
argumento dinamico basado en la variacién simultanea de dos de los angulos de un triangulo
cuando el otro se mantiene fijo (Figura 3), podemos leer la argumentacion de los alumnos: Si
prolongamos el lado rojo el angulo opuesto es mas grande (dibujo) EI angulo que forman
rojo y azul no varia. Entonces para gque sigan sumando 180° el angulo amarillo tiene que ser

mas pequefio que el azul.

DEMOSTRACION:
Construye = , dibuja , o hero ddlupdo
4 *“W\Su(o Uc;:‘u’.((_‘/) fABQ\
Entonces ‘ - ‘ ?Qr S d@{mlbin’n e sche e ‘\‘Léfq:
St [:me emos el (L&c; refe ,_1' ’ % cAgulon \Guales
el an gelo o{?ye:.ﬂ'o e mas = Pero ‘ > /
oy j‘c Celitesy0) , s - [
£l apgole g0 )Ff”""”""’ e s Neqre i ijl qeE el
azul ne ! veP e ‘ / 3 —P 5 j | esmes rolide 7”6
Enbonce pefe g0 Entonces: s 2 y con mas razon: m\rm?}ﬁl PR, ‘-'f]' Bh e,
5[6‘?.” _gr/!'k—/.'d/v 80 ; Cs"""’wf{‘ ‘ivc Py .”0‘\
et AP W il n
,':;”ﬂ g cef ek ff‘?c r I.’/ =y yxej.-fﬂ/ €€ yne< ﬁﬁ«ndr/ (T‘c emeriflo
'CE;E.JF- \‘:’l CAZQ:Q. > hgﬂto e S un c(ﬁy_lo =L AUN Imes 7%@

Figura 3 — Resolucion de la tarea 1a por la pareja C5
Fuente: elaboracién propia

En el paso 4 solo una de las parejas (C5) aplica la propiedad transitiva entre
igualdades y desigualdades. Una pareja (C2) hace una justificacion incompleta y el resto no
dan ninguna explicacién al respecto.

En el paso 5 cinco de las parejas no realizan ningun comentario. Del resto, una de ellas
(C5), explicita una justificacion y otra (C1) se limita a cambiar a un sistema de representacion

simbodlico.

4.1.1 Tarea l - Apartado B
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En la tarea 1b (Figura 4) se pide la inclusion de las justificaciones que consideren
necesarias en los distintos pasos de la demostracion de la Proposicion 19.

PROPOSICION 19: Si en un triangulo Aun angulo

es mavor que otro L ,el lado ee— Opuesto
al angulo mayor es mayor que el ladomsss———Gpuesto al menor.

DEMOSTRACION:
Paso 1 Sl — 10 €5 MAYOT ([UICw— entonces tiene que ser

— () < qQUE —

Paso 2 Si = entonces

A

Lo que es contrario a la hipotesis.

Paso 3 Si entonces

A

Lo que es contrario a la hipotesis.
Paso 4 Por tanto >

Figura 4 — Pasos de la demostracién presentada en la tarea 1b
Fuente: elaboracion propia

En el Cuadro 2 se indica, para cada uno de los pasos en los que se descompone la
demostracion de esta proposicion, si la pareja correspondiente ha proporcionado o no alguin

tipo de justificacion o comentario.

Cl |C2 |C3 |C4 |C5 |C6 |C7
Pasol | NO | NO | NO | NO | NO | NO | NO
Paso2 | SI |SI |SI |SI |NO|SI |SI
Paso3 | NO | SI |SI |SI |SI |SI |SI
Paso4 | NO | NO | NO | NO | NO | NO | NO
Cuadro 2 - Justificaciones dadas por las parejas de alumnos para la tarea 1b
Fuente: elaboracion propia

En el paso 1 ninguna pareja incluye comentario alguno, dando por hecho no solo la
veracidad de la afirmacion sino su caracter auto-explicativo.

En el paso 2, solamente una de las parejas (C5) no da ninguna justificacion, aunque la
justificaciéon de otra pareja (C1) no tiene sentido. El resto de las parejas hacen uso de la
Proposicién 5, pero solo tres de ellas (C2, C3 y C4) lo indican explicitamente, mientras que

C5, C6 y C7 hacen un uso implicito de esta Proposicion (Figura 5).

S e— - E— (T[] CES

. ,Acm Lo a@o
A eong@:‘“;% e dnocts tsoteles
Jte- fem

R

Figura 5 — Resolucion parcial de la tarea 1b por la pareja C6

6

Lo que es contrario a la hipéteszg_I
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Fuente: elaboracion propia

En el paso 3, la pareja C1 no da ninguna justificacion. El resto las dan basandose
explicitamente en la Proposicion 18.

El paso 4 no es justificado por ninguna pareja.

En la puesta en comun de la tarea 1, se hizo énfasis en aquellos pasos que no habian
recibido justificacion por parte de las parejas participantes. Como se observa en los cuadros
anteriores, se trata fundamentalmente de aquellos pasos que involucran aspectos que pueden
considerarse evidentes (paso 5 del apartado a) o principios I6gicos cominmente utilizados
(paso 1 del apartado b). Algunas parejas sefialan que estos son aspectos que para un

matematico son evidentes, pero que requeririan explicacién para una persona de letras.

4.2 Tarea 2

En esta tarea se pide comentar las diferencias entre las formas de razonar empleadas en

las demostraciones anteriores (ver Figura 6).

TAREA 2 ;Aprecias alguna diferencia entre las formas de razonar que se emplean en las dos
demostraciones anteriores? Coméntalas.

Figura 6 — Enunciado de la tarea 2
Fuente: elaboracion propia

En la Cuadro 3 se indica si la pareja correspondiente ha dado alguna denominacién a
cada demostracion, proporcionando o no algun tipo de justificacion al nombre, y si ha
realizado comentarios sobre la dificultad o accesibilidad de ambas demostraciones para los

alumnos de bachillerato.

Ci1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

Realiza la tarea NO Sl Sl Sl SI SI Sl
Denominacion | N/A | Constructiva | Constructiva | Deductiva Deductiva Deductiva | Constructiva

P.18 | Razona la NA | sl S| S| NO S S|

denominacion

Reduccion | Reduccion | Reduccion | Reduccion | Reduccién | Reduccion

Denominacion | N/A al absurdo | al absurdo | al absurdo | al absurdo | al absurdo | al absurdo

P.19

Razonala | \,\ | o S| S| NO sI S|
denominacion

Comentarios sobre

dificultad o N/A NO NO NO NO NO NO

accesibilidad

Cuadro 3 - Andlisis de las respuestas escritas dadas por los alumnos en la tarea 2
Fuente: elaboracién propia

Todas las parejas salvo una (C1) realizan la tarea.
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Respecto de la demostracion de la Proposicion 18, esta es denominada como deductiva
por tres de las parejas que realizan la tarea (C4, C5 y C6). Las otras tres la califican como
constructiva (Cuadro 3). Estos calificativos son justificados por todas las parejas salvo una
(C5).

Respecto de la demostracién de la Proposicion 19, esta es denominada como
reduccidn al absurdo por todas las parejas que realizan la tarea. Dos parejas no justifican esta
denominacion (C2 y C5), de entre las parejas que lo justifican, dos no lo hacen de un modo
completamente correcto (C3 y C7) ya que indican que se debe llegar a contradiccion con la

hipotesis del enunciado (Figura 7).

e oS 1 de demomtsa o Waotd de m«ik\ﬁmwﬁo
¥ perieude de lo M?c‘r Yo . ‘ '
Lo ?I‘O'PQ“?\Q;Q% AQA  se dewwedita  mediasle seduccida

a\ G\\'}S\\Fc\@/ ?a‘:‘\\'QLLdLQ de o confods  al venoelsd N
lejauds o wia asiadicelsn de ta Lapdtewy,

Figura 7 — Resolucion de la tarea 2 por la pareja C7
Fuente: elaboracién propia

Ninguna pareja incluye entre las diferencias ninguna referencia a la dificultad
matematica o a la accesibilidad de estos tipos de razonamiento para sus futuros alumnos o
para ellos mismos.

La puesta en comun de esta tarea se centr6 en cuestiones relacionadas con la dificultad
0 accesibilidad de cada uno de los dos tipos de demostraciones. Existe un consenso en que
ambas demostraciones son igualmente convincentes y satisfactorias, pero que para los
alumnos es mas dificil de comprender la demostracion por reduccion al absurdo. Algunas
parejas sefialan que la reduccién al absurdo se utilizaria en el aula en ultima instancia pues su
caracter es mas profesional. Otra pareja sefiala que la demostracién directa debe presentarse
antes porque implica construir y llega a calificar esta demostracion directa de demostracion
normal. En cualquier caso, todos los intervinientes parecen coincidir en que las dificultades de
la reduccién al absurdo radican en la necesidad de un cierto manejo de la logica y la

comprension de ideas como la negacion, los contra-ejemplos etc.

4.3 Tarea 3
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En esta tarea se les proporciona la demostracion de la Proposicion 20 y se pide

reescribirla mediante reduccion al absurdo (Figura 8).

TAREA 3. Reescribe la Demostracion de la proposicion 20 mediante reduccion al absurdo.
PROPOSICION 20: 4
Dos lados cualesquiera ( Y e—) de 7

un triangulo Q considerados conjuntamente &

son mayores que el tercer 1ad0  —

DEMOSTRACION:
Prolonga e -y construye uuuuuuuu =
dibuja = .
Como sssssms: e (POT CONStrUCCiOn)

Entonces ‘ (Proposicion 5)

Por tanto: 1>‘

También = - sEmEnEE D — (Proposicion 19)
Y por tanto: = - +
Figura 8 — Enunciado de la tarea 3
Fuente: elaboracién propia

En el Cuadro 4 se indica si la pareja correspondiente ha realizado correctamente la

tarea, si ha traducido la demostracion original y si ha introducido o no notacion simbdlica.

ClL|C2|C3 |Cc4|C5|C6|CT
Realiza correctamente la tarea NO [SI | NO |SI |SI |SI |SI
Traduce la demostracién original | N/A | NO | N/A [ SI | SI | SI | NO
Introduce notacién simbdlica N/A|SI | NJA|SI |SI |SI | NO
Cuadro 4- Andlisis de las respuestas dadas por los alumnos en la tarea 3
Fuente: elaboracién propia

Todas las parejas salvo dos (C1 y C3) realizan la tarea completamente. De entre
aquellas que realizan la tarea, dos (C2 y C7) no realizan una traduccién de la demostracion
original, sino que la abordan de forma completamente diferente. Las otras tres parejas realizan
la demostracion partiendo de la negacion de la tesis y alcanzando dos contradicciones que,
unidas a la utilizacion implicita del principio del tercio excluso dan lugar a la veracidad de la

tesis (ver Figura 9).

¥ o AN e A

Figura 9 - Resolucion de la Tarea 3 por la pareja de alumnos C4
Fuente: elaboracién propia
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Es interesante observar que todas las parejas, salvo una (C7), introducen notacion

simbdlica en mayor o menor medida en sus producciones (ver Figura 10).

Sq?ru‘\g(xuqrj LR T

/-

Eulouce) - (

Colea\iccidia

Figura 10 - Resolucidn de la Tarea 3 por la pareja de alumnos C7
Fuente: elaboracion propia

En la puesta en comun no se dan demasiadas intervenciones. Algunas parejas tienen
dificultades para explicar verbalmente el proceso seguido y salen a la pizarra para poder
apoyar su discurso por escrito. El recurso al lenguaje simbdlico se justifica por parte de
algunas parejas en que se sienten mas cémodas en el mundo del algebra que de la geometria.

4.4 Tarea 4

En esta tarea (Figura 11) se pide que construyan una animacion con GeoGebra con el
propdsito de utilizarla como apoyo de una supuesta explicacién verbal que tuvieran que dar en
clase de la demostracion de la Proposicién 20. Ademas, deben aportar un guion de la
intervencion. En el Cuadro 5 se indica si la pareja correspondiente ha realizado la

construccion con GeoGebra y ha elaborado guiones para su uso.

TAREA 4: Supon que debes explicar en clase la demostracion de la proposicion anterior.
Construye una animacion con GeoGebra y utilizala para apoyar tu explicacion verbal. Escribe
un guion de tu intervencion en el que se muestre como combinas el uso del software con tus
explicaciones.

Figura 11 — Enunciado de la tarea 4
Fuente: elaboracién propia

Todas las parejas, salvo una (C2), realizan una construccion con GeoGebra. En uno de
los casos (C1) la construccion aportada no se corresponde con la demostracién de la

Proposicién 20 que se aportaba a los alumnos.

Cl|C2 |C3|C4|C5]|C6|CY
Construccion GeoGebra SI |NO |SI |[SI |SI |SI |SI
Correspondencia con la demostracién aportada NO [N/A|SI |SI |SI |SI |SI
Guidn tecnoldgico (cuestiones sobre la construccion) NO [ NO |SI | NO|SI | NO | SI
Guidn pedagdgico (cuestiones sobre el uso de la construccién) | SI | Sl NO [SI [SI |SI | NO
Uso por el profesor del GGB SI | Sl SI |SI |SI |SI |SI
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| Uso por los alumnos el GGB | NO[NO [NO|[NO[NO|[SI [NO|
Cuadro 5 - Andlisis de las respuestas escritas dadas por los alumnos en la tarea 4
Fuente: elaboracion propia

Todas las parejas escriben un guidn, si bien varias de ellas (C3 y C7) incluyen
solamente referencias al proceso de construccion de GeoGebra, sin hacer referencias precisas
a como usarlo en la practica de aula (guion tecnoldgico). Otras parejas (C1, C2, C4 y C6)
incluyen referencias solamente al uso de la animacién con alumnos (guidn pedagdgico) sin
hacer referencia a detalles acerca de la propia construccion con GeoGebra. La pareja C5 es la

Unica que incluye comentarios de ambas categorias (Figura 12).

Evdl Gaslue rovos conbliade un dvangplo Gon oy gudn ABC Tove A =02l
AR ooy £es . Quereren eginden @l Alumas gue  ACH CB > AR .

e, el oo puobgpds @ fedo A€ wr diflanaa B, ote b lodes @0 e,
crcunfoeco. auxibior. Despue @0 agiow d Linopb ofeles que se frme, tudiody
(= ‘-fﬂgutm , & edla forona. (0 Udenes o deomostiac o propodicica A, e
w ol fopaiud B cedimos @ lads AR y onadieron @ lads AC mon b @‘.G(Orsc..o.'o;,
@ decic, o daloncie. AR | Al madcer eotan eckdon fe e o Sumo, ACA CB
@ Mager spe B Come hoves cipde &\ pusto B (b (g5 movrenes o |
OsSos len e el & Cumpe oo Cadn (@ Jffl'Gmﬁufm @\Q%‘

Figura 12 - Resolucidn de la Tarea 4 por la pareja de alumnos C5
Fuente: elaboracién propia

So6lo una pareja (C6) plantea que sean los alumnos los que utilicen la animacion para
explorar el caso en que la suma de las longitudes de dos lados coincida con la longitud del
tercero y vean que en ese caso no hay triangulo. El resto de las parejas limitan implicitamente
el apoyo a la explicacion al uso por parte del profesor ya que no se refieren a los alumnos en
sus guiones.

El analisis de los ficheros GeoGebra generados por las parejas participantes muestra
que todas las parejas, menos dos, utilizan las funcionalidades dinamicas del programa. Sin
embargo, al analizar el guion pedagdgico — cuando aparece — observamos que en la mayor
parte de los casos es el profesor — ...vamos obteniendo diferentes triangulos —y no el

alumno quien hace uso de dichas funcionalidades — los alumnos manipulan GeoGebra hasta
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obtener...—. En el primer caso GeoGebra se utiliza de un modo similar al que se utilizaria en

una pizarra tradicional para apoyar el discurso.

45 Tarea b

En esta tarea se pide que disefien una actividad relacionada con la demostracion e

indiguen como la evaluarian (Figura 13).

TAREA 5. Centrandote en algiin aspecto concreto del curriculo de Bachillerato (Algebra.
Analisis...). disefia una actividad relacionada con la demostracién e indica como la evaluarias

Figura 13 - Enunciado de la tarea 5
Fuente: elaboracién propia

Solamente cuatro de las parejas realizan esta Ultima tarea (C1, C3, C5y C6).

Tres de las parejas (C1, C3 y C5) proponen, exclusivamente, la demostracion de una
propiedad. La otra pareja (C6) que realiza la tarea propone, aungue sea esquematicamente,
una actividad doble consistente en hacer una exploracion con GeoGebra para encontrar el
rectangulo de area maxima para un perimetro dado y después demostrarlo a traves del estudio

de los maximos de una funcion (Figura 14).

s & Gugl o o eckdrgplo de o whniue,  ougp pretuaila

Y QOM?

®© €a %ro%gbru.
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b acieins e e Rauiin (o Eunds gradb)

Figura 14 - Resolucidn de la Tarea 4 por la pareja de alumnos C5
Fuente: elaboracién propia

Respecto de la evaluacién, dos de las parejas realizan una propuesta (C3 y C5) dando
puntos por conocer los teoremas o propiedades implicados en la demostracion (ambos) o

expresarse correctamente (C5).

Cl| C2 |C3|C4|C5|CB | CT
Realiza la tarea SI |NO [SI |[NO |SI |SI |NO
La actividad consiste solamente en demostrar una propiedad | SI | N/A | SI | N/A | SI | NO | N/A
Propone evaluacion NO | N/A | SI | NJA|SI | NO | NJA

Cuadro 6 - Andlisis de las respuestas escritas dadas por los alumnos en la tarea 5
Fuente: elaboracién propia

5 Discusion e implicaciones
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La tarea 1 exigia que los participantes pusieran en juego su conocimiento matematico,
justificando los pasos de dos demostraciones. Hemos observado que no se justifican todos los
pasos con la misma frecuencia. En particular, aquellos que involucran Gnicamente el uso de
un razonamiento ldgico elemental (en opinion de los participantes) no suelen ser justificados.
Sin embargo, aquellos que suponen la aplicacion de resultados matematicos anteriores
raramente quedan sin justificar. El carécter, elemental o no, de un razonamiento légico
deberia ser percibido por parte de los futuros docentes como fuertemente dependiente de los
receptores potenciales de la demostracion. Este hecho iria en perjuicio de las funciones (DE
VILLIERS, 1993) de explicacion y comunicacion de la demostracion y deberia ser tenido en
cuenta a la hora de planificar las actividades con profesorado de secundaria en formacion.

En la tarea 2, donde se solicitaba comparar las dos demostraciones anteriores, si
observamos una cierta preocupacion por el alumno y por las dificultades que este puede
encontrar segln el tipo de demostracion. Perciben la reduccion al absurdo como mas
complicada para los alumnos, posiblemente como un reflejo de sus propias dificultades con
este tipo de demostracion (VICARIO; CARRILLO, 2005). Ademas, observamos que el
conocimiento y el uso del lenguaje especializado, en este contexto, es cuando menos
impreciso en el sentido de Dos Santos y Ortega (2013). Esto puede apuntar a que los
profesores de secundaria en formacion necesitarian ampliar sus conocimientos sobre las
distintas funciones de la demostracién para que perciban el posible interés de trabajar la
reduccion al absurdo con sus futuros alumnos, puesto que llegan a calificar la demostracion
directa como normal. No hay que olvidar que el nuevo curriculum de Secundaria incluye,
entre sus contenidos, diversos métodos de demostracion (reduccion al absurdo, induccion etc.)

Las dificultades mencionadas con la reduccion al absurdo se vuelven a poner de
manifiesto en la tarea 3 cuando los participantes deben reescribir una demostracion utilizando
dicha técnica. De hecho, mas de la mitad de los participantes no realizaron de manera
satisfactoria esta tarea, fundamentalmente aquellos con una menor formacion matematica a
nivel de Grado. Una de las manifestaciones mas claras de esta dificultad es el recurso al
lenguaje algebraico, cuando ni el contexto de la tarea ni el sistema de representacion utilizado
inducian a ello. De nuevo, esto puede ocasionar problemas en la comunicacion con los
alumnos y que las dificultades que los alumnos de secundaria muestran en los contenidos
algebraicos se extiendan a otros blogues de contenido como la geometria (ARNAL-
BAILERA, 2013). Este tipo de tareas de adaptacion o reescritura pueden ser por tanto de

interés para el profesorado de secundaria en formacion.
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Aun reconociendo la importancia de la tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de
las matemaéticas, los profesores de secundaria en formacion muestran dificultades en su
aplicacion cuando deben conectarla con el contenido y la pedagogia (MOUZA et al., 2014).
Este hecho se pone de manifiesto tanto en la tarea 4 (por el uso dado a GeoGebra) como en la
5 (por la escasa presencia del software).

Pese a que, como sefiala Cabero (2010, p. 48), una de las principales caracteristicas de
los entornos tecnologicos de formacion es la interactividad de los mismos, se observa el
predominio de los usos centrados en el profesor jugando GeoGebra, un papel simplemente de
apoyo a la explicacién y obviando los otros usos propuestos por Lasa y Wilhelmi (2013). Hay
que indicar que, en el momento de la experimentacion, los participantes ya habian recibido
instruccion sobre el manejo GeoGebra si bien desde el punto de vista matematico. Esto nos
indicaria la necesidad de hacer énfasis en los usos pedagdgicos de GeoGebra y no sélo de los
meramente matematicos. De hecho, como ya sefialan Roblizo y Cézar (2015, p. 36) esto es
especialmente necesario si tenemos en cuenta que, en la actualidad, gran parte del trabajo de
un docente “pasa por la creacion, evaluacion y/o adaptacion de recursos digitales a su
practica”.

Por ultimo, como indican autores como Montoro (2007) o Samper, Ospina y Plazas
(2010) observamos una fuerte concepcion procedimental de la demostracion en la tarea 5 en
la que los participantes debian disefiar una actividad relacionada con la demostracion centrada
en un contenido de Bachillerato. Todas las propuestas consistian, esencialmente, en demostrar
un resultado concreto. No hay mencién a distintos métodos, funciones o técnicas de
demostracion. La elaboracion de actividades para el aula es una de las labores maés
importantes de un docente y la falta de variedad en las propuestas es indicadora de una
deficiencia en la formacion en este aspecto. Esta debilidad implica que los futuros docentes
recurren a “‘conocimientos, creencias, actitudes, hdbitos y conductas previos [...] a imitacion
de ciertas practicas de ensefianza de sus antiguos profesores” tal y como indica Palarea (2011,
p. 231).

El trabajo a nivel de Master deberia tener uno de sus focos principales en dotar a los
futuros docentes de las herramientas necesarias para disefiar e implementar actividades ricas
relacionadas, en este caso, con la demostracion. El disefio de este tipo de tareas contribuira,
sin duda, a su profesionalizacion puesto que implica enfrentar a los futuros docentes a
problemas y cuestiones que se plantearan en el futuro desempefio de su profesion (FLORES,
1998).
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6 Conclusién

En este trabajo hemos abordado el disefio y andlisis de una actividad de formacion de
profesorado de secundaria centrada en la demostracion matematica. Se perseguian dos
objetivos, fundamentalmente. El primero, analizar el conocimiento (segin los diversos
dominios del marco TPACK) de los futuros docentes y, el segundo, obtener algunas
implicaciones utiles para el trabajo con estos futuros docentes a nivel de master.

En cuanto al primer objetivo, observamos que los futuros docentes tienen un buen
conocimiento del contenido (CK), asi como un buen conocimiento tecnologico (TK). Sin
embargo, aparecen méas problemas cuando entra en juego la componente pedagdgica y, en
particular, las interrelaciones entre ellas. De hecho, los resultados obtenidos en la tarea 5 que
potencialmente implicaba una puesta en juego de todos estos tipos de conocimientos, ilustran
claramente estos problemas.

Por altimo, respecto al segundo objetivo, los resultados obtenidos sugieren diversas
lineas de actuacion en torno a las que organizar el trabajo sistematico de la demostracién en el
aula con futuros docentes a nivel de master. Por ejemplo:

e Deben presentarse las diversas funciones de la demostracién, asi como poner de
manifiesto la necesidad de abordar y utilizar todas ellas en el aula.

e Los trabajos de adaptacion y/o reescritura de demostraciones cambiando el método de
demostracion, variando el nivel de los posibles destinatarios etc. pueden ser
actividades interesantes y formativas para los futuros docentes.

e Debe fomentarse la utilizacién de GeoGebra orientado a los alumnos y no sélo a los
profesores.

e Los futuros docentes han de ser conscientes de que trabajar la demostracién con
alumnos de secundaria o bachillerato no debe limitarse a la mera demostracion de

resultados concretos.
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Anexo
TAREAS PARA LOS ALUMNOS

Algunos hechos matematicos acerca de los triangulos (tomados de los Elementos de Euclides,
version de Oliver Byrne 1857).

DEFINICION: Un triangulo isosceles es aquél que tiene solo dos lados iguales

PROPOSICIC)N 5: En cualquier tridngulo

isésceles, / \ si prolongamos los lados iguales, los
angulos externos a la base serén iguales, y los
angulos internos a la base también lo seran.

PROPOSICION 16: Si un lado de un triangulo

(

mayor que cualquiera de los otros angulos ( ‘\ 0

A,

) se prolonga, el angulo externo (% _ ) es

TAREA 1. Completa las siguientes demostraciones con las justificaciones que consideres
oportunas. Puedes utilizar los hechos matematicos anteriores.

A
PROPOSICION 18: En cualquier triangulo 2~ si un
lado -~—-—-—- —— eS mayor que otro

, entonces el angulo o puesto al lado _
mayor es mayor que el &ngulo opuesto al menor. Es ,-"’
ra A
; .
decir: B> >~
DEMOSTRACION:
Paso 1 Construye = , dibuja :
Paso 2 Entonces ‘ = ‘
/

;
Paso 3 Pero ‘>/

7/

;
Paso 4 Entonces: ‘>/ y con mas razon:

4
/

Paso 5 | _ B
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PROPOSICION 19: Si en un triangulo Aun angulo

‘. es mayor que otro L , €l 1200  — OpUeEStO

al angulo mayor es mayor que el lado opuesto al menor.

DEMOSTRACION:

Paso 1 Si no es mayor que entonces tiene que ser
6 <que

Paso 2 S| m—— entonces

A A

Lo que es contrario a la hipotesis.
Paso 3 Sl m— < entonces

A

Lo que es contrario a la hipotesis.
Paso 4 POr 1ant0 se—

TAREA 2 ;Aprecias alguna diferencia entre las formas de razonar que se emplean en las dos
demostraciones anteriores? Coméntalas.
TAREA 3. Reescribe la Demostracion de la proposicion 20 mediante reduccion al absurdo.

PROPOSICION 20: 4
Dos lados cualesquiera ( y ) de /

un triangulo Q considerados conjuntamente &

son mayores que el tercer 1200  m——

DEMOSTRACION:
Prolonga y construye = —
dibuja

Como = (Por construccién)

Entonces \‘ = ‘ (Proposicién 5)

Por tanto: 1 >‘

> — (Proposicion 19)

También +
Y por tanto: +

>_

TAREA 4: Supon que debes explicar en clase la demostracion de la proposicion anterior.
Construye una animacion con GeoGebra y utilizala para apoyar tu explicacion verbal. Escribe
un guion de tu intervencion en el que se muestre cémo combinas el uso del software con tus
explicaciones.

TAREA 5. Centrandote en algin aspecto concreto del curriculo de Bachillerato (Algebra,
Analisis...), disena una actividad relacionada con la demostracion e indica como la evaluarias
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