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Resumo

Este artigo reflete sobre a falta de articulagdo entre o ensino dos niimeros irracionais na Educagdo Basica ¢ na
formacao inicial de professores de Matematica. Na Educacdo Baésica, argumenta-se que o assunto ¢ tratado com
superficialidade e pouco aprofundamento conceitual, basicamente por meio de exemplos, enquanto, na formagao
inicial do professor de Matematica, ainda prevalece uma abordagem formalista desse tema, o que nio capacita o
futuro professor para ensinar niimeros irracionais na Educacdo Basica. O resultado desse descompasso entre a
licenciatura e a Educacdo Basica pode provocar uma dupla descontinuidade no ensino, como Felix Klein
apontou ha mais de um século. No caso dos niimeros irracionais, mais especificamente, esse descompasso pode
provocar a formagdo de um circulo vicioso: o professor sai da universidade sem uma formagéo adequada para
abordar o assunto na Educacdo Basica, fazendo com que seus alunos cheguem até a universidade sem uma
imagem adequada de niimero irracional, e o ciclo se repete.
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Abstract

This article presents a reflection about the lack of articulation between the teaching of irrational numbers in
Basic Education and in the initial mathematics teacher education. In basic education, the subject is treated with
superficiality and little conceptual deepening, basically by way of examples, while in the mathematics teacher
initial formation, there is the prevalence of the formalist approach to irrational numbers, which does not enable
the future teacher to teach the subject in basic education. Felix Klein had already pointed out the result of this
break between undergraduate and basic education in mathematics over a century ago - there is a double
discontinuity in teaching. In the case of irrational numbers, more specifically, this mismatch can provoke a
vicious cycle: the teacher leaves the university without adequate formation to address the subject in Basic
Education, causing the students to reach the university without an adequate image of the irrational number, and
the cycle repeats itself.
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1 Introducao

Numeros irracionais ¢ um conteudo presente em todas as etapas de ensino, desde a
Educagdao Basica at¢ o Ensino Superior, principalmente nos cursos de Matematica e
Engenharia. De modo mais especifico, estd presente em livros didaticos, livros técnicos,
documentos oficiais, como os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, 2000),
Base Nacional Curricular Comum — BNCC (BRASIL, 2017), matrizes de referéncia para o
Sistema de Avaliagdo da Educacdo Bésica - SAEB (BRASIL, 2008), Prova Brasil (BRASIL,
2011) e matrizes de referéncia para o Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM (BRASIL,
2009). No meio académico, a preocupagdo com questdes relacionadas ao ensino e a
aprendizagem desses numeros tem sido objeto de trabalhos publicados em anais de
congressos, revistas cientificas e pesquisas de mestrado e/ou doutorado, tanto no Brasil,
quanto em outros paises.

No Brasil, surgiram trabalhos em nivel de mestrado/doutorado relacionados ao ensino
e a aprendizagem dos numeros irracionais desde a segunda metade da década de 1990
(SOARES; FERREIRA; MOREIRA, 1999). Os resultados dessas pesquisas, incluindo as
pesquisas estrangeiras, apontam dificuldades e/ou insuficiéncias relacionadas principalmente
a trés aspectos: conhecimentos de professores e alunos sobre o tema (DIAS, 2002;
FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995; IGLIORI; SILVA, 1998; REZENDE, 2003; SILVA;
PENTEADO, 2009); tratamento dado ao tema pelos livros didaticos (LIMA, 2001;
POMMER, 2012; SOUTO, 2010); e formac¢ao de professores de Matematica (MOREIRA;
FERREIRA, 2012; SIROTIC; ZAZKIS, 2007; SOARES; FERREIRA; MOREIRA, 1999;
ZAZKIS; SIROTIC, 2004). As dificuldades e/ou insuficiéncias relacionadas ao ensino e a
aprendizagem de numeros irracionais relatadas por essas pesquisas fazem-nos pensar que o
assunto ¢ atual e relevante, justificando a realizacdo deste artigo, que se originou de nossa tese
de doutorado (BROETTO, 2016).

Neste trabalho, refletimos a respeito da possibilidade de formacao de um circulo
vicioso no ensino de nimeros irracionais envolvendo a Educacdo Basica e os cursos de
formagao de professores de Matemadtica. Argumentamos que 0s nimeros irracionais ndo sao
tratados de forma apropriada no Ensino Fundamental e Médio e, como resultado disso, o
egresso da Educagdo Basica entra na licenciatura em Matematica sem desenvolver uma

conceituacdo adequada de numeros irracionais. No Ensino Superior, o excesso de formalismo
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também nado capacita o futuro professor de Matematica para ensinar nimeros irracionais na
Educacdo Bésica, o que vai refletir na manuten¢do das dificuldades dos alunos da Educagao

Basica, fechando o circulo. A seguir, esclarecemos cada etapa desse processo.

2 Na Educacio Basica

Segundo orientacdes dos Parametros Curriculares Nacionais — PCN para o Ensino
Fundamental (BRASIL, 1998), os numeros irracionais devem ser abordados no 4.° ciclo dessa
etapa, o que hoje equivale ao 8.° ou 9.° ano. A importancia dos nimeros irracionais, segundo
esse documento, deve-se ao seu potencial para uma discussao referente a ampliagdo da nogao
de ntimero e para o despertar da curiosidade dos alunos sobre questdes relacionadas ao
infinito. Em relacdo a abordagem dos niimeros irracionais, os PCN (BRASIL, 1998) sugerem
ndo seguir por um caminho formal, evitar a associa¢do com radicais, discutir sobre a notagao
decimal infinita e ndo periddica e a aproximacdo por nimeros racionais, além de discutir a
necessidade e as consequéncias do arredondamento de um namero com infinitas casas
decimais.

Além das recomendagdes dos PCN (BRASIL, 1998), encontramos referéncia direta
aos numeros irracionais na Base Nacional Curricular Comum - BNCC (BRASIL, 2016,
2017). Nesses documentos, alguns pontos convergem em relagdo aos PCN (BRASIL, 1998),
como a apresentacdo de situacdes em que os racionais sdo insuficientes para resolver
problemas de medida, fazendo surgir a necessidade de ampliar o campo numérico. Na
segunda versdao da BNCC (BRASIL, 2016), havia um alerta sobre o cuidado ao apresentar o
nimero 7 como a razdo entre comprimento e didmetro de uma circunferéncia (conforme
veremos posteriormente). Também na segunda versao, o documento apontava que nao se deve
fazer uma construcdo conceitual dos niimeros irracionais, pois os estudantes do 9.° ano ainda
ndo tém maturidade para tal.

Por se tratar de recomendagdes de cunho geral, a questao central relativa aos PCN ou a
BNCC que permanece para o professor ¢ como coloca-las em pratica. Como veremos adiante,
a formagdo matematica oferecida ao aluno de licenciatura €, por via de regra, voltada para a
Matematica pura. Desse modo, sem uma formagdo direcionada para a Matemadtica escolar,
aquela que ¢ trabalhada na Educagao Bésica, o professor recém-formado provavelmente tera
davidas de como abordar os nimeros irracionais nesse nivel de ensino.

Ele sabe que ndo poderd tratar os nimeros reais da forma como aprendeu na

universidade, nem fazer a constru¢do dos nimeros reais a partir dos niimeros racionais,
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tampouco realizar muitas demonstragdes, por exemplo, de que m ¢ irracional. Por isso, talvez
a principal op¢do de muitos professores — por ser a menos arriscada — seja trabalhar apenas
com exemplos. Essa opcao coincide com a proposta defendida por Felix Klein na primeira

metade do século XX:

Uma teoria exata dos nimeros irracionais ¢ dificilmente adaptavel para o interesse e
o poder de compreensdo da maioria dos pupilos. O pupilo usualmente ficard
contente com resultados de exatiddo limitada. Ele ficard admirado com uma
aproximacao 1/1000 mm e ndo exigird uma exatiddo ilimitada. Para a maioria dos
pupilos sera suficiente se o niimero irracional for entendido em termos gerais por
meio de exemplos, e isso é o que usualmente ¢ feito (KLEIN, 1932, p. 37, traducdo
nossa).

Evidentemente, essa op¢do passa ao largo de importantes discussdes conceituais dos
nimeros irracionais, mas essa também ¢ a op¢ao de muitos livros didaticos de Matematica,
conforme mostram as pesquisas de Lima (2001), Nakamura (2008) e Souto (2010). Para
Nakamura (2008), que analisou nove cole¢des de livros do Ensino Fundamental das décadas
de 1970, 1990 e 2000, o tragco comum quanto a abordagem dos numeros irracionais ao longo
desse periodo foi a superficialidade, em contraste com um trabalho mais consistente relativo
aos numeros naturais, inteiros e racionais.

Para Souto (2010), que analisou 14 volumes da década de 2000, dos quais nove eram
para o Ensino Fundamental e cinco para o Médio, os livros privilegiam defini¢cdes baseadas na
representacdo decimal, tarefas envolvendo classificagio como racional e irracional,
determinag¢do de fracdes geratrizes, registros de representa¢do simbolico-algébrica e notas
historicas destacando nomes e datas. Lima (2001), que analisou 12 colegdes para o Ensino
Médio, salienta que, em geral, a apresentacdo desse assunto no livro ¢ obscura e ndo ha
mengdo a medidas, o que “deseduca e mistifica” (p. 463), como por exemplo: “V2 = 1,414 ...

¢ irracional porque ndo ¢ uma decimal periddica. Quem garante isso? Ou entdo: a < b quando

b esta a direita de a na reta. Como saber entdo se V10 < T ou nao?” (p. 463). Todos os
autores apresentados anteriormente concordam que os principais problemas dos livros se
referem a parte conceitual do assunto, com auséncia total ou superficialidade na abordagem
de questdes como segmentos incomensuraveis e representacdo decimal. Segundo os autores,
as atividades propostas sdo quase, em sua totalidade, de natureza mecanica, o que ndo
favorece a compreensao.

Como exemplo dessas praticas, trazemos Imenes e Lellis (2012) que apresentam as
dizimas periddicas como resultado da divisdo de inteiros, para, em seguida, apresentar as
dizimas ndo periddicas como niimeros que ndo sdo racionais. Na sequéncia, oS numeros

irracionais sdo definidos como aqueles que ndo podem ser gerados pela divisdao de numeros
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inteiros. Os exemplos oferecidos sdo 0,202002000200002 ..., V2 e m. Na tentativa de
contribuir para a constru¢cdo do conceito e criar uma alternativa a simples apresentacdo de
exemplos, alguns autores lancam mao de certos procedimentos (Figura 1) para atribuir
significado a representagdo decimal dos numeros irracionais — um tema reconhecidamente

importante e apontado pelos PCN como um dos focos do ensino dos nlimeros irracionais.

As raizes quadradas nao-exatas de nimeros naturais sao também nimeros irracionais.

Veja, por exemplo, V2.

V2=1?
12 = 1 (menor do que 2) 22 = 4 (maior do que 2)
Logo, V2 esta entre le2
(1,4)% = 1,96 (menor do que 2) (1,5)% = 2,25 (maior do que 2)
Logo, V2 esta entre 1,4 ¢ 1,5.
(1,41) = 1,9881 (menor do que 2) (1,42)* = 2,0164 (maior do que 2)

Logo, V2 estd entre 1,41 e 1,42.
Se continuarmos o processo, nao chegaremos nem a uma decimal exata nem a uma
dizima periédica. Escrevemos assim:
V2 =1,414213562..
V/2 é um ntimero irracional.
As reticéncias indicam que as casas decimais continuam indefinidamente.

Figura 1 — A suposta irracionalidade de v2
Fonte: DANTE (2005, p. 86).

De acordo com nossas experiéncias como docentes em Matematica e pesquisadores
em Educacdo Matematica, a ideia apresentada na Figura 1 por Dante (2005) ndo ¢ um caso
1solado, ¢ muito frequente nos livros didaticos da Educagdo Basica e utilizada por diversos
autores. Apresenta-se V2 como um numero irracional e por meio da calculadora ou de
procedimento semelhante ao exibido na Figura 1, conclui-se que a sua representacdo decimal
serd infinita e ndo periddica. Em seguida, sdo propostos exercicios de classificagdo (Figura 2),
e 1sso sera, quando muito, tudo que os alunos terdo aprendido a respeito dos numeros

irracionais.

@Efewe as operagoes abaixo usando uma calculadora. Vocé obtera mais exemplos de ntimeros irra=

cionais na forma decimal. Coloque reticéncias no final, pois nao sao decimais exatas.

) b) V37 o V90 d) V20

2

“} O nimero V1,44 é racional ou irracional? Por qué?

Figura 2 — Exemplos de exercicios com numeros irracionais
Fonte: DANTE (2005, p. 86).

Entendemos que esse tipo de sequéncia didatica pode ser utilizado, por exemplo,
quando se deseja obter uma aproximacao racional de um niimero irracional. Porém, ainda que

se argumente que os procedimentos apresentados em Dante (2005) e Imenes e Lellis (2012)
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sejam as Unicas opcdes possiveis de realizar no Ensino Fundamental, é preciso ter em mente
o0s prejuizos que eles podem causar em termos tanto conceituais quanto praticos. Em termos
conceituais, eles criam uma espécie de circularidade: um ntimero ¢ irracional porque ¢ dizima
nao periodica e ¢ dizima nao periddica porque € irracional. Isso gera um tipo de conhecimento
pouco valoroso, pois, como nao faz ligacdes com outros conceitos matematicos, tende a ser

volatil'. Em termos préticos, o fato de o periodo nio ter aparecido até a segunda casa decimal

ndo garante que V2 sera um numero irracional, pois existem numeros cuja dizima periodica so
se revela apos varias casas decimais.

Todavia, a ideia apresentada na Figura 1 pode legitimar uma pratica que observamos

em nossa pesquisa (BROETTO, 2016). Uma parte dos sujeitos classificou as fragdes I—: , % e

13 , . . . o1 . . . ~ . , .
E COmo numeros 1rracionais, utilizando como _]ustlﬁcatlva 0 nao aparemmento de uma dizima

perioddica apds a realizagdo da divisao. Evidentemente esses nimeros sao racionais, porém
apresentam dizimas periddicas com seis ou mais algarismos, o que dificultou a sua
observagao pelos sujeitos. Muitos desses alunos eram recém-chegados do Ensino Médio, o
que evidencia a existéncia de lacunas na constru¢do do conceito de nimero irracional na
Educacdo Bésica. Outras pesquisas também apontam essas lacunas, tanto no que se refere a
alunos recém-ingressados na licenciatura, quanto a alunos concluintes (BOFF, 2006;
IGLIORI; SILVA, 1998; MELO, 1999; PENTEADO, 2004).

No Ensino Médio, um procedimento que se apresenta como alternativa ao que

r

discutimos anteriormente é comecar com uma demonstracio de que V2 ndo é racional
(existem diversas provas algébricas e geométricas desse fato, com diversos graus de rigor
matematico) e, a partir dai, concluir que a representagdo decimal desse nimero deve ser
infinita e ndo periddica, pois caso contrario, isto ¢, se fosse finita ou periodica, tratar-se-ia de
um numero racional. Dessa maneira, o procedimento de Dante (2005) adquire um novo
sentido, pois o estudante passa a entender por que a representacio decimal de V2 devera ser
infinita e ndo periddica. Essa ¢ basicamente a ideia defendida por Elon Lages Lima no trecho

a seguir.

Examinando o desenvolvimento decimal de um nimero, nunca podemos garantir

1 Referimo-nos aqui especificamente ao modelo de imagem conceitual desenvolvido por David Tall e Shlomo
Vinner (TALL; VINNER, 1981). Trata-se de um modelo para a estrutura cognitiva responsavel pela aquisicdo e
pela manipulacdo dos conceitos, construida ao longo do tempo por meio de experiéncias variadas, podendo
mudar & medida que o individuo encontra novos estimulos e amadurecimento. A aprendizagem tem maiores
chances de se tornar efetiva e duradoura quanto maior € a variedade de relagdes, figuras mentais e procedimentos
referentes a um determinado conceito, principalmente aquelas que estabelecem ligagdes com outros conceitos.
Para mais detalhes sobre a imagem conceitual, direcionamos o leitor para Broetto (2016).
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que ele seja irracional. Mesmo o niimero 7, que o livro diz ter sido calculado com 1
bilhdo de casas decimais (na verdade ja sdo 5 bilhdes), poderia ser racional, com um
periodo muito grande. Aqui poderia ser feito um breve comentario sobre o método
matematico. Um raciocinio simples mostra que nio existem p,q € Z tais que p? =

2q2, logo V2 ndo é racional. Dai decorre que a expressio 1,414213... ndo é
periddica. Este ¢ o verdadeiro argumento. O argumento contrario ndo ¢ valido
(LIMA, 2001, p. 269).

E evidente que essa proposta alternativa, que chamaremos de proposta de Lima
(2001), também apresenta suas limitagdes. Alguns pontos importantes ndo foram enfrentados,
por exemplo, por que um numero que nao ¢ racional ¢ necessariamente irracional? O que seria
de fato uma representagdo infinita e ndo periddica? Isso existe mesmo? Isso ¢ um numero?
Além dessas limitagdes, a proposta de Lima (2001) tem outra peculiaridade. Para produzir
resultados satisfatorios, demanda uma preparacao prévia dos alunos para que construam um
conhecimento solido de como e por que as dizimas periddicas sdo geradas. Nos livros
didaticos, aprende-se a passar de fragdo para dizima periddica e vice-versa: tendo a fracao,
basta dividir para obter a dizima; tendo a dizima, aplica-se algum procedimento ou férmula

para encontrar a fracdo geratriz, como este conhecido método:

A geratriz de uma dizima periddica composta é a fracdo cujo numerador ¢ a parte
inteira acrescida da parte ndo-periddica e de um periodo, menos a parte nao-
periddica, e cujo denominador ¢ formado por tantos noves quantos sdo os algarismos
do periodo, seguidos de tantos zeros quantos sdo os algarismos da parte ndo-
periddica (LIMA et al., 1996, p. 64).

Entendemos que o conhecimento ndao pode restringir-se a tais procedimentos que,
apesar de importantes, sdo puramente técnicos. Tais algoritmos ndo contribuem para a
constru¢do de um conceito soélido de nimero racional e posteriormente de nlimero irracional,
porquanto nao estabelecem relagdes fortes de causa e efeito. Em Broetto e Santos-Wagner
(2017), mostramos o caso de uma aluna que pensava que fragdes podem gerar dizimas tanto
periddicas, quanto ndo periddicas e, dependendo se detectava ou ndo a dizima periddica,

classificava a fragdo como ntimero racional ou irracional, conforme transcri¢do a seguir:

Se ele estiver em fragdo, se o resultado dele ndo der exato, exato assim, der uma
dizima ndo periddica, ele ¢ irracional. Numeros irracionais podem ser escritos
através de raiz, né? Se ndo forem quadrados perfeitos. Nao sei, © € um nimero
irracional, mas eu ndo sei te explicar, definir (BROETTO; SANTOS-WAGNER,
2017, p. 77).

Em uma pesquisa realizada com 46 licenciandos em Matematica canadenses, Zazkis e
Sirotic (2004) obtiveram casos semelhantes de classificacdo de fracdes como numeros
irracionais. As pesquisadoras observaram que as respostas dos estudantes dependiam, em
grande parte, da representacdo utilizada — fracionaria ou decimal — e do que essas

representacdes, chamadas de transparentes ou opacas, mostravam ou escondiam. Concluiram
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que uma das fontes desse erro se devia a dois fatores inter-relacionados: aplicagdo incorreta
ou incompleta da definicdo e o ndo entendimento da relagdo entre as fragcdes e suas

representacdes decimais. A respeito do uso da defini¢ao, concordamos com as autoras:

Um possivel obstaculo para o entendimento dos estudantes ¢ a equivaléncia de duas
definicdes de niimeros irracionais dadas na matematica escolar — a ndo existéncia de
uma representacdo a/b onde a € inteiro e b ¢ um inteiro ndo nulo e a representacio
decimal infinita e ndo periddica — ndo ¢ reconhecida (ZAZKIS; SIROTIC, 2004, p.
503, tradugdo nossa).

No que diz respeito a relagdo entre as fragdes e sua representagdo decimal, nossa
postura € que ela precisa ser trabalhada melhor, seja no Ensino Fundamental, seja no Ensino
Meédio. Os dados das pesquisas que apontamos, tanto brasileiras quanto estrangeiras, reforcam
nosso entendimento de que o fato de uma divisdo de inteiros gerar necessariamente uma
dizima periddica ndo ¢ uma questdo Obvia para os estudantes, inclusive para os licenciandos.

Por conta disso, essa questdo ndo deve ser tratada de forma aligeirada.

R11
1) Encontre as representacdes decimais das fragdes 1/7, 2/7, 3/7,
4/7, 517, 617, 717, 8/7 e 9/7 utilizando o algoritmo da divisdo.
IMPORTANTE: NAO APAGUE AS CONTAS!

Agora responda:

a) Os nimeros encontrados acima s&o:

odos racionais ra comn # 0,orestorétalqued=r<n.
() T L

0do! e r = quociente € um nUmMero com repre-
() dos irracionais er 0, o quoc ke T nw p

sentacdo decimal finita,

() Alguns sdo racionais e alguns sé&o irracionais. Especifique . -
quais sdo racionais e quais sao irracionais e justifique. Se 0 < r < m, entdo r pode assumir no mMiximo
n — 1 valores: 1, 2, 3, ..., n — 1. Assim, no méxi-

b) A parte periddica das dizimas encontradas acima é formada por
guantos algarismos?

teriores

» resto, um dos restos 2
A0 nas ca-

vai se re| I ;.\rt)\'m:amio uma ref
¢) Toda fragdo com denominador 7 tera seis algarismos na parte sas decimais do quociente, o que dard origem a
periédica? Justifique.

uma dizima periédica.
a
d) Olhando para as divisdes parciais, responda: qualquer niimero . 281 i J
L0 SR - i razdao , obtida pela
pode ser resto dessas divisdes? Ou as possibilidades para os restos Por exemplo, observe a razac 111 P
das divisGes parciais sdo limitadas? Por qué?

divisdo de 281 por 111:

e) Considere a seguinte afirmagdo: “toda fragdo com numerador I
inteiro m e denominador inteiro n vai produzir uma dizima 281 |__m__”1
periédica com n-1 algarismos na parte periodica”. Essa regra ¢

- 2,531531...
valida? Justifique ou apresente um contraexemplo. 590 2,531531
350
) Observe a conta a seguir. Cada letra representa um niimero que
foi acidentalmente apagado. 170

repeticao

2 |7 AN 590
40  4,5pqrst 1
a 170
b o
¢ 59...

d
e

. . Assim: 280 2,531531:.
E possivel determinar, APENAS COM AS CONTAS JA 111

REALIZADAS, os valores de a, b, ¢, d, e, p, g, r, s e t? Em caso

afirmativo, como é possivel fazer isso?

Figura 3 — Atividade que dé sentido a defini¢cdo de nimero racional.
Fonte: BROETTO (2016, p. 410) (a esquerda) e PAIVA (2013, p. 29) (a direita).

Em nossa pesquisa (BROETTO, 2016), propusemos uma atividade no sentido de
permitir que os sujeitos entendessem a intima relagdo entre as dizimas periddicas e a
representacdo de um numero como um quociente de numeros inteiros. A atividade solicitava

aos participantes que realizassem divisdes pelo método longo (ou método da chave) —
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procedimento largamente conhecido e ensinado nas escolas — e algumas perguntas

. . ~ . ~ m .. .
direcionavam para a observacao do fato de que o denominador de uma fracao - limitava as

possibilidades de restos parciais da divisdo (n possibilidades), o que acarretava uma decimal
finita ou dizima periddica, com os restos parciais repetindo-se em uma sequéncia (Figura 3, a
esquerda). Na Figura 3 a direita, hd um exercicio em um livro didatico que também aborda a
relacdo entre a divisdo de inteiros e a geragdo da dizima periodica.

Além do trabalho com a representacdo decimal dos racionais, um importante
contraponto para evitar que o estudante associe nimero irracional as raizes — conforme
sugerido pelos PCN — ¢ o niimero n. De fato, diversos livros apresentam esse nimero como

um exemplo de niimero irracional, porém, a abordagem de © ¢ uma questao mais delicada. De

acordo com os PCN (BRASIL, 1998):

Outro irracional que pode ser explorado no quarto ciclo ¢ o nimero 7. De longa
histéria e de ocorréncia muito frequente na matematica, o nimero m nessa fase do
aprendizado aparece como a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e o
seu didmetro. Essa razdo, sabe-se, ndo depende do tamanho da circunferéncia em
virtude do fato de que duas circunferéncias quaisquer sdo figuras semelhantes
(BRASIL, 1998, p. 106).

A leitura desse trecho pode suscitar que sejam propostas atividades com objetos
circulares para ensinar a respeito de w. De fato, encontramos tais atividades em um livro
didatico, conforme mostra a Figura 4. Todavia, € preciso ter consciéncia de que, tanto com
uma moeda, quanto com uma lata de refrigerante, o resultado de cada uma dessas
experiéncias serd um numero racional.

O que se pretende mostrar com a realizacao desses tipos de experiéncias — que a razao
entre o comprimento e o didmetro de objetos circulares ¢ uma constante irracional — traz
consigo duas dificuldades intrinsecas: a primeira € mostrar que se trata de uma constante, pois
a medida obtida para cada objeto utilizado ¢ ligeiramente diferente; a segunda ¢ mostrar que
se obtém um numero irracional, ja que qualquer instrumento de medida sempre fornecerd um
nimero racional para o comprimento € o didmetro dos objetos, obtendo-se assim um
quociente de niimeros racionais, que ¢ um numero racional. Os PCN alertam sobre essa

dificuldade, de acordo com o trecho transcrito a seguir:

Deve-se estar atento para o fato de que o trabalho com as medigdes pode se tornar
um obstaculo para o aluno aceitar a irracionalidade do quociente entre o
comprimento da circunferéncia e seu didmetro, uma vez que ele ja sabe que as
medi¢des envolvem apenas nimeros racionais (BRASIL, 1998, p. 107).

Porém, a solugcdo encontrada para essa situagdo pode camuflar todas essas

dificuldades. Em referéncia ao experimento proposto na Figura 4, os autores prosseguem:

Nos dois exemplos, ao dividir o comprimento da circunferéncia pela medida do
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didmetro (na mesma unidade), encontramos sempre um numero maior do que 3
(aproximadamente 3,14). Pode-se verificar que esse fato acontece para qualquer
circunferéncia, ou seja, dividindo-se a medida do comprimento de uma
circunferéncia pela medida do seu didmetro, obtém-se sempre o mesmo valor. Esse

valor constante representa um nimero muito importante em matematica, o numero

; representado ela  letra reoa T Entio comprimento da circunferéncia __
p1, P p greg : ’ medida do didmetro -

m en=3,14159265... Por ser um niimero irracional, nas aplica¢des utilizamos uma
aproximacao do valor de T, em geral 3,14 (GIOVANNI JR.; CASTRUCCI, 2009, p.

1 Se medirmos uma moeda de 1 real, encontraremas, aproximadamente, 84,9 mm de com-
primento da circunferéncia e 27 mm de didmetro
comprimento da circunferéncia _ 84,9mm _ 31444
medida do didmetro 27 mm N

Para medir o comprimenlo da circunferéncia
da moeda, é necessdrio conlornd-la.

2 Se medirmos uma lata de refrigerante, encontraremos, aproximadamente, 220 mm de
comprimento da circunferéncia e 70 mm de didmetro.

comprimento da circunferéncia _ 220 mm
medida do diametro 70 mm

=3,1428...

Figura 4 — Exemplo de abordagem de T em livros didaticos
Fonte: GIOVANNI JR.; CASTRUCCI (2009, p. 26).

Outro problema que pode decorrer desse tipo de abordagem empirica do nimero 7 e se
estende aos numeros irracionais de forma geral ¢ a questdo da coeréncia com a definicao
proposta. As definicdes mais frequentes para os nlimeros irracionais na Educagdo Basica sdo
estas: 1) numeros que ndo podem ser escritos/representados como razdo de dois numeros
inteiros; e 2) numeros cuja representagdo decimal € infinita e ndo periodica. Se a definigao 1 ¢
utilizada, m pode ser considerado irracional se foi obtido por meio da razdo de duas medidas
racionais, como na experiéncia com a moeda ou com a lata de refrigerante? (Figura 4). Por
outro lado, se a definicdo 2 ¢ empregada, como se espera obter m da razdo de duas decimais
finitas? Nao defendemos aqui que tais experimentos ndo sejam realizados, apenas chamamos
a atencdo para o cuidado que se deve ter com eles, suas limitagdes e implicacdes na

construcao do conceito de nimero irracional.

3 Na formacao do professor de Matematica
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Na graduacdo em Matemadtica, os numeros irracionais aparecem, via de regra, nas
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral e na disciplina de Andlise. Nas primeiras, o
contato com esse tema ¢ secunddrio e quase sempre indireto, porque o objetivo dessas
disciplinas ¢ estudar conceitos novos como limites, derivadas e integrais. Além disso, muitos
professores partem do pressuposto de que seus alunos ja sabem o que ¢ um numero real e,

consequentemente, o que ¢ um numero irracional. Nas palavras de Souto (2010),

Nos cursos universitarios de matematica, em particular nos cursos de licenciatura, a
abordagem das disciplinas iniciais de Calculo parece ser baseada na suposi¢do de
que os alunos dominam certas questdes, tais como: a estrutura algébrica dos reais
(como o fato das operagdes estarem bem definidas); a estrutura topologica dos reais
(como a propriedade de completude da reta); a ideia intuitiva de limite de fungdes

(. 17).

Em disciplinas avangadas, como Analise Real ou Fundamentos de Analise, os numeros
irracionais podem aparecer como parte de um contexto maior, a formalizagao (ou construgao)
dos nimeros reais, que ¢ fundamental para “apresentar os topicos do Célculo Diferencial e
Integral de uma forma logicamente bem organizada” (AVILA, 2006, p. 1). Dito de outra
forma, algumas propriedades ou teoremas que ndo foram demonstrados rigorosamente no
Célculo Diferencial e Integral assim o serdo na Analise Real. Em nossa experiéncia como
docentes em departamentos de Matematica, vemos que o tratamento formal que € conferido a
disciplina Anélise pode ter uma relacdo direta com a formagao do professor que leciona essa
disciplina — em geral, sdo bacharéis em Matemdatica com mestrado e/ou doutorado em
Matematica pura.

Os professores de Analise costumam seguir o foco dos livros dedicados a essa
disciplina que geralmente privilegiam a questdo das estruturas matematicas. Nesse tipo de
abordagem, os nuimeros reais frequentemente sdo apresentados como um corpo ordenado
completo (MOREIRA; DAVID, 2010; MOREIRA, 2004; PASQUINI, 2007; SILVA, 2011).
Trata-se de uma estrutura formal munida de duas operagdes, adigdo e multiplicagdo, a qual
satisfaz a uma lista de propriedades. Nessa abordagem, conhecida como formalista, a questao
ontoldgica fica em segundo plano, j& que a questdo central ndo € o que sdo os nimeros reais,
mas como os objetos do corpo ordenado completo se relacionam.

Para matematicos e educadores matematicos, a disciplina Analise ¢ importante para a

formacao do professor de Matematica, pois

(...) traz ao licenciando uma fundamentagdo necessaria a uma visdo aprofundada do
conhecimento matematico que se estuda na Educagdo Basica. Este conhecimento ¢é
necessario para que o futuro professor possa perceber problemas epistemologicos
importantes nas abordagens usuais dadas a conceitos como numeros racionais e
irracionais, sequéncias, fungdes, continuidade, entre outros. Permitiria ao futuro
professor discutir de modo mais amplo o conhecimento que ird lecionar. Atuaria
também na fundamentacdo da énfase (maior ou menor) a ser dada ao ensino de
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certos topicos (MOREIRA; CURY; VIANNA, 2016, p. 526).

Professores e futuros professores de Matematica também explicitaram ideias bastante
semelhantes a essa nas pesquisas de Gomes et al. (2015) e Zazkis e Leikin (2010). Os
participantes dessas pesquisas entendem que conhecimentos avangados como os da Analise
dao confianga e seguranga para a atuagao do professor na Educagdo Bésica. Porém, em Zazkis
e Leikin (2010), os professores nao conseguiram dar exemplos concretos de como os
conhecimentos adquiridos na disciplina Analise seriam aplicados na Educag¢do Bésica.

Pensamos que isso reforca a ideia de que futuros professores de Matematica, tanto
licenciandos, quanto bacharéis, também precisam conhecer os nimeros reais de outra forma.
Os licenciandos, por uma razao obvia, atuardo diretamente na escola e terdo de ensinar esse
conteudo. Os bacharéis, por sua vez, também precisam conhecer como o numero irracional ¢
tratado na Educagdo Basica, pois é muito comum que eles se tornem professores
universitarios, portanto, formadores de professores de Matematica.

Em ambos os casos, a ligacdo da formagdo de professores com o Ensino Basico ¢
essencial. Existem diferengas importantes entre o que ¢ um nimero real na Educagdo Basica e
o que se discute na formagdo de professores. Na Educagdo Basica, “numero real ¢ nimero,
extensdo dos numeros naturais; nao ¢ corte de Dedekind, classe de equivaléncia, ou sequéncia

de intervalos” (MOREIRA; FERREIRA, 2012, p. 53). Para Moreira e David (2010),

E fundamental conceber o niimero real como numero, o que faz uma grande
diferenca, porque, na escola, a ideia de nimero ja possui uma historia de elaboragéo
e reelaboracdo. No processo de ensino-aprendizagem escolar essa historia vem se
desenvolvendo a partir do trabalho com os naturais e passa pelos inteiros, pelos
racionais até chegar aos reais. Ao longo dela, o aluno se v€ na condigdo de
reelaborar esquemas cognitivos para, a cada etapa, acomodar a nova nocdo de
numero (p. 80).

Ou seja, na Educagdo Basica, cada nova reelaboragdo da nog¢do de numero tem o
sentido de superar as limitagdes da nocdo anterior de nimero. Em particular, “o conjunto dos
nimeros reais ¢ constituido para dar solugdo aos problemas vistos como insuperaveis no
ambito dos nimeros racionais. A estrutura de corpo ordenado completo ¢ estabelecida a
posteriori” (MOREIRA; DAVID, 2010, p. 81, grifo dos autores).

Abordagens formalistas como ilustradas anteriormente seguem por um caminho
completamente diferente, j& que postulam a existéncia de uma estrutura chamada corpo
ordenado completo a priori e identificam o conjunto dos niimeros reais com essa estrutura.
Trata-se de uma “inversao de rota que entra em conflito com o processo que se desenvolve na
escola” (MOREIRA; DAVID, 2010, p. 81). Na Educagdo Bésica, os numeros irracionais

também desempenham um papel central na constituigdo dos niumeros reais, afinal,
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Como seria possivel passar dos racionais aos reais sem descrever o conjunto dos
numeros irracionais? Os irracionais sdo parte do sistema numérico, sem 0s quais o
conceito de ntimero real ¢ incompleto. Basta descuidar-se dos irracionais, e todo o
sistema desmorona (FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995, p. 30, tradugdo nossa).

A despeito da importancia dos irracionais como elo com os nimeros reais ou como
sustentagdo de todo o sistema numérico, isso dependera do terreno que estamos pisando. De
fato, para a Matematica escolar, uma vez estabelecido o conjunto dos numeros racionais, €
preciso ter um motivo para ampliar mais uma vez o conceito de niimero. A insuficiéncia dos
racionais para realizar a medida de um segmento qualquer a partir de uma unidade de medida
preestabelecida, como a constatacdo da incomensurabilidade da diagonal de um quadrado em
relacdo ao lado, justifica a ampliagdo do campo numérico.

Dessa forma, podemos pensar que os nimeros irracionais sao uma ponte que liga os
numeros racionais aos nameros reais. Na Academia, o elo entre racionais € reais sao os cortes
de Dedekind ou as sequéncias de Cauchy, e a metafora da ponte ¢ desnecessaria, j4 que os
numeros reais sao construidos a partir dos numeros racionais sem que seja preciso mencionar
0s numeros irracionais. Para o enfoque formalista da Analise, essa discussdo ndo faz sentido,
porque “os irracionais nao sao os (novos) entes que serao acrescentados aos (conhecidos)
racionais para a obtencao dos reais. Eles sdo simplesmente os reais que ndo sao racionais”
(MOREIRA; DAVID, 2010, p. 90). Talvez, por conta disso, a incomensurabilidade seja um
assunto ausente em muitos livros de Analise Real (MOREIRA; DAVID, 2010).

Nesse sentido, Bortolossi (2017) sugere uma reflexdo sobre o que realmente € preciso
e prioritario na formagdo do professor de Matemadtica. Concordamos com ele que
continuamos, ainda nos dias de hoje, repetindo uma pratica ja apontada por Felix Klein em
1908. Nas universidades, onde em geral se formam os professores de Matematica, olha-se
mais para frente do que para trés, isto €, o tratamento que ¢ dado ao conhecimento matematico
estd mais focado na P6és-Graduagio do que na Educagdo Béasica. Como um exemplo, ¢ comum

que nos cursos de licenciatura e bacharelado em Matematica sejam feitas generalizagdes do

conceito da area de uma regido simplesmente conexa D como [f dA, mas ndo é comum que

se discuta por que a area de um tridngulo de base b e altura h ¢ bh. Isso vale também para os
numeros irracionais, quando estes sao definidos como cortes de Dedekind ou limites de
sequéncias de Cauchy, uma linguagem caracteristica da Matematica académica, mas que nao
¢ apropriada a Educacdo Basica.

Além da pouca importdncia dada pela abordagem formalista ao significado dos
numeros reais e, consequentemente, dos nimeros irracionais, uma pratica comum nos cursos

de formagdo de professores, principalmente em disciplinas como Calculo e Analise, ¢
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apresentar os conceitos exclusivamente por meio de definicdes e demonstragdes de teoremas.
Essa método também ¢€ percebido pelos licenciandos como sem sentido quando pensam na sua
futura atuacao na Educacao Basica (GOMES et al., 2015). Essa pratica costuma fundamentar-
se em um pensamento que, ao apresentar uma defini¢do correta e precisa, esse ¢ o melhor,
sendo o unico caminho para apreender o conceito. De acordo com Soares, Ferreira e Moreira
(1999):

E ingenuidade acreditar que os alunos vio abandonar suas imagens construidas ao
longo da vida escolar, para substitui-las de imediato por uma defini¢do formalmente
correta apresentada pelo professor de um curso de Analise na universidade. De um
modo geral, ao serem expostos a uma abordagem formal dos nimeros reais, sem
conexdo com suas imagens intuitivas, os estudantes acrescentardo novas imagens
dos irracionais/reais ao seu mosaico de imagens, muitas delas conflitantes, langando
mao de uma ou de outra conforme as situagdes se apresentam (p. 97).

A formalizagdo e utilizagdo dos conceitos matematicos por meio de suas definigdes
sdo caracteristicas importantes da Matematica do Ensino Superior. Porém, conforme
destacado na citagdo anterior, trabalhar apenas com as defini¢des ndo ¢ suficiente. Nesse
ponto, reforcamos novamente a importancia dos exemplos e contraexemplos para o
enriquecimento das imagens conceituais de nimero irracional, por meio dos quais o estudante
estabelece relagdes com o que ja conhece do assunto, podendo construir, formular ou
reformular seu conhecimento.

Se os niimeros irracionais forem tratados nos cursos de formacdo de professores de
Matematica da forma como descrevemos anteriormente, da maneira formalista, existira a
possibilidade de o egresso ndo agregar condigdes para ensinar nimeros irracionais/reais no
Ensino Basico. A nosso ver, € preciso incorporar as peculiaridades da Matematica escolar
referentes a esse tema na formagdo dos professores, na qual “a organizacdo dos saberes
precisa se dar a partir de uma perspectiva pedagdgica e ndo apenas logica” (MOREIRA;
FERREIRA, 2012, p. 56).

Ha quase trinta anos, Lee Shulman ja alertava sobre a insuficiéncia do conhecimento
dos contetdos para a formacdo docente. Shulman (1986) afirma que também ¢ preciso um
conhecimento pedagogico do conteido que se pretende ensinar, além de um conhecimento
curricular. Para os topicos mais frequentemente ensinados em uma determinada area, Shulman
(1986) inclui como parte do conhecimento pedagodgico do conteudo as formas mais uteis de
representacdo daquelas ideias, as mais poderosas analogias, ilustragdes, exemplos,
explicagdes e demonstracdes. E como ndo existe uma forma infalivel de ensinar, Shulman
(1986) recomenda que o professor deve possuir um “verdadeiro arsenal” (p. 9) de formas de

representar ¢ formular um assunto, derivado de pesquisas ou da pratica que o tornem
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compreensivel para outras pessoas.

Pelo que foi visto anteriormente, uma abordagem formalista dos nUmeros
irracionais/reais ndo ¢ capaz de fornecer ao futuro professor o arsenal mencionado em
Shulman (1986). Ou seja, se ndo houver espaco na licenciatura para a discussdo das
peculiaridades de ensinar conjuntos numéricos na Educagdo Basica, o recém-formado
professor poderd ver-se em apuros quando efetivamente tiver que fazé-lo. Ele rapidamente
perceberd, se ja ndo o fez durante a sua formagao, que uma abordagem formalista/axiomatica
ndo fornece o suporte necessario para enfrentar os desafios da pratica em sala de aula na
Educacdo Basica. Nesse caso, o professor pode recorrer as suas memorias de quando estudou

o assunto na Educagdo Bésica, ou pode buscar refugio no livro didatico.

Geralmente, o professor recém-formado chega & escola com uma bagagem de
conteido muito formal, que ¢ indispensavel, mas ndo ¢ suficiente, visto que ndo
possui uma pratica de ensino que tenha abordagens adequadas e necessarias para o
dia a dia da sala de aula. Em consequéncia, muitos professores seguem as
orientagdes dos livros didaticos, sem aprofundamentos e complementagdes (SILVA,
2011, p. 72).

Essa descontinuidade entre a Educagdo Basica e o Ensino Superior, segundo Klein
(1932), ocorre porque s6 recentemente — ele escreveu isso em 1908 — os professores
universitirios comegaram a se preocupar com o Ensino Basico. O resultado desse longo
periodo de isolamento ainda pode ser observado no Ensino Superior nos dias de hoje —
inclusive nos cursos de licenciatura em Matematica, como apontou Bortolossi (2017) — e os

futuros professores ainda vivenciam a dupla ruptura apontada por Felix Klein.

O jovem estudante universitario é confrontado com problemas que em nada se
referem as coisas com as quais fora confrontado na escola. Naturalmente ele esquece
essas coisas rapidamente ¢ completamente. Quando, ao final do curso, ele se torna
um professor, ¢ esperado dele que ensine a matemdtica elementar da forma
tradicional e pedante e, como ndo foi capacitado para discernir alguma conex@o
entre a matematica escolar e a da universidade, ele rapidamente retorna a forma de
ensinar consagrada pelo tempo, e seus estudos universitarios permanecem apenas
como uma memoria mais ou menos agradavel que ndo tém influéncia em sua forma
de ensinar (KLEIN, 1932, p. 1, tradugdo nossa).

Ilustramos a seguir os argumentos que apresentamos anteriormente, sintetizados no
que chamaremos de circulo vicioso do ensino dos ntimeros irracionais (Figura 5), que articula
as ideias de Souto (2010), Klein (1932), Moreira e Ferreira (2012), Moreira e David (2010),
Soares, Ferreira e Moreira (1999) e de nossa pesquisa de doutorado (BROETTO, 2016).

Em sintese, a Figura 5 mostra que o futuro professor, ao se defrontar com uma
abordagem formal da Matematica na universidade — e isso inclui os nlimeros irracionais —,
rompe com a Matematica que aprendeu na Educacdo Bésica; uma vez na escola, no inicio do

seu exercicio profissional, percebera que a abordagem formal da Matematica ndo ¢ adequada
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para os alunos, provocando a segunda ruptura, desta vez com a Matematica da universidade.
O resultado disso € que os alunos ingressam nos cursos de formagao de professores com uma
imagem conceitual insuficiente dos numeros irracionais, conforme pudemos constatar em

nosso trabalho (BROETTO, 2016), fechando o circulo.

Professor e Rompimento com
a matematica
® Rompimento basica
coma Aluno - e Formalizagdo dos
matematica nlmeros reais
superior e Imagem do
e Retorno ao » conceito
tradicional prejudicada Formagdo de professores
e Recorre ao
livro

Educagdo basica

Figura 5 — Circulo vicioso do ensino de niimeros irracionais

Fonte: Elaborada pelos autores (2017).

4 Conclusao

Numeros irracionais ¢ um assunto importante tratado da Educacdo Bésica ao Ensino
Superior. Porém, vimos que transitar entre esses mundos pode ser uma tarefa desafiadora para
os atores envolvidos nesse processo. Isso se deve, em parte, a uma grande disparidade do
tratamento dispensado ao assunto na formagdo do professor de Matematica e na Educagao
Bésica.

Na Educagdo Basica, o desafio ¢ tratar de um assunto complexo que envolve ideias
complexas como o infinito de uma forma acessivel para os alunos. Vimos tanto a maneira
como alguns livros didaticos encaram esse desafio, quanto as consequéncias de abordagens
superficiais que ndo contribuem para a constru¢do do conceito de numero irracional.
Consideramos que os apontamentos dos PCN (BRASIL, 1998) e BNCC (BRASIL, 2016;
2017), relativos ao contato com os numeros irracionais, ainda constituem grandes desafios no
que concerne ao entendimento da ampliacdo da nog¢do de numero e ao despertar da
curiosidade dos alunos sobre questdes relacionadas ao infinito.

Na licenciatura e, principalmente, no bacharelado em Matematica, o caminho adotado

para o tratamento dos conceitos, entre os quais o de numero irracional, ¢ frequentemente o
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caminho do formalismo matematico. E natural que se almeje, nesse nivel de ensino, que o
futuro professor entenda os conceitos matematicos com maior profundidade do que ¢ feito na
Educagao Basica. Porém, quando essa via formal ndo estabelece conexdes com o significado
de numero real da Matematica escolar, o resultado ¢ que, como apontam diversas pesquisas, 0
professor recém-formado ndo sai da universidade preparado para ensinar numeros irracionais
na Educagdo Basica (MOREIRA; FERREIRA, 2012; MOREIRA; DAVID, 2010; SOARES;
FERREIRA; MOREIRA, 1999). Ou seja, quando o licenciando se torna professor, ele vai
para a escola e acaba mantendo o circulo vicioso (Figura 5). Uma proposta para romper com

esse circulo aparece em Soares, Ferreira e Moreira (1999), sintetizada no seguinte trecho:

Uma nova abordagem dos sistemas numéricos deve ser construida especificamente
voltada para a formagdo de professores. Tal abordagem teria que partir
fundamentalmente da problematizagdo das representagdes conceituais ja existentes
entre os licenciandos e chegar a uma visdo global do conjunto R que efetivamente
instrumentalize para o ensino (p. 95).

Com base na proposta de Soares, Ferreira e Moreira (1999) e em todos os argumentos
que trouxemos anteriormente, entendemos que as peculiaridades da Matematica escolar
precisam fazer parte do curriculo da licenciatura em Matemadtica, principalmente no que se
refere ao ensino dos nimeros reais/irracionais na Educa¢ao Basica.

Contudo, ja sd@o 20 anos desde o trabalho de Soares, Ferreira ¢ Moreira (1999) e a
proposta de uma nova abordagem dos sistemas numéricos especifica para a formacdo de
professores, e alguns questionamentos continuam presentes: quais avangos foram alcancados?
O que se realizou concretamente para resolver o problema? O ensino de Anélise esta
cristalizado e pouco mudou em relagdo a sua implantagdo na década de 1970, como
observaram Gomes et al. (2015)?

Identificamos um movimento que, embora ainda parega incipiente, tem potencial para
se multiplicar pelos cursos de licenciatura do pais. Trata-se de uma proposta do professor
Silvio César Otero-Garcia para um curso de Analise que discute sua relagdo com a
Matematica escolar, que ¢ oferecido no Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia
de Sao Paulo (IFSP — campus Campos do Jordao) (GOMES et al., 2015). Na UFMG, também
existe uma disciplina na licenciatura em Matematica chamada Numeros na Educagdo Bdsica
(UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS, Sd). Sao acdes importantes que
precisam multiplicar-se e serem testadas com um publico maior, formando um corpo de dados
consistente para atrair mais pesquisadores, professores e formadores de professores para

participar do debate e produzir novas pesquisas sobre o tema.
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