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Resumo

O objetivo deste artigo € identificar as principais contribuigdes de estudos sobre conhecimento docente relativo
ao ensino e a aprendizagem da divisdo de frages e analisar como tais resultados contribuem para responder a
pergunta: que conjunto de conhecimentos um professor precisa para ensinar e fazer aprender divisdo de fracdes?
Realizamos uma meta-analise qualitativa no referido tema (considerando tanto a dimensdo matematica, quanto a
didatico-pedagbgica) por meio de leituras sucessivas na integra e andlise de contetdo de um corpus de 58
estudos resultante da busca em seis bancos de dados (JSTOR, ERIC, Banco de Teses da CAPES, SciELO, Base
de dados da Revista do Professor de Matematica e no Google Scholar). Os resultados obtidos fornecem a visao
integradora de um conjunto de conhecimentos involucrados em cinco grandes blocos: 1. Defini¢Bes e notagoes;
2. Algoritmos, suas justificacbes e outros procedimentos; 3. Interpretacbes e problemas associados; 4.
Explicagdes instrucionais, propostas de ensino e recursos didaticos; 5. Aspectos da aprendizagem de estudantes.
Concluimos explicitando a utilidade deste conjunto de conhecimentos especializados para ensinar divisdo de
fracdes para licenciandos, professores, formadores e pesquisadores, bem como sua importancia para a melhoria
da formacdo e para a valorizac¢do da profissdo docente.

Palavras-chave: Meta-andlise. Divisdo de Fragdes. Ensino e Aprendizagem. Conhecimento Especializado de
Professores.

Abstract

The aim of this article is to identify the main contributions of studies on teaching knowledge regarding the
teaching and learning and to analyze how these results contribute to answering the question: which set of
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knowledge does a teacher need to teach and learn for fraction division? We performed a qualitative meta-
analysis on this theme (considering both the mathematical and didactic-pedagogical dimension) through
successive readings and content analysis of a corpus of 58 studies all resulting from the search in six databases
(JSTOR, ERIC , CAPES Theses Bank, SciELO, Mathematics Teacher's Journal Database and Google Scholar).
The results obtained provided the integrative vision of a set of knowledge involved in five large blocks, namely:
1. Definitions and notations; 2. Algorithms, their justifications and other procedures; 3. Interpretations and
associated problems; 4. Instructional explanations, teaching proposals and didactic resources; 5. Aspects of
student learning. We conclude the article by explaining the usefulness of this set of specialized knowledge to
teach fraction division for graduates, teachers, trainers, and researchers, as well as their importance for
improvement in the mathematic education and for the appreciation of the teaching profession.

Keywords: Meta-analysis. Fraction Division. Teaching and Learning. Teacher’s Specialized Knowledge.

1 Introdugéo

A aprendizagem de fracdes € um processo longo e complexo, que ndo se restringe a
um ou dois anos escolares, mas sim ocorre ao longo de todo o Ensino Fundamental
(KILPATRICK; SWAFFORD; FINDELL, 2001; LOPES, 2008; MOREIRA; DAVID, 2005).
Dificuldades e erros na aprendizagem dos numeros fracionarios e suas operacdes sdo
apontadas na literatura e em avaliacdes nacionais (BAYOUD, 2011; BERTONI, 2008; 2009;
BRASIL, 2001; 2003; FAVERO; PINA NEVES, 2012; NAISER; WRIGHT; CAPRARO,
2003; PINILLA, 2007; SANTOS; SANTOS; CAMPOQS, 2013).

Ao longo dos altimos 20 anos, a avaliacdo nacional da Educacéo Basica (intitulada de
Prova Brasil) tem mostrado que, em média, apenas 13% dos alunos terminaram o Ensino
Fundamental, conseguindo resolver corretamente um problema com ndmeros racionais
envolvendo suas operagdes (INEP, 2014a; 2014b)*. Das operacdes com fragdes, a divisdo tem
sido considerada por professores e alunos a mais mecénica € menos compreensivel
(ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007; KRIBS-ZALETA, 2006; MA, 1999; OLANOFF, 2011,
OZEL, 2013; PAYNE, 1976; TIROSH, 2000). Por vezes, ela é vista como um tdpico com
escassez de aplicacOes realisticas (LOPES, 2008), de dificil abordagem intuitiva (BALL,
1990) e o mais complexo da aritmética escolar (BULGAR, 2003; MA, 1999). Comumente
professores e licenciandos em Matematica apresentam limitacbes de conhecimento
relacionado ao topico (que os levam, por exemplo, a cometer 0s mesmos erros de estudantes
da Educacéo Bésica) ou ao seu ensino (BALL, 1990; BAYOUD, 2011; MA, 1999).

Este cenario nos levou a questionar qual é o conjunto de conhecimentos que um
professor deve ter para superar as limitacdes em questdo e fazer com que os alunos aprendam

divisdo de fracdes. Recorremos a literatura na tentativa de compreender as contribuicdes que

1 Média feita com todos os resultados do SAEB de 1995 a 2011 considerando os indices do nivel 7 de
proficiéncia que envolve conhecimento sobre operagBes com racionais.
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pesquisadores deram para responder tal questdo, buscando obras de sintese como trabalhos de
meta-andlise, estados da arte ou pesquisas bibliograficas (LIMA; MIOTO, 2007) no campo de
pesquisa relativo ao conhecimento docente sobre divisdo de fracdes. Os dois estudos
encontrados focalizam conteddos correlatos, porém mais amplos do que o referido. Um deles
revisou 160 pesquisas internacionais publicadas entre 1962 e 2004 sobre o tema fragOes
(PINILLA, 2007), das quais apenas quatro eram especificas sobre divisdo de fracdes, sem
abordar especificamente conhecimento de professores. O outro explorou a tematica divisdo e
nimeros racionais (FAVERO; PINA NEVES, 2012), encontrando 65 estudos nacionais e
internacionais publicados de 1999 a 2010, dos quais apenas um tinha como foco a divisdo de
fracOes, porém investigava alunos (SHARP; ADAMS, 2002).

Considerando que ndo encontramos alguma obra-sintese com o foco desejado,
apresentamos neste artigo uma meta-analise sob o enfoque qualitativo (BICUDO, 2014) de
estudos nacionais e internacionais centrados na temética conhecimento docente sobre divisao
de fragdes. O objetivo deste trabalho € identificar as principais contribui¢es de estudos sobre
conhecimento docente relativo ao ensino e a aprendizagem da divisdo de fracGes e analisar
como tais resultados contribuem para responder a pergunta: que conjunto de conhecimentos
um professor precisa para ensinar e fazer aprender divisdo de fragbes? A presente
investigacdo é um aprofundamento de uma pesquisa que buscou caracterizar o conhecimento
especializado para ensinar divisdo de fracfes contemplando também dados empiricos de
professores e futuros professores de Matematica (MORIEL JUNIOR, 2014).

2 Encaminhamento metodoldgico

Utilizamos a meta-analise qualitativa como procedimento metodoldgico que consiste
na revisdo sistematica de um conjunto de pesquisas sobre um dado tema, cuja finalidade é
integrar os resultados desses estudos e produzir sinteses mediante o confronto dos mesmos,
possibilitando assim maior visibilidade, impacto da producdo e ampliacdo da generalizacao
dos resultados existentes (BICUDO, 2014; FIORENTINI; LORENZATO, 2006).

A busca por trabalhos foi realizada em seis bancos de dados (JSTOR, ERIC, Banco de
Teses da CAPES, Scielo, Base de dados da Revista do Professor de Matematica? e no Google
Scholar®) durante 0 més de outubro de 2014. Considerando nosso tema de interesse
(conhecimento docente sobre divisdo de fragOes) e partindo do pressuposto tedrico-
epistemoldgico de que o conhecimento do professor de Matematica é caracterizado tanto pela

2 Banco de dados digital com as 70 primeiras edi¢des publicadas no periddico, de 1982 a 2009 (RPM, 2011).
3 Ferramenta de indexacéo de publicacdes cientificas (http://scholar.google.com).
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dimensdo do conhecimento do conteddo, quanto do didatico-pedagdgico (CARRILLO et al.,
2014; SHULMAN, 1986), optamos por utilizar nas buscas as seguintes palavras-chave:
divisdo, division, divisdo de fracdes, fraction division, division of fraction, division with
fraction, division de fracciones, conhecimento, knowledge, conocimiento, nimero racional,
rational, diviséo de racionais, operacOes e operations (sozinhas ou em combinagédo). A partir
de entdo, leituras sucessivas de todo material encontrado (incluindo aquelas de
reconhecimento, exploratdria, seletiva e interpretativa) foram feitas para obter as informacdes
necessarias e verificar a relevancia e pertinéncia de cada trabalho em relagcdo ao proposito da
pesquisa (BICUDO, 2014; FIORENTINI; LORENZATO, 2006; SALVADOR, 1986).

Este encaminhamento possibilitou constituir um corpus de 58 estudos na integra*
incluindo teses, dissertacdes, livros, artigos publicados em revistas de professores, periodicos
cientificos e anais de eventos. Os trabalhos foram classificados em dois grupos conforme seu
foco (Tabela 1). O primeiro abrange aqueles que investigam o conhecimento docente sobre
diviséo de fracdes cujos sujeitos da pesquisa sdo professores, licenciandos ou formadores para
0 ensino de Matematica. O segundo grupo engloba trabalhos cujo foco ndo esta nos referidos
sujeitos, mas abordam aspectos matematicos, do ensino ou da aprendizagem relacionados a
divisdo de fragdo, como algoritmos, suas justificativas e problemas associados a operacéo,
abordagens instrucionais, analise de recursos didaticos em si, erros comuns de alunos etc.

Tabela 1 — Relacdo de trabalhos revisados classificados por tematica.

Foco QUANTIDADE (REFERENCIAS)

(BALL, 1990; BARBOSA, 2011; BAYOUD, 2011; CHARALAMBOUS; HILL;
BALL, 2011; CHINNAPPAN; DESPLAT, 2012; GARCIA, 2013; GREEN;
PIEL; FLOWERS, 2008; ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007; KRIBS-ZALETA,

Conhecimento 2006; LI; KULM, 2008; LIN et al., 2013; LO; LUO, 2012; LO; MCCRORY,
docente sobre divisio 29 2010; LUBINSKI; FOX; THOMASON, 1998; LUO; LO; LEU, 2011; MA, 1999;
de fracoes NEWTON, 2008; NILLAS, 2003; OLANOFF, 2011; OZEL, 2013; PIEL;

GREEN, 1994; REDMOND, 2009; RI1ZVI; LAWSON, 2007; RULE;
HALLAGAN, 2006; SALINAS, 2009; SHARON; SWARTHOUT, 2014,
SILVEIRA; SILVA, 2013; TCHOSHANOV, 2011; TIROSH, 2000)

(AKSU, 1997; ARAUJO, 2013; ASHLOCK, 2006; BERTONI, 2009; BULGAR,
2003; CHEN et al., 2013; CONTRERAS, 2012; FLORES, 2008; FLORES, 2013;
GUERRA; SILVA, 2008; HIRATSUKA, 1996; KILPATRICK; SWAFFORD;
FINDELL, 2001; LI, 2008; LI; CHEN; AN, 2009; LI; CHEN; KULM, 2009;
LIMA, 1983; LOPES, 2008; MADEIRO, 1996; MOREIRA, 2013; MOREIRA,;
FERREIRA, 2008; NAISER; WRIGHT; CAPRARO, 2003; PAYNE, 1976;
PEREZ, 2009; PHILIPP, 2000; PURITZ, 2005; SA, 2015; SHARP; ADAMS,
2002; SILVA; ALMOULOUD, 2008; SINICROPE; MICK; KOLB, 2002)

Aspectos da divisdo
de fracdes, seu ensino 29
e aprendizagem

TOTAL 58 -

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

4 Quatro trabalhos encontrados (BALL, 1988; CONTRERAS, 2004; CONTRERAS; ALFONSO, 2005; LlI;
SMITH, 2007) nao foram integrados ao estudo por tratar-se de um tipo de versdo prévia de outros mais atuais e
completos que efetivamente integram nosso corpus. Um trabalho (KAMII; WARRINGTON, 1995) ndo foi
encontrado na integra, por isso ele nao faz parte do corpus.
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Considerando que nosso foco é o conhecimento docente, é importante caracterizar as
tendéncias do primeiro grupo da tabela anterior. Iniciamos identificando escassez de estudos
nacionais (BARBOSA, 2011; SILVEIRA; SILVA, 2013). Em relacdo aos objetivos principais
das pesquisas, podem ser agrupadas nas seguintes linhas, em ordem decrescente de frequéncia
(Tabela 3): 1. caracterizar o conhecimento de licenciandos, professores e formadores (envol-
vendo exploracdo, identificacdo e descrigcdo); 2. avaliar a efetividade de uma formacao ofere-
cida (envolvendo disciplinas de graduacdo ou cursos rapidos); 3. Comparar o conhecimento
de sujeitos de diferentes nacionalidades ou etapas da profissao (graduandos e graduados).

A perspectiva tedrica sobre o conhecimento de professores (Tabela 2) mais presente é
a de Shulman (1986), que é genérica e ndo diz respeito a uma area especifica, seguida pelo
modelo Mathematical Knowledge for Teaching - MKT (BALL; HILL; BASS, 2005; BALL,;
THAMES; PHELPS, 2008), que é especifico para a Matematica e fundado na perspectiva
anterior. Esses dois marcos teoricos alicercam a maioria (77%) dos estudos que visam
caracterizar o conhecimento docente (Tabela 4). Em termos de contetdo, mais da metade das
producdes aborda exclusivamente a divisdo de fracdes, enquanto o restante discute também
outras operag6es ou conceitos (Tabela 5). Predomina a explora¢do do dominio matematico em
detrimento do didatico (Tabela 5). Por fim, computamos que o corpus investigado contempla
conhecimento de 999 licenciandos, 390 professores e 4 formadores, totalizando 1393 sujeitos.

Tabela 2 — Perspectivas tedricas sobre conhecimento docente que fundamentam os trabalhos

PERSPECTIVA TEORICA QTDE. TRABALHOS

(BALL, 1990; ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007; LIN et al., 2013;
MA, 1999; OZEL, 2013; REDMOND, 2009; RIZVI; LAWSON,

Shulman (1986) 12(41%)  2007: SILVEIRA: SILVA, 2013: TCHOSHANOV, 2011: TIROSH,
2000) (NILLAS, 2003; SHARON: SWARTHOUT, 2014)*
(BAYOUD, 2011; CHARALAMBOUS; HILL; BALL, 2011;
KT 10(@soy  CHINNAPPAN; DESPLAT, 2012; GARCIA, 2013; LI; KULM,
2008: LO: LUO, 2012; LUO: LO; LEU, 2011: NEWTON, 2008:
OLANOFF, 2011; SALINAS, 2009)
(GREEN; PIEL; FLOWERS, 2008; KRIBS-ZALETA, 2006; LO;
N0 esclarecido 6(21%)  MCCRORY, 2010; LUBINSKI; FOX; THOMASON, 1998: PIEL:
GREEN, 1994; RULE; HALLAGAN, 2006)
Outro: MTCS 1(3%) (BARBOSA, 2011)
TOTAL 29 (100%) -

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).
Observacdo: *Dois trabalhos que usam Ma (1999), cuja base é Shulman (1986)

Tabela 3 — Objetivos principais das investigaces sobre conhecimento docente relativo a
divisdo de fragdes

OBJETIVOS DE

ESTUDG QTDE. TRABALHOS

(BALL, 1990; BARBOSA, 2011; CHARALAMBOUS; HILL; BALL,
2011; CHINNAPPAN; DESPLAT, 2012; GARCIA, 2013; ISIKSAL;
CAKIROGLU, 2007; KRIBS-ZALETA, 2006; LI; KULM, 2008; LO;
LUQ, 2012; LUBINSKI; FOX; THOMASON, 1998; NEWTON, 2008;

Caracterizagéo do

0,
conhecimento 18 (62%)
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NILLAS, 2003; OLANOFF, 2011; OZEL, 2013; PIEL; GREEN, 1994;
SALINAS, 2009; SILVEIRA; SILVA, 2013; TCHOSHANOV, 2011)

(GREEN; PIEL; FLOWERS, 2008; LO; MCCRORY, 2010; REDMOND,

Efetividade da 7(24%)  2009; RIZVI; LAWSON, 2007; RULE; HALLAGAN, 2006; SHARON;

formacao

SWARTHOUT, 2014; TIROSH, 2000)
Compsigz‘i?&‘;e””e 4 (14%) (BAYOUD, 2011; LIN et al., 2013; LUO; LO; LEU, 2011: MA, 1999)

TOTAL 29 (100%) -

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

Tabela 4 — Descri¢ao dos tipos de estudo por perspectiva tedrica de conhecimento docente

TIPO DE ESTUDO SHULMAN MKT - CL%I:ECID o OUTRO TOTAL
Caracterizacao do conhecimento 6 (33%) 8 (44%) 3 (17%) 1 (6%) 18 (100%)
Efetividade da formacao 4 (57%)* - 3 (43%) - 7 (100%)
Comparacdo entre sujeitos 2 (50%)* 2 (50%) - - 4 (100%)

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).
Observacdo: * Metade usa Ma (1999), cuja base € Shulman (1986)

Tabela 5 — Descri¢do dos dominios de conhecimento investigados por conteddo matematico

CONHECIMENTO
CONHECIMENTO

CONTEUDO ABORDADO . MATEMATICO E TOTAL
MATEMATICO SBATTIEG
Somente divisdo de fragdes 9 (31%) 7 (24%) 16 (55%)
Diviséo de fracGes e outros contetdos 7 (24%) 6 (21%) 13 (45%)
TOTAL 16 (55%) 13 (45%) 29 (100%)

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

Descrevemos os resultados na secdo seguinte contemplando todo o corpus em questao,
esclarecendo que um mesmo trabalho pode figurar em mais de um bloco tematico, diante da

multiplicidade de contribuicGes que ele oferece.

3 Resultados

Apobs o processo de leituras sucessivas, analise do contetdo e inventario do corpus,
identificamos a emergéncia de cinco grandes blocos tematicos referentes as principais
contribui¢bes que os trabalhos oferecem, nomeadamente, no ambito de: 1. Defini¢Oes e
notacdes; 2. Algoritmos, suas justificacbes e outros procedimentos; 3. Interpretacdes e
problemas associados; 4. Explica¢fes instrucionais, propostas de ensino e recursos didaticos;

5. Aspectos da aprendizagem de estudantes. Discutimos tais blocos tematicos a seguir.

3.1 Definicdes e notagdes
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Embora ndo saibamos a origem exata, a divisdo de fracOes esta presente na China e no
antigo Egito desde a antiguidade, associada a resolucéo de problemas, e tornou-se um objeto
matematico cuja definicdo formal pode ser construida a partir do conjunto dos numeros
inteiros usando classes de equivaléncias. Este tipo de conexdo entre Matematica elementar e
avancada faz parte do conhecimento matematico do professor de Matemaética e é fundamental
para o desenvolvimento da compreensao profunda da matematica fundamental (MA, 1999).
Em sintese, trata-se da consciéncia da estrutura conceitual inerente a um conteudo de
Matematica elementar e a habilidade de fornecer um fundamento para tal estrutura conceitual.

No caso da divisdo de fragOes, a estrutura conceitual subjacente e seus fundamentos
foram identificados no corpus e estdo sintetizados a sequir (CONTRERAS, 2012; GARCIA,
2013). Estabelecida a relacio de equivaléncia® (a, b)R(c,d) < a-d = b - ¢ no conjunto Z x
Z* ={(a,b)/a € Z,b € Z*}, temos como consequéncia as classes de equivaléncia por ela
gerada em Z x Z* e o conjunto quociente® Z x Z*/R, o qual passa a se denominar conjunto
dos numeros racionais e denotar por Q. Uma classe de equivaléncia de Q é chamada de

nimero racional e denotada por (a, b), de modo que 7 seja um representante desta classe de

equivaléncia e chamado fracdo. O conjunto quociente Z x Z* /R (dos numeros racionais, Q) é
um corpo, pois satisfaz as propriedades para tal (comutativa, associativa, elemento neutro,
elemento inverso e distributiva) e porque podemos definir a operagdo de adicdo como
(a,b) + (c,d) = (ad + bc,bd) e a de multiplicagdo como (a,b) - (c,d) = (ac,bd). A

existéncia da operacdo multiplicacdo e do inverso multiplicativo permite definir a divisdo de

fracdes como a multiplicacdo do dividendo pelo inverso do divisor, da seguinte forma:

(a,b) +~ (c,d) = (a,b) - (c,d)™* = (a,b) - (d,c) = (ad, bc). Usando a notacdo de fracdes,

. . a c a d ad
Isto pode Ser reescritocomo; - +—-—=—-—= —,
b d b ¢ bc

Outro modo de definir a divisdo de fracGes, destacado em Moreira e Ferreira (2008),

seria usando o subconstructo’ operador, a composicdo de funcdes lineares e a multiplicacéo

. . ~ . , . e T 7

de racionais. Embora ndo seja construida tal defini¢éo, ele exemplifica que para dividir 5 por-
7 2 . . .

deve-se encontrar um operador K que leve 5 em = Isto seria obtido da seguinte forma: “o

2 2 8 7 ~
operador 3 levao 1 em 3 0 operador > leva 5 em 1; entdo, compondo, vemos que 0 operador

% Por ser reflexiva, simétrica e transitiva.

6 E 0 conjunto de todas as classes de equivaléncia em Z x Z* segundo R.

" Este termo diz respeito a uma das possiveis interpretacdes de fracGes que, embora tenham variado em
guantidade e nomenclatura ao longo dos anos, sdo atualmente cinco as principais: relacdo parte-todo, medida,
razdo, quociente indicado e operador (MOREIRA; FERREIRA, 2008).
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= x 2 levara ~ em =. Assim, = dividido por 7 é = x > (MOREIRA; FERREIRA, 2008, p. 112).

Generalizando essa ideia, temos que g:g corresponde ao operador K que satisfaz K E = g, 0

r _psr_p
s qrs q

que implica em termos K = %, visto que E-

Nenhuma pesquisa do corpus investigou o conhecimento de (futuros) docentes sobre o
conceito de divisdo de fracbes neste nivel avancado de formalizagdo. Tampouco, foi abordado
o fato de ela nfo ser considerada axiomaticamente uma operagdo nos racionais®, mas ser
tratada como tal na Educacdo Béasica. O que os estudos detectam é que o conhecimento
conceitual dos sujeitos é limitado e, frequentemente, se resume a0 modo memorizado de fazer
o calculo (BALL, 1990; MA, 1999; REDMOND, 2009; SILVEIRA; SILVA, 2013).

A maioria sabe calcular, mas ndo sabe explicar o significado da divisdo de fracbes
(BALL, 1990; GREEN; PIEL; FLOWERS, 2008; LI; KULM, 2008; LIN et al., 2013; LUO;
LO; LEU, 2011; NILLAS, 2003; TIROSH, 2000). Isto é um dos indicadores de que
geralmente o conhecimento é mais procedimental do que conceitual (GARCIA, 2013; OZEL,
2013; RULE; HALLAGAN, 2006; SHARON; SWARTHOUT, 2014; TCHOSHANOV,
2011). Ainda assim, licenciandos e professores cometeram diversos erros procedimentais ao
calcular divisdo de fragdes. Os principais encontrados em Newton (2008), em ordem
decrescente de frequéncia, sdo: (i) manter denominadores quando séo iguais (por exemplo,
9 . 3

—+ = %); (ii) inverter o dividendo ao invés do divisor (inclusive quando era um inteiro,

como em 4 +-); (iii) escrever 4 + - =1 sem explicar 0 motivo; (iv) inverter corretamente e

!
4
multiplicar em cruz; (v) cancelar ou dividir em cruz (como em Z+2=2). Redmond (2009)
também detectou o segundo deles, além de um procedimento equivocado de multiplicacdo
cruzada. Em Salinas (2009), um sujeito inverteu a primeira, multiplicou pela segunda e ao
= g)_

Melhoras significativas no conhecimento procedimental/conceitual dos sujeitos sobre

final, inverteu a solucéo G + § = Z% =

6
4

divisdo de fragbes foram obtidas por meio de contextos formativos com atividades fundadas

em resultados de pesquisas na &rea e incluiam trabalho com materiais manipulativos,

8 A divisdo de fragBes é um caso particular de uma das operagdes (a multiplicacdo) que conferem ao conjunto
dos nimeros racionais a estrutura de corpo. Para ser uma operacdo em um conjunto E ndo vazio é preciso ser
uma aplicacéo do tipo f: E X E — E. Logo, a adi¢do e a multiplicacdo sdo operacbes em Q (f: Q x Q — Q tal
que f(x,y) = x +youx-y), mas a divisdo ndo, pois é caracterizada como f:Q x Q* - Q tal que f(x,y) =
;. Assim, a divisdo de fragdes sO pode ser considerada uma operagdo em Q*, ou seja, se for definida como
fiQ"x Q" - Q" tal que f(x,y) = § A implicacdo prética disto é que a operacao de divisdo de fragdes ndo
pode fornecer a resposta para o calculo envolvendo zeros, como 0 : %, ou resultar zero, ja que isto ndo esta
definido pela aplicacdo. Todavia, enquanto objeto de ensino na Educagdo Bésica, a divisdo é considerada uma
operacdo com restricdo de que o denominador ndo seja nulo.
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problemas e representagfes (LUBINSKI; FOX; THOMASON, 1998; NEWTON, 2008;
REDMOND, 2009; RIZVI;, LAWSON, 2007; RULE; HALLAGAN, 2006; SHARON;
SWARTHOUT, 2014), reflexdo sobre o porqué da divisdo de fracbes (BARBOSA, 2011;
TIROSH, 2000) podendo, inclusive, ter curta duracdo (GREEN; PIEL; FLOWERS, 2008).
Em termos de notacgdo, encontramos a tipica que utiliza dois pontos, com ou sem traco

. 3 1 ~ .. .
no meio, (como em i E)’ a fracdo complexa de modo que o dividendo seja separado por um

1

traco do divisor (como em 2)e apenas dois casos em que foi utilizada uma chave para separar

4

dividendo e divisor, como em 6 | = (MADEIRO, 1996) e emg > (FLORES, 2013).

3.2 Algoritmos, suas justificacdes e outros procedimentos

Em relacdo aos algoritmos da divisdo de fragdes (cf. Tabela 6), um amplo inventéario
feito na literatura (CONTRERAS, 2012) identificou seis principais: 1. inversdo da
multiplicacdo que chamaremos de inverter e multiplicar (IM); 2. reducdo das fraces ao um
denominador comum e divisdo dos numeradores que chamaremos de igualar denominadores
(ID); 3. conversdo das fracdes em decimais (CD) cuja diferenca para o anterior é que o
denominador comum é uma poténcia de 10; 4. produtos cruzados (PC); 5. uso da unidade
fracionada (UF) para descobrir o valor unitario® de uma grandeza em funcio de outra; 6. uso
do protocolo da calculadora cientifica (CALC). Um sétimo algoritmo - dividir numeradores e
denominadores entre si (DND) - é abordado em outros trabalhos (FLORES, 2008; GARCIA,
2013; LI; KULM, 2008; OZEL, 2013; SILVA; ALMOULOUD, 2008; TIROSH, 2000).

Tabela 6 — Sete algoritmos da divisdo de fragdes identificados

NOMENCLATURA (SIGLA) ALGORITMO
Inverter e multiplicar (IM) g.c-2.d_zad
P b d b c bc
i a_c_gad _cb_ad
Igualar denominadores (ID) S o= =
a 0 : : d .
Conversdo das fragdes em 2o =22 2 =B = 2% sendo b.x=d.y poténcias de 10.
decimais (CD) b d bx dy c¢y bc
.d
Produtos cruzados (PC) 2,82 ye_24
_ _ b d b’'d bc
Uso da unidade fracionada a . ¢ A 1 . a . d . ad
Se — equivale a -, entdo — equivale a — e a unidade — equivale a —.
(UF) b d d b.c d b.c
Uso do protocolo da %)
AR 3B 1% 5B
calculadora cientifica (CALC) s 3 1 5 103,

® Termos empregado no sentido de taxa (razdo que compara duas quantidades de magnitudes diferentes) em que
0 denominador é 1. Como exemplos, 20 km/h e 20 reais/kg.
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+ 2 = g (Caso particular: a é miltiplode ce b é de d)
< a.b.d L _ acd-+c

Dividir numeradores e
denominadores entre si (DND)

= 2 s = (Caso geral)
a b.c.d d bcd-+-d

[SEESES RS

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

E importante destacar que existem trés regras mnemonicas associadas ao algoritmo

a
. .y .. d P 5 d
inverte-e-multiplica: multiplicar em cruz (= + = = =5), regra do sanduiche (= + = = L= )
b d b-c b d 3 bc

e “XX” (DxE<%) (FLORES, 2008; GARCIA, 2013).

A anélise de 32 sites educativos mostrou que praticamente todos (94%) usavam o 1M
para calcular diretamente o resultado de expressées (CHEN et al., 2013). Tal predominio
também € detectado nos estudos sobre conhecimento docente. A pesquisa de Garcia (2013)
constatou que, embora o grupo investigado conhecesse ao menos dois algoritmos, a maioria
dos sujeitos aceitava o IM e o ID como validos sem necessidade de justificativa, alegando que
é algo que esta em livros didaticos.

A maioria associou o ID com o processo de comparar fracGes e a generalidade do
DND ndo era aceita pela maioria do grupo. Outros estudos mostram que classificar este
ultimo algoritmo como um procedimento incorreto € um erro comum entre professores e
licenciandos que, por vezes, também desconsideram que o conceito de fracbes equivalentes
lhe d& suporte nos casos em que a ndo é multiplo de ¢ ou b ndo é de d (GARCIA, 2013; LlI;
KULM, 2008; OZEL, 2013; TIROSH, 2000). Nestes casos 0 DND nio vai resultar em uma
fracdo do tipo inteiro sobre inteiro, mas sim resultarda em uma fracdo complexa e, por isso,
exigira outros conceitos para a conclusao da divisdo. Estes resultados parecem apoiar o uso de
tarefas formativas que levem os sujeitos a refletir sobre o porqué da divisao de fracdes, isto é,
sobre justificativas de algoritmos (BARBOSA, 2011; KILPATRICK; SWAFFORD;
FINDELL, 2001; OLANOFF, 2011; TIROSH, 2000).

Identificamos nas produgdes do corpus duas abordagens, de naturezas distintas, usadas
para justificar algoritmos. A primeira delas se destina a legitimacao estritamente matematica,
por meio de justificativas algébricas para os algoritmos IM (LI, 2008; LOPES, 2008; OZEL,
2013; PAYNE, 1976; TIROSH, 2000), ID (LI, 2008; PAYNE, 1976; SILVA;
ALMOULOUD, 2008) e DND (SILVA; ALMOULOUD, 2008; TIROSH, 2000), conforme
Quadro 1. Esses modos de justificar sdo importantes para que o (futuro) professor conheca o
porqué se procede de tal modo. Estudos sobre conhecimento docente mostram que (futuros)
professores cometem o erro de considerar o DND como incorreto e ndo saber explicar por que
ele funciona (GARCIA, 2013; LI; KULM, 2008; OZEL, 2013; TIROSH, 2000).
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E comum que (futuros) docentes tentem avaliar a generalidade/validade de um

algoritmo por meio de exemplos ou contraexemplos — como em Salinas (2009) e Tirosh
(2000) com o DND —, ao invés de trocar numeros por variaveis. Apenas um de 17 professores
usou argumentacdo formal (algébrica) para justificar a validade dos algoritmos IM, ID e DND
(GARCIA, 2013). Esta diferenca parece estar ligada & limitagdo de conhecimento matematico
(cf. descrito anteriormente) e ao fato de as abordagens numéricas serem consideradas mais
acessiveis para alunos jovens (TIROSH, 2000). Ainda assim, &€ importante que docentes
construam conhecimento de justificativas algébricas de um algoritmo, pois ele pode ajudar na

tarefa de avaliar os métodos intuitivos elaborados por estudantes (SALINAS, 2009).

ALGORITMO INVERTER E MULTIPLICAR (IM)

a ax aX d d
a c T n n a a
Jl);—;:%:—?d:—b :EX—:b—
i riar 1 c c
d d d d
J2)5+5=K=>Kx5=3=>(1(x5)x—=3x—=>K><(5><—)=5>< o
b d d b d c c da c b c
d d d
Kx1=%xZ=oKk=2x% =2
b c b c bc
1 da 2 1 d d
- C . ~ _a c m a a a
J3)Seoinversode-é+-=-,entdo-+- =L =-Xxz=-x-=—
d i c b d i b i b c bc

. . d ~ d d—+ d
J4) Se 2 6 equivalente a —, entio = + = = — + S = 27 22
b bcd b d bcd d bcd+d bc

ALGORITMO DIVIDIR NUMERADORES E DENOMINADORES ENTRE SI (DND)

a c a d axd axd a d a b a+c
JS)_+_=—)(—:—:—:—X—=—+—=
b d b c bxc cxb c b c d b+d
ALGORITMO IGUALAR DENOMINADORES (ID)
a c ad bc , . bdxad bdxbc ad bc ad . ad bd ad
J6)-+—-=—+—¢igual a + =—+—=ad+bc=—ouiguala — X —=—
b da bd bd bd bd 1 1 bc bd bc bc

Quadro 1 — Justificativas algébricas de algoritmos da divisao de fracdes
Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

A segunda abordagem se destina a construir uma interacdo produtiva com criangas
(alunos do Ensino Fundamental) para justificar a elas o porqué se inverte-e-multiplica. Trata-
se da argumentacdo construida a partir dos conceitos matematicos que alunos ja estudaram até
quarto, quinto ou sexto anos (como propriedades da diviséo, fragcdes equivalentes e expressoes
numericas) e que utiliza estrutura da justificativa algébrica J1, porém com exemplos
numéricos: %—% (LI, 2008) e %—% (BARBOSA, 2011). Embora as justificativas aritméticas
sejam meras verificacGes se tomadas no campo da producdo de conhecimento do matematico,
para 0 docente da Educacdo Baésica elas envolvem conhecimento, tanto no dominio
matematico (a exemplo da justificativa algébrica do algoritmo em si), quanto no didatico do

conteudo, relativo ao nivel de desenvolvimento conceitual e procedimental dos alunos que
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permita a compreensdo naquela etapa escolar (quarto a sexto anos) do porqué se inverte-e-

multiplica (por meio de argumentagdo com nimeros, ao invés de incognitas).

Em diversos trabalhos encontramos procedimentos alternativos aos algoritmos para
fazer a divisdo de fragcOes. Trata-se da manipulacdo de diagramas pictéricos, incluindo formas
geométricas (retangulares, circulares, poligonais ou lineares) ou imagens de objetos. Alguns
estudos chamam isto simplesmente de resolver com desenho (NILLAS, 2003; RULE;
HALLAGAN, 2006). Eles puderam ser classificados em dois tipos, segundo a acdo que lhe
edifica: 1. transformar a divisdo de fracbes em divisdo de inteiros (CHEN et al., 2013;
CONTRERAS, 2012; GUERRA; SILVA, 2008; LI, 2008; LI; CHEN; AN, 2009; LIMA,
1983; SA, 2015; SHARP; ADAMS, 2002; SILVA; ALMOULOUD, 2008); 2. comparar as
partes fracionadas considerando o divisor como unidade principal (CHEN et al., 2013,
FLORES, 2013; LI, 2008; PHILIPP, 2000). No Quadro 2 exemplificamos os referidos tipos.

TIPO 1. DIVISAO DE FRACOES TRANSFORMADA EM DIVISAO DE INTEIROS

EXEmMPLO Al.

2 3 _ 8elements 'Y X 5 EXEMPLO B1. 2 - 1 — 6Tetangul021:nhos
5 4 15 elements G has 8 elements 4 3 4 retangulozinhos
I 1
o000 3
[ BN BN AN J 2
® 0 0o 4
feThl —— —has 15 elements
4
5 x 4 array
(LI, 2008) (GUERRA; SILVA, 2008)°

1 retangulozinho
16 retangulozinhos EXEMPLO DL1.

: ; X ) .
i E Vocé pode usar este método para achar 6 + "
------- 6 X 4 = 24 diz que had um total de 24 partes.

EXEMPLO C1. % 4=

- |58 . HHEH

i 24 + 3 = 8 diz que ha 8 grupos de 3 partes.

O 00006 M6 a8

| EJDD,Q‘D[D\DD]

I I g \[:l/ \l;]/ ‘\—/’ Q/ \D/‘ @ g
(CONTRERAS, 2012) (LI; CHEN; AN, 2009)

. . . a c 1 1 m 1, .
10 Justifica o procedimento considerando que (E) = (E) =m (;) +n (;) = onde > é a unidade comum
entre dividendo e divisor, cujas quantidades inteiras m e n sdo, respectivamente, numerador e denominador do

guociente que se busca.
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TiPo 2. COMPARACAO DE PARTES FRACIONADAS CONSIDERANDO O DIVISOR COMO UNIDADE PRINCIPAL

EXEMPLO A2. 1Dividendo
3 2
1Z+5=4  HHHEHR
(CHEN et al., 2013) \Divisor EXEMPLOB2. - + é = 1%
. T
0 1 1Quociente | |
CLT T |
0 1 2 3 4 12
R (CONTRERAS, 2012)
s T 5

Dividendo Divisor

I
w

EXEMPLO D2. 2 +§
1
4 o’

EXEMPLO C2. 1 Z -

(L1, 2008)

trés vezes g mais % dos g
(LIMA, 1983)

Quadro 2 — Tipos de procedimentos alternativos para divisdo de fragcdes e exemplos
Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

Estudos sobre conhecimento docente mostram a importancia de conhecer tais
procedimentos, suas justificativas e modos de utiliza-los. Em primeiro lugar, porque eles
possibilitam compreender, expressar e ampliar o significado da divisdo de fracbes que
professores precisam ter para ensinar (BALL, 1990; LI; KULM, 2008; LO; MCCRORY,
2010; MA, 1999; OZEL, 2013). Neste sentido, Lubinski, Fox e Thomason (1998) descreve o
percurso de uma licencianda rumo ao desenvolvimento de uma compreensdo profunda da
divisdo de fracGes, marcado por diversas tentativas de representar pictoricamente tal operacao
com o intuito de compreender seu significado, culminando na construcdo de um procedimento
particular usando retangulos e circulos, semelhante ao Exemplo Al no Quadro 2.

Em segundo lugar, tais procedimentos sdo particularmente Gteis para resolver
problemas contextualizados (KRIBS-ZALETA, 2006; LO; LUO, 2012; NILLAS, 2003,
TIROSH, 2000). Geralmente, os professores tém dificuldade em utilizar tais procedimentos
ou mesmo desconhecimento. Em Ball (1990) a minoria dos sujeitos gerou representacoes
circulares adequadas (em forma de pizza) e a metade foi incapaz de gerar alguma. Um
licenciando ndo conseguiu usar um modo diferente do IM para dividir 4 por meio e 0 outro
utilizou inadequadamente uma representacao grafica, em Silveira e Silva (2013).

O melhor cenario € visto em Isiksal e Cakiroglu (2007), no qual boa parte dos sujeitos

usou procedimentos pictoricos (circular e retangular, predominando este Gltimo), sendo que
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foi mais facil representar situacbes em que o dividendo € maior que o divisor, do que ao
contrario. Melhoras significativas neste aspecto do conhecimento dos sujeitos foram obtidas
em contextos formativos que exploraram diagramas pictéricos ou fisicos (GREEN; PIEL;
FLOWERS, 2008; RULE; HALLAGAN, 2006; SHARON; SWARTHOUT, 2014).

3.3 Interpretacdes e problemas associados

Entendemos como interpretacfes da divisdo de fracbes os diferentes tipos de
problemas e modelos instrucionais que podem ser categorizados como situagdes de divisédo de
fragbes, nas quais se pode explorar os algoritmos desta operacdo (SINICROPE; MICK;
KOLB, 2002). No corpus investigado elas também sdo denominadas de estrutura ou
classificacdo de problemas, sentidos de uso ou modelos semanticos. Elas surgem por
extensdo, sem se limitar, as trés interpretacfes de divisdo de numeros inteiros: particdo
(determinar o tamanho de cada grupo), medida (determinar a quantidade de grupos) e inverso
do produto cartesiano (determinar uma das dimensdes de uma figura retangular).

A andlise da variedade de nomenclaturas e descricdes das interpretacdes encontradas
no corpus, nos levou a agrupa-las (Quadro 3) em torno de uma caracteristica-chave que as
distinguissem, ndo apenas pelo significado da divisdo com fracfes involucrado, mas também
considerando os tipos, a quantidade de grandezas'! envolvidas e como se relacionam, aspectos
estes considerados essenciais (FLORES, 2008; PIEL; GREEN, 1994) e que estavam ausentes
na maioria das nomenclaturas revisadas. Acreditamos que as seis caracteristicas-chave de
problemas de diviséo de fracGes criadas aqui unificam as contribuigdes dos estudos revisados
e permitem avancar em termos de funcionalidade nas atividades de classificar e criar
problemas para o ensino de divisdo de fragbes. Algo relevante considerando que as
investigacOes sobre o conhecimento docente relacionado a problemas evidenciam dificuldades
dos sujeitos em cria-los (CHINNAPPAN; DESPLAT, 2012; GARCIA, 2013; NILLAS, 2003;
OZEL, 2013; REDMOND, 2009; SHARON; SWARTHOUT, 2014).

NOMENCLATURAS EQUIVALENTES
DAS INTERPRETACOES
Particdo’; Particdo com foco em compartilhar ou dividir
igualmente?; Compartilhamento®
Medida, cotigdo ou subtracgéo repetida*; Empacotamento®; Divisdo
medicdo por comparagao®

CARACTERISTICA-CHAVE

1. Distribuicdo por inteiros

2. Comparagdo em uma grandeza

Inverso da multiplicagdo’; Razdo unitaria®; Inversdo do fator 3. Transformacéo de uma grandeza
multiplicativo®; Divisio parti¢do por comparagdo®® dada uma razdo adimensional®!
Proporcéo de valor unitario conhecido!; Divisdo medigio 4. Proporcao entre duas grandezas com

11 Entendemos grandeza como sendo tudo que pode ser medido, como comprimento, tempo, peso, area, etc.
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NOMENCLATURAS EQUIVALENTES

~ CARACTERISTICA-CHAVE
DAS INTERPRETAGOES

equitatival? um valor unitério conhecido
Determinacdo da razdo unitaria®; Divisdo particdo equitativa®®; 5. Proporc¢éo entre duas grandezas em
Proporgdo de valor unitario desconhecido®® busca do valor unitario desconhecido

Divisdo como inverso do produto cartesiano'®; Divisdo de area
retangular’; Produto e fatores'®; Inverso do produto cartesiano
(4rea)®®; Inversdo da multiplicacdo (ou fator perdido)?

Quadro 3 — Caracteristica-chave de problemas de diviséo de fracfes e respectiva equivaléncia entre
nomenclaturas das interpretacdes de divisdo de fragcdes
Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus analisado (2019)

Notas. 1. (OLANOFF, 2011; OZEL, 2013; CONTRERAS, 2012); 2. (SINICROPE; MICK; KOLB, 2002;
NILLAS, 2013); 3. (PURITZ, 2005); 4. (SINICROPE; MICK; KOLB, 2002; OLANOFF, 2011; OZEL, 2013;
NILLAS, 2013; CONTRERAS, 2012); 5. (PURITZ, 2005); 6. (LO; LUO, 2012); 7. (SINICROPE; MICK;
KOLB, 2002); 8. (NILLAS, 2013); 9. (CONTRERAS, 2012); 10. (LO; LUO, 2012); 11. (CONTRERAS, 2012);
12. (LO; LUO, 2012); 13. (SINICROPE; MICK; KOLB, 2002); 14. (LO; LUO, 2012); 15. (CONTRERAS,
2012); 16. (SINICROPE; MICK; KOLB, 2002); 17. (LO; LUO, 2012); 18. (OLANOFF, 2011; MA, 1999); 19.
(NILLAS, 2013); 20. (CONTRERAS, 2012); 21. E a comparagio entre duas quantidades de uma mesma
grandeza por meio do quociente entre elas, expressa por um nimero simples sem dimensao.

6. Um fator desconhecido de um
produto (&rea retangular)

Passamos a descrever cada uma das referidas interpretacGes (sintetizadas pelas
caracteristicas-chave), cujos exemplos associados se apresentam no Quadro 4. A primeira
consiste na distribuicao de valor fracionario entre inteiros, em determinar o tamanho de cada
uma das partes quando se sabe 0 nimero de partes (inteiro). A segunda trata de comparar dois
valores de uma mesma unidade de medida escolhendo uma delas para ser a unidade de
referéncia, o resultado indicara quanto o dividendo contém tal unidade (o divisor), podendo
ser fracdo prépria ou impropria. Quando o dividendo € maior que o divisor, a solucdo pode ser
também por subtracdo repetida (OLANOFF, 2011) ou adicéo repetida (NILLAS, 2003).

CARACTERISTICA- SOLUCAO ANALISE DE
EXEMPLOS DE PROBLEMAS ASSOCIADOS ¢
CHAVE [UNIDADE] UNIDADES
3 . . . P
o - Se = de um bolo foi repartido entre 5 criangas, 3.5 Dividendo e
1. Distribuicdo por ’ uanto do bolo tera cada uma delas? . quociente tem
inteiros quan ’ [dobolo]  mesma unidade,
- Repartir ~ de um saco de balas entre 5 criancas. [do saco] divisor inteiro
1 . 1 1 1
- Quantas vezes - kg de farinha cabe em 5= kg de 5-+= o
x 4 . 2 2 4 Dividendo e
2. Comparagéo em farinha? [vezes] L
d . 1 1 i 1 divisor tem
uma grandeza - Hoje me exercitei - de hora e ontem 1~ hora. -1z mesma unidade
Quantas vezes me exercitei hoje comparado a ontem? [vezes]
: - — — T T —

o Trrstrmageo QU € ananho gl dem aico e 1245 Diigenco
de uma grandeza, ) o q P ) [metro] guociente tem
Saben-do uma razao eStlcadO iite 4 Z Vezes seu tarT;anhO. . , m-es-rna uln|dage’

adimensional - Jodo correu 1 km ontem e isto é - da sua meta, 15+ divisor é razdo
(Aem B dado A/B) assim sendo, quantos quilémetros ele planeja correr? [km] adimensional
1 1 1 i
4. Proporgao entre - Quantos pacotes eu posso fazer usando 5 kg de 52+ TOdZS funldades
' sdo diferentes
- 1 ’
duas grandezas com farinha sabendo que cabe - kg em um pacote? [pacotes] i icor & valor
um valor unitario 4 N cl. 51 g
conhecido - Quanto tempo um barco demora para percorrer 5% 273 unitério entre
kmindo a 7 % km por hora? [hora] duas unidades
5. Proporcdo entre _ Quantos quilémetros o carro percorre com 1 tanque 10t.3  Todas unidades
duas grandezas em . 1 3 2 4 sdo diferentes,
de combustivel, em se 10 = km ele usa - de tanque? [km por - .
busca do valor 2 4 quociente é
unitario tanque] valor unitario
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CARACTERISTICA- SOLUCAO ANALISE DE
EXEMPLOS DE PROBLEMAS ASSOCIADOS
CHAVE [UNIDADE] UNIDADES
desconhecido - Quantos centimetros mede uma polegada, sabendo 60t entre as
1 - 1 3 2 H
1 1 ni
que 2> polegadas medem aproximadamente 6-cm?  [cm por pol.] unidades
- Se a area de um retangulo tem 3 mesua largura -

6. Um fator ) 4 5 . Dividendo e
desconhecido de um 1 >m qual é seu comprimento? 3 i 1 > guociente tem
produto (area - Sete metros de arame sdo suficientes para cercar a [metro] unidades

retangular) diferentes

1 . 3
horta retangular de largura 1 7 Metros e area 3 " m2?

Quadro 4 — Interpretacdes para divisao de fracdes, exemplos de problemas, solucdes e analise de unidades
Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

A terceira diz respeito a transformacéo de uma quantidade A de uma grandeza (ou 0
valor de uma parte de um todo) sabendo a razdo adimensional A/B entre a medida A e uma
medida B (ou entre os valores da parte e do todo) para obter o valor da medida B (ou do todo)
na mesma unidade de A. Isto se traduz em “fazer o dividendo tantas vezes menor quanto
indica o numerador do divisor e tantas vezes maior quanto indica o denominador do divisor”
(CONTRERAS, 2012, p. 84, traducdo nossa). A ideia de operador é um fundamento desta
interpretacdo, mas ela se diferencia de problemas de multiplicacdo porque nestes a razéo dada
é B/A (ou do todo pela parte) ao invés de ser A/B. A quarta consiste em calcular a propor¢ao
entre duas grandezas diferentes, sendo uma delas o valor unitéario entre as grandezas. Cabe

determinar uma quantidade (Q) de uma grandeza associada a uma quantidade dada (D) de
outra grandeza quando se conhece o valor unitario da segunda em relacdo a primeira (%).

A quinta diz respeito ao uso da proporc¢ao entre duas grandezas diferentes como meio

de determinar o valor unitario desconhecido de uma em relacdo a outra. Trata-se de encontrar
o valor unitario (Q) a partir da relacdo entre duas quantidades de duas grandezas distintas (g).

Problemas que envolvam o célculo de velocidade, densidade ou preco unitario sdo exemplos
deste modelo. A sexta € muito associada a problemas de area retangular, pois consiste em
calcular um fator desconhecido de um produto entre dois fatores, ou seja, obter uma das
medidas (m) quando se conhece a outra (M) e o produto delas (P = m. M).

Exemplos apresentados nas caracteristicas-chave 2 e 4 do quadro anterior mostram
gue um mesmo contexto (envolvendo divisdo e farinha) pode gerar a redacdo de problemas
diferentes e enfatizar interpretacdes distintas da divisdo de fracOes. Para reforcar tal diferenca,
complementamos as caracteristicas-chave com a analise das unidades envolvidas nos
respectivos problemas, a qual permite compreender melhor a natureza dos mesmos (FLORES,
2008). No caso em questdo, o problema de comparagdo em uma grandeza possui unidades
diferentes no dividendo (kg de farinha) e no quociente (quantidade de vezes), enquanto no

problema de proporcdo entre duas grandezas com um valor unitario conhecido todas as
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unidades sao diferentes entre si, sendo que a do divisor (kg/pacote) é o valor unitario dado em
funcdo das unidades do dividendo (kg) e do quociente (pacote). Outro exemplo de redagdes
diferentes ocorre em contexto de alargamento de elastico, contemplando a transformacéo em

uma grandeza dada uma razdo adimensional (cf. quadro anterior) e a comparacdo em uma
ST . 1 . . 1 .
grandeza: “um elastico medindo S Mmetro pode esticar até 15 m. Qual é o fator de

alargamento?” (FLORES, 2008, p. 3, traducéo nossa).

Os estudos sobre o conhecimento docente relacionado as interpretacdes mostram que
sdo duas as mais comumente conhecidas pelos sujeitos: particdo (caracteristica-chave 1) e
medida (caracteristica-chave 2) (BALL, 1990; ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007; KRIBS-
ZALETA, 2006; LO; LUO, 2012; LUBINSKI; FOX; THOMASON, 1998; TIROSH, 2000).

Em situacdes de divisdo de fracbes por namero inteiro, a maioria dos sujeitos do
corpus interpretara corretamente utilizando a ideia de distribuicdo, particdo conforme
caracteristica-chave 1 (BALL, 1990; ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007; LO; LUO, 2012).
Quando o divisor também é uma fracdo, torna-se mais natural e bem sucedido o uso da ideia
de medida ou comparacéo de dois valores em uma mesma grandeza conforme a caracteristica-
chave 2 (BALL, 1990; LO; LUO, 2012; LUBINSKI; FOX; THOMASON, 1998; PURITZ,
2005). Embora esta interpretacdo seja mais facilmente estendida do conjunto dos naturais para
as fracGes do que a primeira (OLANOFF, 2011), € comum que professores ou licenciandos
obtenham éxito nesta extensdo em casos com dividendo maior que o divisor e insucesso nos
casos contrarios (ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007).

A elaboracdo de problemas de divisdo de fracGes ndo é uma tarefa simples, professores
formados foram melhores em resolver um problema do que em elaborar ou associar um
contexto a uma expressdo dada (LO; LUO, 2012). Além disso, a quantidade de anos na
docéncia por si sO parece ndo contribuir para o desenvolvimento de um corpo de
conhecimentos especificos para este tipo de atividade seja suficiente para distinguir
experientes de iniciantes (CHINNAPPAN; DESPLAT, 2012).

Parte desta deficiéncia esta associada a diferenciacdo entre problemas de divisdo e de
multiplicacdo de fracbes que, por si sO, ndo sdo tarefas elementares. A estrutura de corpo
algébrico do conjunto dos nimeros racionais é caracterizada pela estrutura multiplicativa, o
que possibilita a divisdo de fragdes ser construida como o inverso da multiplicagdo como
vimos anteriormente. Assim, “um problema nao é de multiplicar ou de dividir [fragdes] por

sua propria estrutura (que é a mesma), mas sim pelos dados que dispomos, pela forma de
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resolvé-lo” (FLORES, 2008, p. 1) e, incluimos, pela relacdo entre as grandezas envolvidas e a
pergunta que se quer responder.

Nos estudos em que houve resolucdes bem sucedidas de problemas contextualizados
por licenciandos e professores, embora esta seja uma tarefa desafiadora para os primeiros
(NILLAS, 2003), identificou-se uso frequente de representacGes pictéricas, além de
geométricas, aritméticas e tabulares (ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007; LO; LUO, 2012;
NILLAS, 2003; TIROSH, 2000).

Uma investigacdo sobre as estratégias inventadas por alunos, licenciandos e
professores (KRIBS-ZALETA, 2006) mostrou que resolver por desenho é a primeira
abordagem escolhida, sendo que a maioria dos investigados resolveu o problema de dividir
duas laranjas e meia em porcdes de trés quartos usando o procedimento pictérico do Tipo 1
(similar a D1, cf. Quadro 2) em duas etapas: primeiro, dividiram as duas laranjas e meia em

quartos e depois fizeram grupos de 3 quartos, ou seja, eles primeiro multiplicaram a
quantidade de laranjas pelo denominador do divisor (2%-4 gerando 10 e convertendo a

unidade para quartos de laranja) e, em seguida, fizeram a divisdo/comparacdo de nimeros
inteiros (10:3). Ainda assim, é recorrente a existéncia de dificuldades por parte tanto de
professores, quanto de licenciandos em representar uma divisdo de fragdes com desenhos
(ISIKSAL; CAKIROGLU, 2007; LI; KULM, 2008; LUO; LO; LEU, 2011; MA, 1999; PIEL,
GREEN, 1994; RIZVI; LAWSON, 2007), sendo comum confundirem a divisao por ¥ como
sendo metade de, ou seja, divisdo por 2 ou multiplicacdo por Y2 (BALL, 1990;
CHINNAPPAN; DESPLAT, 2012; FLORES, 2008; NILLAS, 2003; RULE; HALLAGAN,
2006; SHARON; SWARTHOUT, 2014).

Estudos que analisaram conexdes entre interpretacfes, problemas, suas resolucdes e
algoritmos identificaram que alguns algoritmos sdo mais adequados e fornecem mais sentido
para determinados tipos de problemas de divisdo de fragdes (FLORES, 2008; SINICROPE;
MICK; KOLB, 2002). Eles também mostram como uma solu¢&o intuitiva ou com desenho de
um destes problemas pode ser o ponto de partida para desenvolver uma explicacdo
instrucional que sistematize o procedimento da diviséo de fracédo e justifique o algoritmo mais
natural para a situacdo. Constatamos que problemas com as caracteristicas-chave 2, 3,5 e 6 se
associam aos algoritmos ID, IM, IM e DND, respectivamente. No Quadro 5 apresentamos

apenas um exemplo de cada caso, embora existam outras possibilidades de sistematizacéo.

PROBLEMAS DE COMPARAGAO EM UMA GRANDEZA (2) E ALGORITMO IGUALAR DENOMINADORES
Problema. Quantas vezes se pode obter 2/3 de bolo tendo 5 bolos?
Solucao possivel. Sistematizacdo. Ao considerar que 5 bolos equivalem a 15/3 de
bolos, podemos fazer grupos de 2 vezes 1/3, até obter 7 grupos e
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restar 1/3 que é a metade da porgéo (cf. desenho). A expressao se

3 6
12
' ' reduz a comparar 15 com 2. Mostrar a logica de igualar
denominadores utilizando o desenho e a expressdo aritmética:
2 15

5+2="+2=15.+22=15+2=7_(FLORES, 2008).

3 3 3

PROBLEMAS DE TRANSFORMAGAO DE UMA GRANDEZA, SABENDO UMA RAZAO ADIMENSIONAL (3) E
ALGORITMO INVERTER E MULTIPLICAR
Problema. Numa pesquisa com alunos do 7° ano, 48 disseram preferir pizza. Isto é um vez e meia 0 nimero de
estudantes que preferem salada. Quantos preferem salada?
Solugio possivel. 1 1.3 Sistematizag¢do. Embora diferentes estratégias possam ser usadas
22 para resolver o problema, uma abordagem geral é reverter o
procedimento original de multiplicagdo. Multiplicar por 1%

equivale a multiplicar por %: multiplicando por 3 e dividindo por
2. O reverso é multiplicar por 2 e dividir por 3, ou multiplicar por

c a da

%xnumero para salada = 48 (se multiplicar
[0 nimero para salada] por 3 e dividir por 2
tem-se 48). Para voltar, multiplique por 2 e
divida por 3, ou multiplique pela fracéo 2/3. o i a
48 +11=48+3—48x2 5 O processo € simbolicamente representado por s o= X
32 prefezrem Saladza 3 (SINICROPE; MICK; KOLB, 2002).

PROBLEMA DE PROPORGAO ENTRE DUAS GRANDEZAS COM UM VALOR UNITARIO DESCONHECIDO (5) E
ALGORITMO INVERTER E MULTIPLICAR
Problema. Uma impressora imprime 20 paginas em 2 minutos e meio. Quantas paginas ela imprime por minuto?

Solucao possivel. Sistematiza¢do. Notar que o processo de multiplicar por 2 e

20 paginas em 2 %2 minutos dividir por 5 é equivalente a multiplicar pela fracdo =.

40 péaginas em 5 minutos . . 20 20 20x2 40 _ 40+5 8

8 paginas em 1 minutos Justificando o algoritmo IM: TS5 5F, "5 T %5 o1
2 2

2
(SINICROPE; MICK; KOLB, 2002).

PROBLEMA DE UM FATOR DESCONHECIDO DE UM PRODUTO (AREA RETANGULAR) E ALGORITMO DIVIDIR
NUMERADORES E DENOMINADORES ENTRE S|
Problema. Quanto mede a altura de um retangulo cuja superficie é 1/6 m? e sua base tem 1/3 m?

Solugdo possivel. Sistematizagdo. A partir da equacéo %.x = %, temos que buscar

11 111 0s numeros que multiplicados pelo numerador e denominador

63 6:3 2 nos ddo a nova fracdo. Para tanto, dividimos numeradores e
denominadores (FLORES, 2008).

1/3

Quadro 5 — Conexdes entre problemas, interpretac6es e algoritmo para sistematizacdo da divisdo de fracdes
Fonte: Flores (2008) e Sinicrope, Mick e Kolb (2002) traduzidos e adaptados pelos autores.

Em relacdo ao formador de professores, ha necessidade de conhecimento de multiplos
modos de representar a divisao de fracGes e de como eles se relacionam entre si, com as ideias
de numeros inteiros e com os algoritmos. Isto possibilita que ele familiarize os futuros
professores com os procedimentos, interpretacdes e problemas que eles precisardo quando
forem ensinar (OLANOFF, 2011). Estudos mostram que com formacdao especifica professores
e licenciandos melhoram seu conhecimento sobre estratégias de resolver problemas (usando
procedimentos pictéricos e materiais manipulativos) e ampliam a habilidade de elaborar
contextos e problemas para expressdes de divisdo de fragbes (CHARALAMBOUS; HILL;
BALL, 2011; REDMOND, 2009; RULE; HALLAGAN, 2006; TIROSH, 2000).

Estas conclusdes estdo em consonancia com a ideia de que o conhecimento
matematico de divisdo de fragdes é uma das bases sob as quais o conhecimento pedagdgico de
professores é construido (MA, 1999). Isto ganha mais relevancia se considerarmos todas as

limitagdes identificadas anteriormente em relagdo ao conhecimento matematico docente sobre
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divisdo de fracOes e, principalmente, o fato de que muitas vezes o existente é fragmentado
(BALL, 1990; CHINNAPPAN; DESPLAT, 2012).

3.4 Explicacgbes instrucionais, propostas de ensino e recursos didaticos

Um dos problemas no ensino de divisdo de fracdes € a prescri¢do de regras e macetes
logo no primeiro contato do estudante com a operacdo (BERTONI, 2008; LOPES, 2008). Isto
configura um modo de ensinar baseado na exposi¢do de férmulas em detrimento do conceito,
associado a memorizacdo em detrimento do raciocinio. Trata-se de um tipo de explicacéo
instrucional? ndo aconselhavel, intitulada enunciar a matematica, ou seja, se trata de
simplesmente descrever o procedimento, o como fazer (CHARALAMBOUS; HILL; BALL,
2011). Identificou-se a dificuldade de futuros professores superarem este problema e
desenvolverem explicagdes mais adequadas, do tipo ensinar para compreensao, focalizando o
significado dos conceitos e procedimentos (CHARALAMBOUS; HILL; BALL, 2011;
BAYOUD, 2011). Ja os professores em Ozel (2013) ndo souberam fazé-lo em relagéo ao
algoritmo DND. Né&o surpreende que haja esta limitacdo no conhecimento didatico dos
sujeitos, relativa a dar explicacdes que promovam a compreensdo conceitual nos alunos, pois
vimos nas secOes anteriores que boa parte dos docentes ndo possui uma compreensdo
profunda da divisdo de fracdes (MA, 1999), e, mesmo que a tivessem, isto por si s6 ndo seria

suficiente, pois boas explicacdes instrucionais

[...] estabelecem a questdo central e constroem sobre os conceitos e habilidades
existentes nos alunos, para ajuda-los a se mover do que eles ja sabem para o que eles
tém de aprender. Explicagdes de qualidade também levam em conta dificuldades e
equivocos comuns de alunos, esclarecem o que deve ser aprendido, separam e
sequenciam informacdes e, também, monitoram o progresso em dire¢do a meta de
aprendizagem. Boas explicagfes também dependem de escolhas sensatas e uso
cuidadoso de exemplos e representaces e tornam transparentes as conexdes entre
eles; elas fornecem informacdes precisas e significativas, bem como, esclarecem a
aplicabilidade das ideias a serem aprendidas. Em matematica, boas explicagdes
instrucionais também sdo mais do que simples descri¢cdes das etapas envolvidas em
um processo; em vez disso, eles dao significado a essas etapas
(CHARALAMBOUS; HILL; BALL, 2011, p. 443, traducdo nossa).

Diversos estudos convergem para a definicho do que é uma boa explicacdo

instrucional, ora complementando, ora aprofundando-a. Os resultados de Barbosa (2011)

12 Termo definido como atividade que inclui “articulagdes, demonstragdes ou arranjos de experiéncias que
professores fazem para comunicar alguma parte da matéria para estudantes e que sdo explicitamente voltados
para apoiar a compreensdo do aluno sobre o conteudo” (CHARALAMBOUS; HILL; BALL, 2011, p. 443,
traducdo nossa). Em sintese, ela ndo se restringe a explanagdes literais e sua fungdo principal é apoiar o
estudante na construgcdo de compreensdo de um conceito ou procedimento e, portanto, ndo se trata simplesmente
de apresentar o contetdo.
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confirmam que a produgao de explicagdes para alunos “envolve raciocinio matematico tanto
quanto pensamento pedagodgico” (p. 11), pois deve considerar aspectos curriculares e ter
consciéncia dos conceitos que o0s aprendizes jd possuem para que haja uma interacao
produtiva em sala de aula.

O trabalho de Li, Chen e Kulm (2009) investigou 0 pensamento dos professores na
preparacdo de aulas de divisdo de fragOes e identificou que eles levam em consideragédo
aspectos da aprendizagem do aluno, incluindo: o que ja foi aprendido para poder se basear no
conhecimento prévio para ensinar 0 que se quer, bem como abordagens de ensino que
possibilitem investigacdo por parte dos alunos, envolvendo-os ativamente nas atividades. Os
resultados de Philipp (2000) indicam trés principios para ensinar para a compreensao: (i)
identificar e contemplar os principais conceitos matematicos do tépico; (ii) construir sobre
conhecimento existente dos alunos; (iii) introduzir simbolos e procedimentos depois de
contemplados os conceitos que eles representam.

Um estudo sobre a formagao docente baseada em atividades de justificativa da diviséo
de fracbes a partir da resolucdo de problemas (LO; MCCRORY, 2010) sugere quatro
elementos de conhecimento para um professor ensinar com foco na justificacdo: (i) conhecer
0 que conta como justificacdo vélida para uma dada resposta de um problema (0 que num
contexto do Ensino Fundamental inclui significados dentro do contexto do problema e
relagOes entre as quantidades, representacOes e expressdes envolvidas na explicagdo); (ii)
conhecer dificuldades que estudantes podem ter quando aprendem divisdo de fracdes (e que
podem parecer ¢bvias para o professor); (iii) conhecer como topicos matematicos se conectam
com operagdes e sistemas numéricos (a conexdo entre um problema de culinaria, a
justificativa da sua resposta envolvendo divisao de fracdes, a divisdo de nimeros inteiros e o
conceito geral de divisdo); (iv) conhecer modos de apoiar o raciocinio matematico de alunos,
na construcdo de significados e conexdes de conceitos (incluindo questionamentos e
colocagéo de problemas mais simples relevantes).

O corpus revisado possui diversos trabalhos que discutem ou relatam propostas de
ensino alinhados com a perspectiva de ensinar para a compreensédo. Dentre elas, identificamos
abordagens que envolvem sequéncia de problemas - sejam matematicos (elementares,
geométricos e aritméticos) ou contextualizados (chamados de word problems ou story
problems) - ou se baseiam no uso de materiais manipulativos e recursos tecnoldgicos para
levar os estudantes a compreenderem o significado da diviséo de fracGes e sistematizarem (ou

generalizarem) uma regra para divisdo de fragOes. A seguir, exemplificamos cada uma delas.
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Abordagem com problemas elementares. Esta proposta consiste em apresentar
quantidades pares de fracGes unitarias sendo divididas por 2, de modo que alunos desde o 5°
ano conseguem obter a solucéo realizando divisdo de inteiros (BERTONI, 2009). O problema
8 sextos + 2 pode ser interpretado como oito pedacgos de um sexto sendo divididos igualmente

entre duas criancas, que pode ser entendido como quatro pedacos de um sexto para cada
crianca, ou %. Outros problemas seriam 4 quintos =+ 2, 6 tercos = 2 e meio + 2 (entendido

como metade de meio). Entendemos que se trata de uma abordagem de carater introdutdrio e
também é especialmente atil quando se necessita fazer uma transformacao (simplificacdo ou
analogia) que ajude a explicar a solucdo de um problema ou resolu¢do por desenho. Por

exemplo, calcular a divisdo equitativa de 10 décimos de uma pizza entre 5 amigos

(SINICROPE; MICK; KOLB, 2002) ou calcular quantas porc¢des de g de pizza se obtém com
g de pizza (dado pela divisdo de 5 tercos por 2 tercos) se reduz a comparar 5 com 2,

resultando g = 2% porgdes (FLORES, 2008).

Abordagem com problemas exclusivamente aritméticos. Esta proposta, que também
pode ser pensada para o inicio do tratamento da divisdo de fracdes, consiste em apresentar
uma expressao numerica como um problema, sem a prescricdo de regras, como um ponto de
partida “para processos de descoberta e reinvengdo da matematica” (LOPES, 2008, p. 11). O
autor constroi esta proposta com base na ideia de que sdo escassas as possibilidades de

abordar intuitivamente a divisao de fracGes ou com aplicacdes realistas.
. . 14 2
Sua abordagem foi feita com alunos de 12 anos e comegou com o problema i Os

alunos comecaram naturalmente dividindo numeradores e denominadores entre si (DND) e
usaram duas ideias-chave (a divisdo como operacdo inversa da multiplicacdo e o conceito de
fracdes equivalentes). Apds discutirem mais dois exemplos (13—4 + % e g + g) eles generalizaram
verbalmente um procedimento de dividir fragdes (nos moldes de J4, Quadro 1), ainda que nédo
utilizassem linguagem algébrica. Coube ao professor decidir, ao final, se 0s alunos estavam
aptos para compreender a sistematizacao algébrica da discusséo.

Abordagem com problemas geomeétricos. Esta proposta consiste na iniciagdo dos
estudantes a divisdo de fragdes por meio do processo de contagem de unidades comuns de
retdngulos que representam as fracdes (cf. Exemplo B1, no Quadro 2) e, com isto, caminha-se
para justificar o algoritmo da divisdo (GUERRA,; SILVA, 2008). A vantagem dessa proposta
¢ que a “caracterizagdo das operacdes com fragdes como um processo de contagem, estrutura

ja estabelecida no sistema cognitivo da maioria dos alunos, estabelece uma relacdo com os
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inteiros no sentido em que operar com elas é similar a operar com os inteiros” (GUERRA;
SILVA, 2008, p. 51). Entretanto, é preciso ter cautela, pois a correta manipulagéo de figuras
geométricas divididas e pintadas pode gerar a impressao de que o aluno possui um
conhecimento conceitual que talvez ndo tenha (BERTONI, 2009).

Abordagem com problemas aritméticos e geométricos. Trata-se de ensinar a divisao de
fracBes por meio de sequéncias de atividades exploratorias para os alunos (cf. Quadro 4),
fundamentada na ideia de medida ou quantos cabem? (conforme caracteristica-chave 2),
propriedades sobre fracbes e numeros naturais ja conhecidas dos alunos e no algoritmo
Dividir Numeradores e Denominadores entre si, considerado uma “regra operatdria
semelhante a multiplica¢ao” (SILVA; ALMOULOUD, 2008, p. 75). Os autores defendem que
o algoritmo Inverter e Multiplicar “pode ser apresentado posteriormente no trabalho com
fracdes algébricas. Antes disso € interessante que se utilize outros processos a fim de construir
significado a divisao dos fracionarios” (SILVA; ALMOULOUD, 2008, p. 75).

Atividade 1. Atividade 2. Observe os desenhos e complete

a) Quantas metades cabem em um inteiro? Como vocé
pode representar essa situagdo?

b) Quantos ter¢os cabem em um inteiro? Como vocé
pode representar essa situagdo?

1 .
3 4 "
Atividade 3 (ideia de operador). Atividade 4.
Observe os desenhos e complete Quantos oitavos cabem em 1/16? Dé a expressdo
S % matematica que representa a situacéo. Utilize a figura
__ abaixo para ajudar na solugéo.
Se um quinto de dois tercos é % X 2 =
Entdo podemos escrever que: _ __
2. 1_ Atividade 5. Quantos 1/3 cabem em %4? Utilize a
15 5 figura abaixo para ajudar na solucéo.
e
2.2
15 3

N | =
[SI

Atividade 6. Escreva uma regra que mostre como dividir duas fracbes quaisquer

Quadro 6 — Abordagem de ensino como sequéncia de atividades exploratorias
Fonte: Silva e Almouloud (2008)

Embora introduzir a divisdo de fragdo por meio de figuras possa ndo ser tdo simples,
em virtude da necessidade de visualizar e compreender as partes envolvidas, outros trabalhos
também defendem este tipo de abordagem utilizando sequéncia de problemas e procedimentos
pictoricos (LIMA, 1983; SA, 2015).
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Abordagem com problemas contextualizados. Atividades instrucionais que envolvam a
resolucéo de problemas de divisdo de fragdes em contextos extra-matematicos podem ajudar
0s estudantes a superar ou evitar possiveis equivocos quando sdo conectados dois tipos de
significado (o referencial, derivado de objetos manipulativos, e o quantitativo, relacionado aos
calculos aritméticos). Isto permite aos alunos combinar conhecimento intuitivo e procedimen-
tos computacionais simbdlicos (PIEL; GREEN, 1994). Por exemplo, o problema ‘% pizza
dividido por ¥4 de pizza’ permite perceber o significado quantitativo obtido pelo resultado do
algoritmo inverter e multiplicar (igual a 2), e também enfatiza o significado referencial (ndo
significa 2 pizzas inteiras, mas sim a quantidade de quartos de pizza que cabem em meia
pizza) de modo a ndo substituir o significado da divisdo (comparagéo) pela da multiplicacao.

Nesta perspectiva, a proposta de Hiratsuka (1996) sugere a colocacdo de uma serie de
problemas (de proporcdo de valor unitario desconhecido) relacionando duas variaveis
(dinheiro e balas, latas de tinta e paredes etc.) para que os alunos resolvam intuitivamente
(com a ideia de divisdo de naturais) e sejam levados, gradativamente, a justificativa do
aparecimento dos produtos cruzados, percebendo assim o inverter-e-multiplicar. Sdo eles: 1°)

Se com dois reais compro quatro balas, quantas balas comprarei com um real? 2°) Se com 2

latas de tinta pinto 6 paredes, quantas paredes eu pintarei com 1 lata de tinta? 3°) Se com %

lata de tinta eu pinto 1 parede, quantas paredes eu pintarei com 1 lata de tinta? 4°) Se com g

de uma lata da pra pintar % de uma parede, que fracdo da parede pintarei com 1 lata de tinta?

Ainda nesta abordagem, a proposta de Li (2008) esta alinhada a explicacdo conceitual
presente nos livros didaticos chineses (LI; CHEN; AN, 2009) e visa derivar uma regra
computacional a partir da solu¢do de problemas com o uso de representacfes pictoricas.
Primeiro trabalha-se o caso de divisdo por um numero inteiro e depois por uma fracéo (cf.
Quadro 7). Outros contextos, relacionados a culinaria, alimentacdo e dinheiro, também foram
identificados (PHILIPP, 2000; PIEL; GREEN, 1994; SHARP; ADAMS, 2002).

..y 4 . -
Dividir uma corda de > de pés uniformemente

em dois segmentos mais curtos e informe
quanto mede cada segmento.

O problema é resolvido usando duas

abordagens:

1. Pense o procedimento de dividir 2 de um
pé em dois segmentos como sendo dividir
quatro segmentos de % de pé em dois grupos
equivalentes. Cada grupo devera conter dois
1 ) 2 . . 4
segmentos de B de pé, ou > de pé. Assim, e

. ~ .. . 2 .
Se um caminh&o viaja 20 milhas em s de hora, quantas milhas
ele viajara em 1 hora?

De acordo com a férmula Velocidade = distancia + tempo, o
problema é 20 + g

Quantas milhas em 1 hora?

I 1

Quantas milhas em 1/5 de hora?
[ —

~ O — 00— 00— —

|l J
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42 2
2=42_12

. —7deumpe.

2. Pense o procedimento de dividir ; de um

pé igualmente e dois segmentos como
encontrar o comprimento de cada segmento.

z . 4

Este problema é equivalente a achar % de >
. . 4 4 1 2

de um pé, ou seja, -+ 2 =_Xx-==-deum

peé.
A solugdo ao problema leva para a primeira
regra: a fracdo dividida por um numero

inteiro (exceto 0) é igual a fracdo
multiplicada pelo inverso do nimero inteiro.

Viaja 20 milhas em 2/5 de hora

. . . . . ~ .. 1

O primeiro passo é achar quantas milhas o caminhao viaja em s
Z .. - .1

de hora. N6s sabemos que ele viaja 20 milhas em dois s de

~ , - 1 .
horas, entdo, nds precisamos calcular 20 + 2, ou 20 x > milha.
O segundo passo € achar quantas milhas o caminh&o viaja em

P , . 1
uma hora. Nés sabemos que uma hora é cinco B de horas,

~ - 1 2
entdo, precisamos calcular 20 x 5% 50u 20 x =
. ~ . 2 5
Usando este raciocinio, a solucdo é 20 o= 20 x 3= 50

milhas.
A solugdo ao problema leva a uma segunda regra: um ndmero

inteiro dividido por uma fracédo é igual ao nimero multiplicado
pelo inverso da fracdo.

Quadro 7 — Uma sistematizacdo da divisdo de fracOes a partir de problemas contextualizados
Fonte: Li (2008) traduzido e adaptado pelos autores (2019).

Abordagem com recursos didaticos. Outro viés para ensinar divisdo de fracbes é
utilizando materiais manipulaveis (incluindo tiras de papel, jogos, fitas, barbantes, tesouras
etc.) e recursos tecnoldgicos. Bulgar (2003) elaborou problemas relacionados a descobrir
quantos lacos de diversos comprimentos fracionados podem ser feitos com varios tamanhos
de corda, por exemplo, quantos lacos de um terco de metro de comprimento podem ser feitos
com uma corda de seis metros? Estudantes tiveram acesso a materiais (como fita, barbante,
tesoura e fita métrica) e inventaram métodos proprios de resolucdo. Eles colaboraram,
experimentaram, hipotetizaram, testaram hipoteses, construiram conceitos e se orgulharam
das realizacdes. Os resultados obtidos se contrapdem a estudos que detectam dificuldades de
alunos em resolver problemas envolvendo fragdes. O autor alerta que, para desenvolver esta
abordagem, € preciso haver tempo suficiente para explorar profundamente as ideias dos
alunos e respeita-las.

Em relacdo aos recursos tecnolégicos, Moreira (2013) utilizou o software Calculadora
de Fracdo para propor atividades aos alunos que os desafiavam a descobrir como o programa
obtinha os resultados da divisdo de fragcdes. Os estudantes tiveram dificuldade, mas chegaram
a generalizacdo do algoritmo de Inverter e Multiplicar. AvaliacGes escritas antes e depois da
intervencdo mostram avang¢o no conhecimento dos estudantes, passando de nenhum para
quase todos os alunos resolvendo corretamente divisdes de fragéo.

No que diz respeito a jogos, o trabalho de Flores (2013) apresenta uma atividade que
utiliza um quebra-cabeca e uma tabela de fracbes (Quadro 8). Peréz (2009) descreve outros

materiais manipulativos ludicos (como dominds, triminds de fragdes e transparéncias de
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quadrados divididos), suas caracteristicas e possibilidades de uso. Materiais estes que muitos
professores desconhecem (ARAUJO, 2013).

TAREFA MATEMATICA

a) Utilizando a Tabela de Fracdes ¢ o quebra cabega de fragdes podemos ver que “%: é o [ e fe—
dobro de %4”. Completa as seguintes frases utilizando os materiais. 3
1 / 1 , - 1 £f 0k i. ey
> contém vezes 0 esta contido 2 vezes em - e
Se parto pela metade o i obtenho A quarta parte do dobro de % é ; - -
b) “%4 é o dobro de ¥4” pode ser expressado simbolicamente das seguintes formas: ag.
1 1 1,1 1,1 ;
-=2X- —+-=2 —+-=2
2 4 2 42

4
Expresse as frases anteriores em forma simbdlica (item a), usando operacdes com fracdes.

¢) Busque novas comparac6es multiplicativas de fracdes, utilizando os materiais didaticos e
as expresse de forma verba e simbélica. R

Quadro 8 — Tarefa matemética escolar para aprendizagem da divisao de fracGes
Fonte: Flores (2013, traducéo nossa).

Implementar as propostas anteriores pode ser desafiador para muitos professores, pois
exige lidar com as estratégias intuitivas e particulares que estudantes criam quando resolvem
problemas, muitas das quais, serdo novas para os docentes (SHARP; ADAMS, 2002). A
capacidade de dar explicacdes instrucionais que respondam as dividas dos alunos esta
diretamente correlacionada com sua habilidade de identificar erros dos alunos e suas
provaveis fontes (BAYOUD, 2011; LO; MCCRORY, 2010). Por exemplo, pode parecer

dificil para criangas aceitarem que o resultado de uma divisdo seja maior que o dividendo,

1 2 1 z . . p
+§=2 e §+g=4- E importante considerar o nivel escolar ou de

como em

w N

desenvolvimento conceitual em que o aluno esta para decidir como justificar adequadamente
certos aspectos matematicos.

Em Tirosh (2000), a maioria dos licenciandos optou por usar a intepretacdo medida
(caracteristica-chave 2) nos dois exemplos anteriores para explicar a alunos porque dobrar o
denominador do divisor implica em dobrar o0 quociente da divisdo de fracGes, acreditando que
isto seja mais acessivel aos alunos do que justificativas formais. Este e outros aspectos da

aprendizagem de estudantes séo discutidos a seguir.

3.5 Aspectos da aprendizagem de estudantes

Nesta se¢do apresentamos resultados sobre (i) erros comuns de estudantes e fontes
provaveis, (ii) dificuldades e estratégias de solugdo que eles implementam quando resolvem
problemas contextualizados, (iii) caracteristicas de apreensdo do conteudo e (iv) metas de

aprendizagem que identificamos em estudos do corpus que investigaram a divisao de fracoes
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e sua aprendizagem (AKSU, 1997; ASHLOCK, 2006; BERTONI, 2009; BULGAR, 2003;
CONTRERAS, 2012; FLORES, 2013; LI, 2008; LOPES, 2008; MOREIRA, 2013; NAISER;
WRIGHT; CAPRARO, 2003; PURITZ, 2005; SHARP; ADAMS, 2002), bem como, o
conhecimento docente sobre esta temética (BAYOUD, 2011; OZEL, 2013; TIROSH, 2000).

Alguns trabalhos utilizaram trés categorias de erros comuns de estudantes (OZEL,
2013; TIROSH, 2000). Na primeira, estdo os de base algoritmica que ocorrem quando se
subverte um ou mais passos de um algoritmo memaorizado, por exemplo, inverter o dividendo
e multiplicar pelo divisor, desconhecimento ou confusdo dos passos necessarios. Na segunda
estdo os equivocos de base intuitiva que resultam de generalizagcBes equivocadas de
propriedades das operagdes com inteiros para as com fracGes, por exemplo, pensar que o
divisor deve ser um numero inteiro, ou que deve ser menor gque o dividendo e que o quociente
deve ser menor que o dividendo. Na terceira estdo os de base formal relacionados a
conhecimentos incorretos sobre fragdes e propriedades da divisdo de fragdes, por exemplo,
acreditar que tal operacdo é comutativa.

Os licenciandos investigados em Tirosh (2000) souberam identificar sete tipos de erros

de estudantes no inicio da formacéo e trés no final (cf. quadro a seguir). Ao final do curso, a
. . . . ~ . ;1
minoria se referiu a erros formais (por exemplo, ndo saber que o inverso de 4 é Z pode levar

alunos a escrever —4), a maioria usou duas categorias de erro (algoritmico e intuitivo) e
alguns, todas as trés. Em Ozel (2013) os professores consideraram equivocadamente que o

algoritmo DND e ID eram erros de estudantes.

1 1+4 1 1 4
Erros para-+4 =? —ou-X4o0u—ou-x4

4 4-+4 4 4+4 1

1 3 1 3 3
Erros para -+ = =? =X =0U-—

4 5 4 5 4+5

1 1
Errospara4+z=? 4+4ouz><4
1
Erros para 320 - 3 =? 3203

Quadro 9 — Erros comuns de estudantes identificados por licenciandos
Fonte: Tirosh (2000).

Outros dois erros sdo identificados na literatura (ASHLOCK, 2006; FLORES, 2013).

O primeiro consiste em aplicar o algoritmo Dividir Numeradores e Denominadores entre si,

e . ey 5 2 2 , ,
porém, ignorar o resto em ambas divisoes (; o= 5). Uma provavel fonte deste erro € o aluno

ndo saber o conceito de fracdo e considera-la como dois nimeros (sempre inteiros) separados

por um trago. O segundo erro é quando o estudante sabe inverter e multiplicar, mas inverte a
. . ~ . P 2 3 3 3 9 . -

primeira fracdo ao invés da segunda (5:5 =3 5= 1—6). Trata-se de um equivoco algoritmico,

demonstrando falta de compreensdo conceitual da divisdo de fragdes e do uso de habilidades

numéricas e de estimativa, considerando que o resultado daquela divisdo é maior do que 1,
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.2 . . . ) 3 .
pois < (que é mais da metade de alguma coisa) contém pelo menos uma vez o 3 (que é menos

da metade da mesma coisa).

Um estudo utilizando estes erros mostrou que os professores foram melhores em
identificar padrbes de erros de estudantes do que os licenciandos, bem como, em propor
atividades para a superacdo dos mesmos (BAYOUD, 2011). Isto reforca a defesa de que
professores devem se familiarizar desde a formacéo inicial com processos cognitivos comuns,
por vezes equivocados, de estudantes ao dividir fragOes e os efeitos de se usar tais processos
(LO; MCCRORY, 2010; TIROSH, 2000). Devem conhecer também atividades instrucionais
para ajudar os estudantes a superarem tais equivocos, a exemplo das sugeridas por Ashlock
(2006), incluindo descobrir um padrdo em expressdes corretas e estimar respostas usando
comparagdo em uma grandeza (caracteristica-chave 2) por meio de tiras de papel, materiais
manipulaveis ou linha numérica. Tais conhecimentos interferem na qualidade das explicagdes
instrucionais que os docentes vao dar, conforme vimos na se¢do anterior.

Em relacdo a erros, quando estudantes lidam com problemas contextualizados, é
comum a divisdo por % ser interpretada como dividir por 2, encontrar a metade de (PURITZ,

2005). Os estudantes podem ter dificuldade em identificar situagdes de diviséo de fracdes em
problemas que envolvem comparacdo ou area (FLORES, 2013) e fazé-lo melhor quando se
tratam de problemas de distribuicdo de fragdes por um inteiro (CONTRERAS, 2012).
Dificuldades também foram vistas num grupo de 155 estudantes de 6° ano, no qual houve
menor desempenho na solucdo de problemas do que em expressdes numéricas de divisao de
fracdes (AKSU, 1997).

Pode ocorrer também de estudantes ndo identificarem o resultado da divisdo com

relagdo ao problema (FLORES, 2013). Por exemplo, para repartir 1 kg de arroz em pacotes de

2 . 2 2 1 . 1

- de kg pode-se pensar que 1 contém -t -+ € portanto a resposta (errada) seria 2 + z
- 1 A . [13 2

pacotes, desconsiderando que este resto (E) deve ter como referéncia o “tamanho” do pacote.

. 1 . 1 ) . . 2
A resposta correta seria 2 + 5 pacotes, pois o ¢ kg so enchera meio pacote de E kg.

Além de erros e dificuldades, investigacOes sobre as estratégias de solucdo de
problemas elaboradas por estudantes mostraram caracteristicas deste processo. No estudo de
Sharp e Adams (2002) foi comum alunos usarem figuras, simbolos e palavras para resolver as
situacbes e comunicar as solugdes. Neste processo, ficou clara a mobilizacdo de
conhecimentos prévios (sobre adicdo e subtracdo de fracGes e uma defini¢do de divisdo de

inteiros) e a construcdo de conhecimento sobre divisdo de fragdes, na medida em que alguns
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estudantes desenvolveram procedimentos simbolicos formais e outros procedimentos
pictoricos, dentre eles o algoritmo de denominadores comum. O algoritmo inverter e
multiplicar ndo foi inventado pelos sujeitos. A descoberta de regras tambeém foi identificada
em outros estudos (MOREIRA, 2013; NAISER; WRIGHT; CAPRARO, 2003), assim como o
uso de conhecimentos prévios sobre numeros inteiros e fracdes (BULGAR, 2003), além do
uso da ideia de comparagdo em uma grandeza (caracteristica-chave 2).

Em termos de caracteristicas de apreensdo do contetdo, resultados de um estudo

mostram que nimeros mistos podem atuar como distratores e dificultam o reconhecimento da

divisdo por estudantes (CONTRERAS, 2012). Os numeros

N | =

1 . . -
e S sao identificados como

L

. s . ., . A ~ 1 1 1
mais confortaveis para alunos no inicio da aprendizagem de divisdo de fragdes e o €50

sdo posteriormente (SHARP; ADAMS, 2002). Tercos, quintos, metades e quartos sdo
consideradas fracbes compreensiveis para alunos desde o 5° ano (BERTONI, 2009). Também
foi sugerido que alunos entre o 4° e o 6° anos ndo “dispdem de ferramental algébrico”
(LOPES, 2008, p. 17) suficiente para dar sentido a regra geral de divisdo de fracoes.

O estabelecimento de conexBes entre objetos concretos e expressdes numéricas
abstratas € uma tarefa dificil para criancas, por isso a visualizacdo de uma representacao —
figura geométrica (em geral retangular ou circular), desenho (como de pizza ou chocolate),
objeto manipulativo ou simbolo — por si s6 ndo ¢ suficiente para que o aluno desenvolva a
compreensdo do uso da divisdo de fragdes para resolver problemas (LO; MCCRORY, 2010).
Como vimos na secdo anterior, é necessario explicacdes que incluam referéncia explicita a
significados e relacdes entre as quantidades, figuras ou expressdes envolvidas na situacao.

Em termos de metas de aprendizagem, percebemos que a capacidade de resolver
problemas de divisdo de fragdes é um aspecto importante e, por vezes, principal. Encontramos
dois trabalhos que apresentaram explicitamente as normas de aprendizagem da divisdo de
fracdes presentes em documentos oficiais de seu pais. Uma delas indica a perspectiva chinesa,
na qual os estudantes devem construir conhecimento do significado e das regras
computacionais da divisdo de fracdes, porém, devem desenvolver habilidade de resolver
problemas envolvendo esta operagdo mais do que a proficiéncia em usar algoritmos (LI,
2008). A resolucdo de problemas também esta presente na outra perspectiva, a espanhola, a
qual estabelece que os alunos devem ser capazes de “traduzir uma expressao simbdlica de
divisdo mediante um problema de comparagdo” (FLORES, 2013, p. 12, tradugdo nossa).

Nenhum estudo apresentou a perspectiva brasileira, disponivel em documentos oficiais.
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4 Consideracdes finais

Neste trabalho identificamos as principais contribuicbes de estudos sobre
conhecimento docente relativo ao ensino e a aprendizagem da divisdo de fracGes e analisar
como tais resultados contribuem para responder a pergunta: que conjunto de conhecimentos
um professor precisa para ensinar e fazer aprender diviséo de fragdes? A resposta encontrada
no corpus investigado € por nds compreendida como uma proposta de conhecimentos
especializados que professores podem (ou devem) ter para ensinar divisdo de fracOes
(CARRILLO et al., 2014; MORIEL JUNIOR, 2014) e consiste no conjunto de conhecimentos
involucrados em cinco blocos: 1. Defini¢Oes e notacOes; 2. Algoritmos, suas justificacdes e
outros procedimentos; 3. Interpretacfes e problemas associados; 4. Explicacdes instrucionais,
propostas de ensino e recursos didaticos; 5. Aspectos da aprendizagem de estudantes.

Em termos de conhecimentos matematicos identificamos aqueles relativos a: conceitos
prévios (ligados a operagBes com naturais e inteiros, significados de fragdes e a ideia de
comparacdo e proporcdo), definicbes formais da divisdo de fracbes do ponto de vista
avancado (utilizando classe de equivaléncia ou operador), fundamentacdo desta operacdo da
Educacdo Bésica a partir da Matematica do Ensino superior, trés tipos de notacdes, sete
algoritmos e suas justificacGes (tanto aritmética, quanto algébrica), trés regras mnemaonicas
para realizar a divisdo de fracOes, dois tipos de procedimentos alternativos de resolucéo
baseados na manipulacdo de diagramas pictéricos com formas geométricas ou imagens de
objetos (resolucdo com desenhos) ou de materiais, diferentes tipos de significados,
interpretacdes e problemas associados que modelam a divisdo de fragbes (com seis
caracteristicas-chave diferentes), bem como, a associacdo entre interpretagdes, problemas e
sistematizacdo do algoritmo associado.

Em termos de conhecimento didatico, identificamos o seguinte: diferenca entre
explicacBes instrucionais do tipo enunciar a matematica e ensinar para compreensao
conceitual e procedimental da divisdo de fraches, elementos a contemplar na preparacao e
execucdo de uma boa explicagdo instrucional do conteudo, seis abordagens para o ensino
baseado na sequenciacdo de problemas matematicos ou contextualizados (word problems)
com ou sem uso de materiais manipulativos e tecnologicos, diferentes tipos e exemplos de
erros comuns de estudantes no contetdo e fontes provaveis, processos cognitivos comuns,
dificuldades e estratégias de solucdo discentes frente a problemas contextualizados,
caracteristicas facilitadoras e complicadoras de apreensdo do conteddo e metas de

aprendizagem para o contetdo no sistema escolar.
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Ainda que sintetizemos os conhecimentos em dominios separados (matematico e
didatico), é justamente a visdo integradora dos mesmos o0 nosso resultado mais importante,
sendo expressa pelas conexdes de uns com outros, tanto dentro de cada bloco ou dominio,
quanto entre eles. A gama de estudos investigados mostra que conhecer como se resolve uma
divisdo de fragdes algoritmicamente ndo é 0 mesmo que conhecer como criar uma situagao-
problema que corresponda a uma divisdo de fracOes, atividade esta que se mostrou
desafiadora para muitos (futuros) professores. Tampouco, é suficiente para ajudar o0s
estudantes da Educacdo Basica a desenvolverem por completo a compreensdo deste conceito.

A capacidade de dar boas explicacdes instrucionais esta relacionada a habilidade de
lidar com os erros dos estudantes e suas possiveis fontes. As propostas identificadas mostram
que existem abordagens para ensinar divisdo de fracdes sem que a regra seja colocada em
primeiro lugar. O que elas ttm em comum € a ideia de que o estudante seja envolvido em
atividades que Ihe possibilite primeiro uma compreensdo conceitual e, posteriormente, o leve
a deduzir a regra. Planejar e conduzir propostas de ensino baseadas em problemas ou recursos
manipulativos/tecnologicos envolve, dentre outros, 0 conhecimento das metas de
aprendizagem do conteddo para determinado nivel do sistema escolar, dos significados e
interpretacdes da diviséo de fracOes, dos tipos de problemas associados, de como sistematizar
um algoritmo de diviséo de fracdo a partir das solugdes (muitas vezes intuitivas, particulares e
baseadas em desenhos) dos alunos frente a um problema com determinada caracteristica-
chave associada ao conteudo.

Os resultados desta meta-analise estdo situados no ambito do corpus construido a
partir de seis bancos de dados, embora existam outras fontes possiveis, em virtude da
limitacdo dos recursos humanos, financeiros e temporais disponiveis pelos autores para a
consecucdo do mesmo. Por isso, faz-se necessaria a producdo de mais estudos de sintese
(neste tema ou em outros) para aprofundar a compreensdo, a abrangéncia, 0 impacto e a
divulgacdo dos resultados de pesquisa na Educacdo Matematica.

Nosso estudo oferece uma contribuicdo significativa e € util a licenciandos,
professores, formadores e pesquisadores, na medida em que podem extrair daqui dimensdes
para analise e reflexdo sobre o ensino e a aprendizagem de divisdo de fracdes, com foco na
superacdo das limitaces de conhecimento profissional. Consequentemente, se pode caminhar
no sentido da melhoria da préatica e da formacao docente, seja a sua prépria ou de outrem.

Como desdobramentos desta pesquisa, sinalizamos a necessidade de empreender
esforcos em novas investigacdes que utilizem os resultados desta meta-analise para

desenvolver atividades formativas baseadas em situacdes de préatica, bem como, analisar seu
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alcance na construcdo de conhecimentos profissionais na formacéo inicial e continuada. Neste
sentido, hd uma indissociabilidade entre a teoria e a préatica, de modo que a formacéao didatica
considera 0 dominio matematico e a formacdo matematica leva em consideracdo o dominio
didatico (MORIEL JUNIOR; CYRINO, 2009).

Um exemplo disto seria analisar o potencial formativo do uso do Quadro 4 (com
caracteristicas-chave de problemas, exemplos e analise dimensional) na preparagdo de
profissionais ao planejar e executar o ensino de divisao de fracfes por meio da abordagem de
resolucdo de problemas. Também acreditamos ser um caminho pertinente ampliar a
quantidade de estudos sobre abordagens de ensino (descritas aqui ou n&o) para buscar
informacdes tdo esclarecedoras quanto possivel sobre as condicGes e situagcbes em que 0 USO
de uma tende a ser mais adequado do que de outra. Estes sdo aspectos importantes para
orientar as escolhas didaticas, pois refletir sobre os diferentes modos que os professores
desenvolvem os conceitos ajuda a discernir como/se estdo funcionando e esta informacéo
pode ser usada para aprimorar tanto as aulas, quanto a formacao docente.

Em sintese, este trabalho trata da caracterizacdo de um panorama de conhecimentos
que sdo especializados (CARRILLO et al.,, 2013; MORIEL JUNIOR, 2014) a partir de
resultados de investigacGes calcados na pratica profissional do ensino e da aprendizagem de
divisdo de fragdes. Panoramas deste tipo fornecem elementos que podem auxiliar (futuros)
professores a ampliar a compreensdo sobre o proprio conhecimento, refinando-o e
aprofundando-o e, ainda, serem fontes Uteis para formadores de professores desenvolverem
atividades visando a construcdo do conhecimento especializado docente. Também podem ser
Uteis na elaboragdo de designs inovadores de cursos de formacdo (a exemplo da licenciatura
em Matematica, da Faculdade SESI de Educacdo, SP), nos quais se espera a presenca daquilo
gue ha de mais avancado na Educacdo Matematica.

Acreditamos que esta pesquisa ajuda a reforcar a tese de que o professor de
Matematica precisa ter uma gama de conhecimentos especializados para ensinar Matematica,
cuja construcdo demanda uma formagdo especializada com formadores que possuam tais
conhecimentos especializados. Assumir esta posicdo leva a implicacbes mais amplas sobre
acOes e politicas relacionadas ndo s6 aos tempos e componentes curriculares de formagéo,
mas também em relacdo a propria valorizacdo da profissdo e a criagdo/manutencéo de

condicdes adequadas de preparacéo e trabalho.
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