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Resumo

Neste trabalho estuda-se a compreensdo de estudantes, futuros professores dos primeiros anos escolares, sobre
dados que devem ser acrescentados a uma série dada para se obterem certos valores das medidas de tendéncia
central. Para tal foi realizado um estudo quantitativo, de tipo descritivo, em que participaram 34 estudantes do 2.°
ano do curso de Licenciatura em Educagdo Bésica de uma universidade do Norte de Portugal, tendo os dados sido
obtidos num contexto de avaliacdo formal realizada no &mbito da unidade curricular de Probabilidades e
Estatistica. Aqui, neste trabalho, iremos explorar apenas uma tarefa, exatamente aquela em que se questionavam
os estudantes acerca dos dados a acrescentar a uma série dada de modo a se obterem valores especificados para as
medidas de tendéncia central. Em termos dos principais resultados obtidos, salienta-se um desempenho bastante
satisfatorio dos estudantes em termos de respostas corretas. Contudo, essas respostas corretas, relativas aos valores
a acrescentar, muitas vezes, ndo resultaram de uma explicacéo racional e compreensiva sobre a sua origem. Assim,
a partir do presente estudo, destaca-se a necessidade destes estudantes, futuros professores dos primeiros anos
escolares, verbalizarem e explicarem as suas ideias, aspectos que serdo da maior relevancia no seu futuro oficio
docente. Por outro lado, de entre as medidas de tendéncia central (moda, mediana e média), constatou-se que 0s
estudantes sentiram maiores dificuldades quando estava implicado um valor da média, o0 que pode dever-se a sua
determinag&o Unica.

Palavras-chave: Educacdo Estatistica. Medidas de Tendéncia Central. Futuros Professores. Primeiros Anos
Escolares.

Abstract

In this work, we study the understanding of students, prospective primary school teachers, about data that must be
added to a given series to obtain certain values of the central tendency measures. To this end, a quantitative,
descriptive study was carried out, in which 34 students from the 2nd year of the Basic Education Degree course at
a university in the North of Portugal participated, and the data was obtained in a context of formal evaluation
carried out in the scope of the Probability and Statistics course unit. Here, in this work, we will explore only one
task, exactly the one in which students were asked about the data to be added to a given series to obtain specified
values for the central tendency measures. In terms of the main results obtained, we highlighted a very satisfactory
performance of students in terms of correct answers. However, these correct answers, regarding the values to be
added, often did not result from a rational and comprehensive explanation of their origin. Hence, the present study
highlights the need for these students, prospective primary school teachers, to verbalize and explain their ideas,
aspects that will be of the greatest relevance in their future teaching profession. On the other hand, among the
central tendency measures (mode, median, and mean), it was found that students experienced greater difficulties
when a mean value was involved, which may be due to their unique determination.
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1 Introducao

Em resposta a crescente importancia da Estatistica, em termos sociais, individuais e
cientificos, nos ultimos anos vem-se assistindo ao desenvolvimento do seu ensino nas escolas
dos diferentes paises, com maior incidéncia nos primeiros anos de escolaridade. No caso
concreto portugués, em 2007, o tema de Estatistica passou a constar explicitamente dos
programas escolares da disciplina de Matematica dos quatro primeiros anos de escolaridade
(MINISTERIO DA EDUCACAO, 2007) e atualmente faz parte dos programas da disciplina de
Matemética de todos os anos escolares (MINISTERIO DA EDUCACAO E CIENCIA, 2013,
2014).

Ora, o alargamento do ensino da Estatistica aos primeiros anos escolares requer que os
professores desse nivel escolar adquiram uma formagao que lhes permita realizar um ensino de
qualidade. No caso destes professores, antes da inclusdo da Estatistica nos programas escolares,
a sua formacao inicial, que decorre numa instituicdo do ensino superior, ndo incluia qualquer
componente de Estatistica. Porém estas mudangas recentemente ocorridas no ensino da
Estatistica justificam a realizacdo de estudos sobre variadas facetas do seu ensino e,
particularmente, sobre o conhecimento dos futuros professores em contetidos estatisticos
relevantes.

De entre os diferentes conteudos estatisticos, deve ser salientado que as medidas de
tendéncia central sempre tém feito parte das ideias estatisticas fundamentais e nos dias de hoje
j4 sdo ensinadas aos alunos dos primeiros anos escolares. Especificamente, em Portugal, a moda
¢ ensinada no 3.° ano (8 anos), a média ¢ ensinada no 5.° ano (10 anos) e a mediana no 7.° ano
(12 anos) (MINISTERIO DA EDUCACAO E CIENCIA, 2013).

Estudos anteriores mostram que os futuros professores dos primeiros anos escolares
revelam dificuldades em Estatistica, designadamente na construcao e interpretagdo de tabelas
(FERNANDES; GONCALVES; BARROS, 2021), na construcdo graficos estatisticos
(FERNANDES; FREITAS, 2019; FERNANDES, MARTINHO; GONCALVES, 2020) e nas
estatisticas de localizagao (FERNANDES; BARROS, 2005; FERNANDES; FREITAS, 2019)
e na escolha e aplicagdo de métodos estatisticos (FERNANDES; BATANERO; GEA, 2019).

No presente estudo iremos aprofundar a compreensdao dos estudantes, futuros
professores dos primeiros anos escolares, sobre as medidas de tendéncia central, inquirindo-os
sobre que dado ou dois dados devem ser acrescentados a uma série dada para se obterem certos
valores de uma ou duas estatisticas de tendéncia central. Assim, nesta investigacao,

pretendemos saber até que ponto os estudantes sdo capazes de aplicar as referidas estatisticas
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para determinar o dado ou os dois dados em questdo. Repare-se que a determinacdo de tais
dados ndo se reduz a uma utilizacdo das definigdes das medidas de tendéncia central numa
perspectiva meramente algoritmica.

Para tanto, nas proximas se¢des do artigo, trataremos do enquadramento teorico, da
metodologia adotada no estudo, da apresentagdao de resultados e, por ultimo, das principais

conclusdes e implicagdes do estudo.

2 Enquadramento teorico

Nesta se¢do analisam-se os pressupostos teoricos do estudo, destacando o marco teérico

no qual se insere e as investigagdes prévias com ele particularmente relacionadas.

2.1 Marco teorico

O estudo, aqui apresentado, centra-se no conhecimento de estudantes, futuros
professores dos primeiros anos escolares, para ensinar. Desde a década de 1980, com a
publicagdo do trabalho de Shulman (1986), que se vem assistindo a um aumento crescente de
investigacdes relativas a essa problematica, a que seguiram muitos outros trabalhos,
designadamente de Godino e colaboradores (e.g., GODINO, 2002; GODINO; BATANERO,
1994; GODINO; BATANERO; FONT, 2007; GODINO; GIACOMONE; BATANERO; FONT,
2017) e de Hill, Ball e Schilling (2008).

Todos os autores referidos preconizam que o conhecimento para ensinar ¢ um
conhecimento multifacetado, que inclui o conhecimento do contetido, o conhecimento
pedagdgico do contetido, o conhecimento pedagogico geral e o conhecimento do curriculo. No
caso do conhecimento do contetido, Hill, Ball e Schilling (2008) distinguem trés componentes:
0 conhecimento comum do contetido, que se refere ao conhecimento que uma pessoa qualquer
mobiliza para resolver problemas matematicos; o conhecimento especializado do conteudo, que
se refere ao conhecimento do professor que lhe permite planificar e desenvolver sequéncias de
ensino; e o conhecimento no horizonte matemadtico, que se refere a contetidos mais avancados
do que os que se ensinam. No presente estudo sdo particularmente relevantes o conhecimento
comum do conteudo e o conhecimento no horizonte matematico.

No presente estudo iremos também basear-nos no enfoque ontossemiodtico do
conhecimento e instru¢do matematica de Godino e colaboradores (e.g, GODINO; BATANERO,
1994; GODINO; BATANERO; FONT, 2007) porque o consideramos adequado para o estudo
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das questdes de significado e para uma descrigdo mais detalhada dos objetos e processos
matematicos.

No enfoque ontossemiotico assume-se que o conhecimento, incluindo o conhecimento
matematico, emerge das praticas operativas e discursivas que o sujeito realiza ao resolver uma
amostra representativa de situagdes-problema referentes a um dado conteudo matematico.
Portanto esta subjacente ao significado de uma perspectiva pragmatica, subjetiva e semidtica
operacionalizada através da resolucao de problemas.

Ora o conhecimento para ensinar engloba varias facetas, das quais sao relevantes para o
presente estudo as facetas epistémica e cognitiva. Segundo Godino, Batanero ¢ Font (2007) ¢
Godino et al. (2017), a faceta epistémica refere-se ao conhecimento que emerge das praticas
partilhadas entre os membros de uma institui¢do, como seja a dos professores, ¢ a faceta
cognitiva diz respeito ao conhecimento que emerge das praticas de uma pessoa particular, como
sejaum estudante. Assim, sendo o proposito do ensino fazer com que a faceta cognitiva coincida
0 maximo possivel com a faceta epistémica, esta dualidade institucional-pessoal permite avaliar
em que medida o aluno compreende os objetos matematicos em jogo (GODINO; BATANERO,
1994).

Além da dualidade institucional-pessoal, Godino, Batanero ¢ Font (2007) identificam
outras dualidades, das quais ¢ também relevante para o presente estudo a dualidade expressdo-
conteudo. Esta dualidade, relacionada com a dualidade institucional-pessoal, permite
confrontar os significados dos objetos que intervém nas fung¢des semioticas (entendidas como
correspondéncias estabelecidas por uma pessoa ou instituigdo entre um antecedente, a
expressao, € um consequente, o contetido) com os significados institucionais de referéncia. No
processo de comparacgao, a verificagdo de discrepancias entre esses significados, ou seja, entre
os significados institucional e pessoal (GODINO; BATANERO, 1994), conduz a identificacao
de conflitos semidticos.

Segundo o enfoque ontossemiotico (GODINO; BATANERO; FONT, 2007; GODINO
et al., 2017), na resolucao de situacdes-problema, que despoletam a atividade matematica,
intervém uma variedade de objetos matematicos primadrios, designadamente linguagens,

conceitos, proposigdes, procedimentos e argumentos. Para Godino et al. (2017, p. 94),

O reconhecimento explicito de tais objetos e processos permite prever conflitos
potenciais e efetivos de aprendizagem, avaliar as competéncias matematicas dos
estudantes e identificar objetos que devem ser recordados e institucionalizados nos
momentos oportunos dos processos de estudo.

Finalmente, na resolu¢do de uma situagdo-problema intervém os objetos matematicos

primdrios, antes referidos, relacionando-se de formas diversas e constituindo as assim

Bolema, Rio Claro (SP), v. 35, n. 71, p. 1825-1844, dez. 2021 1828



@ ISSN 1980-4415
Er DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v35n71a27

designadas configurag¢des de objetos. Tal como os objetos primarios, as configuragdes podem
também ser de tipo epistémico (se sdo proprias de uma instituicdo) ou cognitivo (se sdo
especificas de um estudante, no nosso caso um futuro professor) (GODINO; BATANERO;
FONT, 2007).

2.2 Investigacio prévia

Sdo muitos os estudos que mostram que professores dos primeiros anos escolares
revelam dificuldades em diversos conteudos de Estatistica Descritiva (e.g., BATANERO;
GODINO; NAVAS, 1997; ESTRADA; BATANERO; FORTUNY, 2004; FERNANDES; GEA;
CORREIA, 2019; GROTH; BERGNER, 2006).

Desde logo, os futuros professores dos primeiros anos escolares mostram sentir
dificuldades na construcao e interpretagdo de tabelas e graficos estatisticos. No caso das tabelas,
Fernandes, Gongalves e¢ Barros (2021) conduziram um estudo envolvendo 56 futuros
professores dos primeiros anos escolares, em que analisaram as tabelas produzidas pelos
estudantes, organizados em pequenos grupos, no ambito da realiza¢do de trabalhos de projeto
de natureza investigativa. Na construc¢ao de tabelas, verificou-se que em cerca de metade das
tabelas referentes a dados de varidveis qualitativas nominais, os estudantes determinaram
frequéncias acumuladas, portanto, ndo tendo em conta que s6 faz sentido calcular esse tipo de
frequéncias nos casos em que € possivel estabelecer nos dados uma relagdo de ordem. Num
estudo anterior, a partir de um questiondrio, Fernandes, Batanero e Gea (2019) constataram que
quase todos os participantes, também futuros professores dos primeiros anos escolares,
determinaram frequéncias absolutas e/ou relativas acumuladas de uma varidvel qualitativa
nominal.

No que respeita a leitura e interpreta¢do das tabelas de frequéncias, observou-se que
muitos estudantes nao a efetuaram, concluindo a tarefa com a sua construgdo. Ja aqueles que
realizaram a leitura e interpretacdo das tabelas, antes construidas, verificou-se que, de entre os
trés niveis de Curcio (1989), quase todos os estudantes o fizeram ao nivel de ler os dados ou de
ler entre os dados (primeiros dois niveis), enquanto quase nenhuns o fizeram ao nivel de ler
para além dos dados (terceiro nivel).

Quanto aos gréficos estatisticos, Fernandes, Martinho e Gongalves (2020) verificaram
que os mesmos participantes do estudo anterior recorreram a graficos de barras (simples e
multiplas) e gréaficos circulares em cerca de 80% do ntimero total dos graficos dos relatorios

dos trabalhos de projeto. Assim, considerando que, em mais de metade dos gréaficos a variavel

Bolema, Rio Claro (SP), v. 35, n. 71, p. 1825-1844, dez. 2021 1829



ISSN 1980-4415
Er DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v35n71a27

estatistica era do tipo qualitativa nominal, depreende-se que aqueles tipos de graficos eram, em
geral, adequados. Contrastando com este resultado, Fernandes e Freitas (2019) observaram
numa situagao distinta, envolvendo uma varidvel quantitativa discreta (com pouca repeticao de
dados), o que implica que tanto o grafico de barras, como o grafico circular ndo sao adequados
para representar tais dados, que mais da metade (72%) dos futuros professores dos primeiros
anos escolares recorreram ao grafico de barras para representar os dados da variavel estatistica.
Destes dois estudos pode concluir-se que, independentemente do tipo de variavel estatistica, os
futuros professores recorrem com muita frequéncia aos graficos de barras e circular para
representar dados estatisticos, o que explicaria o0 bom desempenho dos estudantes no primeiro
estudo e o fraco desempenho no segundo.

Nos dois estudos antes referidos (FERNANDES; MARTINHO; GONCALVES, 2020;
FERNANDES; GONCALVES; BARROS, 2021) os futuros professores tiveram que, em
primeiro lugar, selecionar os tipos de tabelas e graficos estatisticos adequados a situagdo em
estudo, e s6 depois € que construiam essas tabelas ou graficos. O mesmo aconteceu nos estudos
de Fernandes, Batanero ¢ Gea (2019) e Fernandes e Freitas (2019), nos quais se inquiriram
futuros professores a partir de tarefas abertas, agora incluindo também estatisticas. Em todos
estes estudos, os futuros professores ndo escolheram métodos estatisticos essencialmente
distintos em fun¢do do tipo de variavel estatistica em jogo, o que realga a importancia de
trabalharem as relagdes existentes entre o tipo de varidvel e os métodos estatisticos a usar.

No caso dos estudos envolvendo as medidas de tendéncia central, que também sdo o
foco do presente estudo, Batanero, Godino e Navas (1997) analisaram as respostas de 273
futuros professores dos primeiros anos escolares a um questiondrio escrito, que incluiu quatro
itens sobre distintos aspectos interpretativos da média aritmética. Os resultados obtidos revelam
a existéncia de erros conceituais e dificuldades de aplicacdo pratica dos conhecimentos sobre
as medidas de tendéncia central. Entre os mais frequentes, constatou-se que 40% da amostra
nao descartou os valores atipicos para calcular a média, 30% sobrevalorizou a dispersao dos
dados e 60% nao conhecia a relacdao entre média, mediana e moda em distribui¢des simétricas.
Estes erros e dificuldades foram confirmadas num estudo subsequente de Estrada, Batanero e
Fortuny (2004), em que participaram 387 futuros professores dos primeiros anos escolares.

Groth e Bergner (2006) investigaram a compreensdo dos conceitos de média, mediana
e moda por 46 futuros professores do Ensino Primario e Secundério, quando lhes foi pedido
para explicar as diferencas e semelhancas entre esses conceitos estatisticos. Adotando a
taxionomia SOLO (BIGGS; COLLIS, 1982), os autores distinguiram quatro niveis diferentes

de compreensdo dos ditos conceitos estatisticos: (a) uniestrutural, em que oito futuros
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professores usavam s6 a definicao literal dos conceitos de média, mediana e moda para obter
semelhancas e diferengas entre as distintas medidas de tendéncia central; (b) multiestrutural,
em que 21 futuros professores mostraram que as medidas de tendéncia central representavam
mais um objeto matematico do que um simples procedimento de calculo; (¢) relacional, em que
13 dos participantes argumentaram que as estatisticas em questdo ndo se resumiam apenas aos
procedimentos, revelavam também certas caracteristicas “tipicas” de um conjunto particular de
dados; e (d) abstrato, em que trés futuros professores, indo além do conhecimento
procedimental, incluiam uma discussao sobre quando uma determinada medida de posig¢ao
central seria mais 1til para caracterizar um certo conjunto de dados.

Acercamo-nos mais do foco do presente estudo referindo investiga¢des envolvendo a
inversdo das medidas de tendéncia central, pois pode ser uma estratégia Util para determinar o
dado ou dados a acrescentar a serie dada para produzir o valor ou valores das estatisticas
pretendidas. Segundo Cai (1995), a maioria dos alunos de 12-13 anos s3o capazes de aplicar
adequadamente o algoritmo da média, mas apenas alguns sabem inverter o procedimento, isto
¢, determinar valores desconhecidos para obter um valor médio dado.

No estudo de Fernandes e Barros (2005), em que participaram 37 futuros professores
dos primeiros anos escolares, foram propostos quatro itens envolvendo a inversao do algoritmo
da média. Globalmente, nesses itens, verificou-se que a percentagem de respostas corretas
variou entre 24,3% e 48,6%, com 35,1% de média de respostas corretas por item.
Analogamente, no estudo de Estrada, Batanero e Fortuny (2004) s6 aproximadamente 28% dos
futuros professores inverteram adequadamente o algoritmo da média.

As dificuldades sentidas pelos futuros professores na inversao do algoritmo da média
também foram vivenciadas por estudantes do ensino secundario obrigatdrio espanhol (ESO) no
estudo de Batanero, Cobo e Diaz (2003), em que participaram 168 estudantes do 1.° ano do
ESO (13-14 anos) e 144 estudantes do 4.° ano do ESO (16-17 anos). Nos sete itens envolvendo
a inversao do algoritmo da média, verificou-se que a percentagem de respostas corretas variou
entre 23% e 59%, com uma média de 44% de respostas corretas por item. Assim, conclui-se

que estes estudantes tiveram um desempenho um pouco superior ao dos futuros professores.

3 Metodologia

Neste trabalho estuda-se a compreensao de estudantes, futuros professores dos primeiros

anos escolares, sobre os efeitos produzidos nas medidas estatisticas de tendéncia central ao

serem acrescentados novos dados aos preexistentes. Mais concretamente, pretende-se que os
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estudantes determinem o dado ou dados a acrescentar a uma cole¢do de modo a se obterem
certos valores para as medidas de tendéncia central.

Para avaliar a compreensao dos estudantes sobre os efeitos produzidos nas medidas de
tendéncia central realizou-se um estudo quantitativo, de tipo descritivo, em que a sele¢ao dos
participantes foi efetuada pelo critério de conveniéncia. Neste tipo de estudo pretende-se fazer
descrigdes rigorosas e efetuar inferéncias alicercadas em evidéncia de um fendmeno
educacional preexistente, ou seja, numa vertente de investigagdo ex post facto (GALL; GALL;
BORG, 2003).

Participaram no estudo 34 estudantes do 2.° ano do curso de Licenciatura em Educacao
Basica, de uma universidade do Norte de Portugal. Estes estudantes, futuros professores dos
primeiros anos escolares, tinham uma formac¢dao matematica muito diversa a entrada na
universidade, que podia ser a formacao matematica obtida no final do 9.° ano (Gltimo ano do
ensino basico) ou adquirida em cursos do ensino secunddrio, como sejam cursos profissionais,
cursos humanisticos e cursos cientifico-tecnologicos.

Os dados usados no presente estudo foram obtidos através das respostas escritas dadas
pelos estudantes a um pequeno questionario de avaliagao formal, que foi aplicado no ambito da
unidade curricular de Probabilidades e Estatistica que os estudantes se encontravam a
frequentar. A aplicagdo do questionario foi efetuada pelo docente da disciplina no més de abril
de 2020 e, nessa altura, ja tinham sido lecionados os contetidos nele tratados. O questionario
era constituido por duas questdes de Estatistica, das quais estudamos aqui apenas uma, cujo
enunciado ¢ apresentado na Figura 1.

Tratando-se de um contexto de avalicado formal, em termos éticos, foi garantido o
anonimato dos estudantes, especificamente quando sao citados individualmente, e da instituigao
a que pertencem, recorrendo-se, no primeiro caso, a codigos para nomear os estudantes, como

¢ descrito abaixo.

Sabe-se que as classifica¢des obtidas por cinco alunos do 6.° ano, num teste de Portugués, numa
escala de 0 a 100, foram as seguintes: 85; 75; 60; 90; 60.
Em cada uma das alineas seguintes deve explicar como obteve o valor ou valores pedidos.

a) Qual a classificacdo, de um novo aluno, que se deve acrescentar as cinco dadas para que a
mediana seja 77?

b) Quais as classificagbes, de dois novos alunos, que se devem acrescentar as cinco dadas para
gue a Unica moda seja 60 e a mediana seja 85?

¢) Quais as classificacdes, de dois novos alunos, que se devem acrescentar as cinco dadas para
gue a mediana seja 75 e a média seja também 75?

Figura 1 — Tarefa proposta aos estudantes
Fonte: Elaboracdo do autor (2020)
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Constata-se, assim, que a tarefa consta de trés itens, sendo que em a) questiona-se sobre
um valor a acrescentar aos dados para se obter um certo valor da mediana, em b) interroga-se
sobre dois valores a acrescentar aos dados para se obter certos valores da moda e da mediana e
em c) questiona-se sobre dois valores a acrescentar aos dados para se obter o mesmo valor para
a mediana e média.

Por fim, em relacdo a andlise de dados, estudaram-se as respostas apresentadas pelos
estudantes relativamente a sua correcao e incorrecao e as ideias subjacentes a essas respostas.
Seguidamente, determinaram-se frequéncias dos tipos de respostas (corretas e incorretas) e das
ideias subjacentes a tais respostas, tendo-se usado tabelas para resumir a informagao dos tipos
de respostas. Adicionalmente, tendo em vista proporcionar uma melhor compreensdo das
respostas dos estudantes e da andlise realizada, sdo ainda apresentados alguns exemplos de
respostas dos estudantes, identificados pela letra E (abreviatura de estudante) seguida do

numero que lhe foi atribuido (de 1 a 34).
4 Apresentacio de resultados

Na tarefa proposta, dados os valores 85, 75, 60, 90 e 60, referentes as classificagcdes
obtidas por cinco alunos do 6.° ano num teste de Portugués, ¢ pedido aos estudantes para
indicarem um ou dois novos dados de modo a obter-se um certo valor para uma ou duas
estatisticas de tendéncia central. Especificamente, no item a) pede-se para acrescentar uma
classificagdo de modo a se obter o valor 77 para a mediana. Definindo a lista ordenada dos
dados, 60, 60, 75, 85 e 90, e tendo em conta que ao se acrescentar o novo dado vamos ter um

total de seis dados, conclui-se que a mediana ¢ a semissoma dos dados de ordem trés e quatro.

75+x . ~
Portanto, sendo x o novo dado, vem 77 = — S x= 79. Logo, a classificagdo a acrescentar

deve ser 79.

No item b) pede-se para acrescentar duas classificagdes de modo que a moda seja 60 e
a mediana 85. Ao acrescentar dois dados obtém-se um total de sete dados, donde a mediana é
o dado de ordem quatro da lista ordenada, que deve ser 85. Por outro lado, sendo a moda 60, e
sendo Unica, ndo podera repetir-se nenhum outro valor da lista. Logo, poderemos acrescentar
dois valores diferentes, sendo qualquer deles superior a 85 e inferior a 90 ou superior a 90 e
inferior ou igual a 100. Logo, as classifica¢des a acrescentar podem ser, por exemplo, 86 e 89.

No item c) pede-se para acrescentar duas classificagdes de modo que a mediana seja 75

¢ a média seja também 75. Sendo x ¢ y as duas novas classificagdes e sabendo-se que a média
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85+75+60+90+60+x+y
7

deve ser 75, vem 75 = © x + y = 155. Por outro lado, ao acrescentar

dois novos dados vamos ficar com sete dados, donde a mediana ¢ o dado de ordem quatro da
lista ordenada, que deve ser 75. Ordenando a lista inicial, 60, 60, 75, 85 e 90, concluimos que
um dos dados deve ser inferior ou igual a 75 e o outro superior a 75. Assim, por exemplo,
podemos ter x = 75 ey = 155 — 75 = 80. Logo, as duas classificacdes a acrescentar poderao
ser 75 e 80.

Seguidamente, tendo em vista compreender as respostas dadas pelos estudantes a cada
item, vamos estudar os tipos de resposta e os raciocinios adotados pelos estudantes para obterem

€ssas respostas.

4.1 Tipo de respostas

Na Tabela 1, a seguir apresentada, estdo registadas as frequéncias dos tipos de respostas

(corretas e incorretas) dadas pelos estudantes bem como as ndo respostas.

Tabela 1 — Frequéncia (em %) de estudantes nos tipos de resposta e nas ndo respostas

Itemn Respostas

Corretas Incorretas N&o respostas
a) Acrescentar um dado de modo a obter a 29 (85) 5 (15) _
mediana 77
b) Acrescentar dois dados de modo a obter a
moda 60 e a mediana 85 32(%4) 2(6)
c) Acrescentar dois dados de modo a obter a 20 (59) 5 (15) 9 (26)

mediana 75 e a média também 75

Fonte: Elaboragéo do autor (2020)

Por observacdo da Tabela 1 constata-se que se obtiveram percentagens elevadas de
respostas corretas nos itens a) e b), com mais de quatro em cada cinco estudantes a responderem
corretamente, enquanto a percentagem de respostas corretas diminuiu consideravelmente no
item c¢), com um pouco mais de um estudante em cada dois a responder corretamente.

Embora os processos matematicos que devem ser usados na resolugdo dos itens ndo
sejam Unicos, isto ¢, o mesmo item pode ser resolvido por diferentes processos matematicos,
vamos argumentar que esses processos matematicos poderdo explicar o diferente desempenho
dos estudantes nos varios itens.

No caso dos itens a) e b), em que os estudantes revelaram um melhor desempenho, deve
ter-se em consideracdao que qualquer desses itens pode ser resolvido através de uma estratégia
de tentativa e erro, que envolve processos matematicos diversos de uma estratégia analitica. No

caso do item a), o estudante pode comecar por ordenar os cinco dados iniciais, arbitrar um valor
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para o dado a acrescentar e, finalmente, determinar a mediana dos seis dados; caso ndo obtenha
o valor pretendido para a mediana, o estudante poderd arbitrar outro valor e determinar
novamente a mediana. Repetindo este processo, provavelmente, o estudante podera resolver
corretamente o item.

No caso do item b) a situagdo é semelhante. Embora neste caso o estudante tenha de
acrescentar dois dados de modo a obter os valores pretendidos para a moda e mediana, isso nao
acarreta um aumento de complexidade a questdo. Sendo a moda unica, tal significa que nao se
podera repetir nenhum dos outros valores e, ao acrescentar os dois dados, também diferentes,
continuamos a ter um nimero impar de dados, donde a mediana serd o valor central da lista
ordenada, que deve ser 85. Por fim, por observagdo da lista ordenada inicial, verifica-se que
basta acrescentar dois dados diferentes superiores a 85 e diferentes dos restantes.
Diferentemente do item a), constata-se que na resolugdo deste item ndo é forgoso efetuar
qualquer célculo.

Por fim, no caso do item c), a obtencdo do valor pretendido para a média (75) requer
que a soma dos dois dados a acrescentar assuma um valor fixo (155), ou seja, trata-se de um
valor determinado de modo tnico. Ora, a determinacgao analitica dessa soma envolve a inversao
do algoritmo da média, que se tem revelado uma operacao dificil para os estudantes, como se
verificou nos estudos de Cai (1995) e Fernandes e Barros (2005).

Em alternativa, os estudantes podiam recorrer a uma estratégia intuitiva, decorrente da
interpretagdo da média como valor equitativo. Assim, uma vez estabelecido o valor da mediana
(75) e observando a lista inicial ordenada, concluiu-se que os dois dados a acrescentar devem
ser ambos 75, um 75 e outro superior a 75 ou um inferior a 75 e outro superior a 75. Fixando
um deles, por exemplo 78, e considerando que a soma total dos sete dados é 75 X 7 = 525,
obtém-se o valor 77 para o outro dado a acrescentar, que ndo cumpre o critério da mediana ser
75. Ja, fixando o valor 83, obtém-se o valor 72 para o outro dado, que cumpre o critério da
mediana. Portanto, nesta abordagem, deve notar-se que esta estratégia assume uma natureza de

tentativa e erro.

4.2 Estratégias

Vamos agora estudar as estratégias usadas pelos estudantes para obter as suas respostas

em cada um dos itens, procurando também verificar em que medida foram adotadas as

estratégias antes referidas.
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Seguidamente, na Tabela 2, apresentam-se as frequéncias das estratégias subjacentes as
respostas corretas dos estudantes em cada um dos trés itens da tarefa.

Tabela 2 — Frequéncia (em %) de estudantes nas estratégias subjacentes as respostas corretas
Itens
a) b) c)

Estratégias

Acrescentar um ou dois dados e verificar o valor ou valores das
estatisticas

Determinar um ou dois dados e verificar o valor ou valores das

17(50) 11(32) 9 (27)

estatisticas 7(20) o 11(32)
Acrescentar um ou dois dados com explicacdo 3(9) 16 (47) -
Acrescentar um ou dois dados sem explicagdo 2 (6) 5 (15) —
Total 29(85) 32(94) 20(59)

Nota: na tabela, as percentagens foram calculadas considerando o nimero total de estudantes que participaram
no estudo, isto é, 34.
Fonte: Elaboragéo do autor (2020)

Observando a Tabela 2, verifica-se que a estratégia “Acrescentar um ou dois dados e
verificar o valor ou valores das estatisticas” foi a mais usada na globalidade dos trés itens, sendo
também a mais utilizada no item a). Nesta estratégia, arbitrar um ou dois dados e verificar que
eles produzem o valor ou valores das estatisticas pretendidas envolve o recurso a uma estratégia
de tentativa e erro, mesmo que tal ndo esteja explicito. Nas Figuras 2 e 3 apresentam-se duas

respostas, uma do item a) e outra do item b).

R:79

60+60+75+79+89+90

75+ 79
M,=——=77
2
Figura 2 — Resolugdo do item a) pelo estudante E1
Fonte: Elaboragéo do autor (2020)

Na resposta do estudante E1 podemos observar que ele acrescenta o dado 79, ordena a

nova lista de dados e, por fim, verifica que se obtém o valor 77 para a mediana.

60 60 75 85 86 87 90
Moda = 60 (valor que se repete mais vezes)

Mediana = 85 (divide a distribuigao, depois de ordenados os dados, em 2
partes iguais)

R: Se acrescentarmos as classificacbes de 86 e 87, a moda é 60 e a mediana 85.

Figura 3 — Resolucdo do item b) pelo estudante E18
Fonte: Elaboracgéo do autor (2020)

Ja, nesta resolucao, o estudante E18 acrescenta os dados 86 e 87, ordena a nova lista de
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dados e, finalmente, verifica que os valores da moda e mediana coincidem com aqueles que se
referem no enunciado. Salienta-se ainda que, a exce¢do de dois estudantes, no item b),
sistematicamente os estudantes ordenaram a lista de dados, o que devera decorrer do fato de em
todos os itens estar implicada a mediana.

Ja a estratégia “Determinar um ou dois dados e verificar o valor ou valores das
estatisticas” foi usada apenas nos itens a) e c). A adocao desta estratégia analitica, envolvendo
calculo numérico ou algébrico, levou os estudantes a determinarem o dado ou dados pretendidos
de acordo com o valor ou valores dados das estatisticas. J4 no caso do item b) parece ter sido
suficiente recorrer a uma estratégia ligada a tentativa e erro. Nas Figuras 4 e 5 exemplificam-

se duas resolugdes, uma do item a) e outra do item c).

Figura 4 — Resolucdo do item a) pelo estudante E30
Fonte: Elaboragdo do autor (2020)

Nesta resolug¢do o estudante E30 designa o dado a acrescentar por x, considera que a
mediana ¢ a semissoma desse dado com 75, que deve ser igual a 77, obtém para x o valor 79
e, por ultimo, verifica que, ao acrescentar o dado obtido, se obtém o valor pretendido para a

mediana.

Figura 5 — Resolucéo do item c) pelo estudante E29
Fonte: Elaboracgéo do autor (2020)

O estudante E29 comeca por ordenar e calcular a soma dos cinco dados iniciais e recorre

a formula da média dos sete dados para determinar a soma dos dois dados a acrescentar. A
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representacao dessa soma por 2x significa que os dois dados sdo iguais, 0 que nao € o caso ¢
que o proprio estudante desdiz ao considerar os dados 65 e 90. Finalmente, o estudante ordena
a lista dos sete dados e indica que a mediana ¢ 75.

Na estratégia “Acrescentar um ou dois dados com explicacao” os estudantes nao se
limitaram a arbitrar um ou dois dados e a verificarem que satisfaziam o valor ou valores das
estatisticas em questdo. Nesta estratégia, os estudantes explicaram as suas respostas avangando
alguma justificacdo para a escolha do valor ou valores indicados. Essa explicagdo, envolvendo
uma linguagem verbal e numérica, e socorrendo-se da definicdo das estatisticas, foi muito
referida no item b) e ndo foi mesmo usada no item c). Talvez o fato de ndo ser necessario efetuar
calculos para obter a resposta correta no item b) tenha favorecido a adogao desta estratégia. Nas

Figuras 6 e 7 apresentam-se duas respostas, uma do item a) e outra do item b).

Para a mediana ser 77 devemos observar o valor médio da amostra
apresentada, que corresponde ao 75. Depois, devemos ter em conta que a
média desse valor (75) com um valor x deve ser 77, que correspondera a
mediana da amostra total. Sendo assim, o valor pedido é o0 79, pois
(75+79)/2=77.

Figura 6 — Resolucéo do item a) pelo estudante E15
Fonte: Elaboracéo do autor (2020)

O estudante E15 na sua explicagdo refere a definicdo de mediana, explicitamente no
caso dos cinco dados iniciais (n impar) e implicitamente no caso dos sete dados (n par). Além
disso, a sua justificacdo ndo ¢ completamente precisa, pois, quando o estudante afirma que o
valor médio da amostra € 75, ele realmente estd a referir-se ao valor central da amostra

ordenada, que ¢ a mediana dos cinco dados iniciais.

Para nao alterar a moda de 60 nem a mediana de 85, temos de
adicionar 2 numeros diferentes e superiores a 90, entdo podemos
assumir quaisquer valores acima de 90 e nao superiores a 100.

Sendo assim os valores podem ser: 92 93

Figura 7 — Resoluc¢do do item b) pelo estudante E5
Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Na sua resolugdo, o estudante E5 refere explicitamente a ndo alteracdo da moda e
implicitamente a definicdo da mediana de um conjunto impar de dados. Na justificacdo salienta-
se o rigor que o estudante apresenta quando diz que se tem de acrescentar dois dados diferentes
superiores a 90, pois dessa forma a mediana ¢ 85 e a moda ¢ Unica e igual a 60, tal como se
pretende.

Finalmente, a estratégia “Acrescentar um ou dois dados sem explicagdo” ¢ de todas as

estratégias a menos informativa sobre as ideias mobilizadas pelos estudantes na resolu¢ao dos
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itens. Esta estratégia, de que apresenta um exemplo na Figura 8, ¢ muito limitada nas suas
possibilidades explicativas e, tal como a anterior, foi usada apenas nos itens a) e b). Talvez o
nao ser usado no item c) se deva a dificuldade em explorar esse item através de uma estratégia

de tentativa e erro.

60 60 75 85 90 95 100

Acrescentando um 95 e um 100 a moda é o0 60 e a mediana é 85.

Figura 8 — Resolucdo do item b) pelo estudante E10
Fonte: Elaboracdo do autor (2020)

Na resposta do estudante E10 mostra-se o qudo pouco informativo é o processo de
resolugdo para a obtencdo dos dois dados pedidos. O estudante apresenta esses dois dados,
ordena a sequéncia dos sete dados e declara que eles produzem os valores pretendidos da moda
e mediana, sem, contudo, apresentar o porqué de se tratarem realmente dos valores da moda e
da mediana.

Ja o nimero de respostas incorretas foi pequeno em qualquer dos trés itens da tarefa. No
item a) registou-se um total de cinco respostas incorretas, sendo que em trés delas os estudantes
acrescentaram o valor pretendido para a mediana (77), outro ndo ordenou os dados e
acrescentou o dado 94 e o quinto acrescentou dois valores (71 e 79) sem mais explicagao.

No item b) menos estudantes apresentaram respostas incorretas, apenas dois no total.
Um desses estudantes acrescentou os dados 84 e 91, satisfazendo o critério da moda, mas nao
da mediana, e o outro acrescentou apenas o dado 85, quando se pedia que fossem acrescentados
dois dados. Além disso, ao acrescentar o dado 85, passou-se a ter duas modas, 60 e 85.

Por fim, no item c) novamente cinco estudantes apresentaram respostas incorretas,
salientando-se ainda as nove ndo respostas. Neste item, trés estudantes acrescentaram dois
dados que apenas satisfazem o critério da mediana (70 e 78, 75 e 75 e 72 e 84), um estudante,
além de acrescentar os dois dados (60 e 91), também substituiu o dado 85 por 89 e o quinto

usou a dimensdo da amostra 8 em vez de 7 na féormula da média.

5 Conclusdes e implicagoes

Em termos do tipo de resposta, verificou-se que, na globalidade dos trés itens da tarefa,
a percentagem de respostas corretas variou entre o minimo de 58% (no item c) e 0 méximo de
94% (no item b), e, em média, obteve-se 79% de respostas corretas por item. Conclui-se, assim,
que os estudantes, futuros professores dos primeiros anos, demonstraram um bom desempenho

em termos de respostas corretas.
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Este bom desempenho dos estudantes excede largamente o desempenho obtido por
estudantes, também futuros professores dos primeiros anos escolares, em tarefas de inversdo do
algoritmo da média (ESTRADA; BATANERO; FORTUNY, 2004; FERNANDES; BARROS,
2005). Esta discrepancia explica-se na medida em que poucos estudantes do presente estudo
recorreram a inversao do algoritmo da média e da mediana para resolverem os respectivos itens,
como se revela nas estratégias por eles adotadas. Trata-se, portanto, de um resultado importante
do presente estudo, seja pela novidade, seja pela sistematicidade com que foram avaliados os
efeitos nas medidas de tendéncia central ao acrescentar dados ao conjunto inicial.

Por outro lado, para além desse bom desempenho na obtengdo de respostas corretas,
podemos nos questionar sobre as estratégias a que os estudantes recorreram para obter as suas
respostas. Das quatro estratégias, apresentadas na seccao anterior, podemos agrupa-las em dois
grandes grupos. No primeiro grupo incluimos as duas estratégias: “Acrescentar um ou dois
dados e verificar o valor ou valores das estatisticas” e “Acrescentar um ou dois dados sem
explicagdo”, que se caracteriza pelo fato de, em ambas as estratégias, os estudantes
simplesmente terem acrescentado um ou dois dados a serie inicial sem avangarem qualquer
explicagdo. Ora, o recurso a estas estratégias, que foi maioritario no conjunto dos itens da tarefa,
indicia um raciocinio limitado ou incompleto, em que podera ter estado presente uma estratégia
de tentativa e erro. Mesmo nao sendo explicito, o estudante poderd ter pensado no valor ou
valores a acrescentar, com os quais seguidamente operou para confirmar os valores dados para
as estatisticas envolvidas.

E a estas duas estratégias, que sdo largamente maioritarias no conjunto dos trés itens,
que se deve o bom desempenho dos estudantes em termos de respostas corretas. Ja a estratégia
“Acrescentar um ou dois dados e verificar o valor ou valores das estatisticas”, que também foi
a mais usada, baseia-se numa abordagem algoritmica das medidas de tendéncia central, quando
os estudantes determinam os valores das respectivas estatisticas com o propdsito de os comparar
com os valores dados nos enunciados. Ora, segunda a literatura (e.g., BATANERO; GODINO;
GREEN; HOLMES; VALLECILLOS, 1994; CAI, 1995; CARVALHO; CESAR, 2001), é na
abordagem algoritmica que os alunos sentem menos dificuldades no tratamento estatistico.

No segundo grupo incluimos as duas estratégias: “Determinar um ou dois dados e
verificar o valor ou valores das estatisticas” e “Acrescentar um ou dois dados com explica¢ao”,
que se caracteriza pelo fato de, em ambas as estratégias, os estudantes terem avangado alguma
explicagdo acerca do dado ou dados acrescentados a série inicial. Quando determinaram o dado
ou dados requeridos, os estudantes obtiveram os mesmos recorrendo a processos analiticos,

com base em calculos numéricos e/ou algébricos, tratando-se, portanto, de uma estratégia bem
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enraizada matematicamente. Ja estratégia de acrescentar o dado ou dados com explicagdo
envolveu uma justificagdo verbal e/ou numérica centrada, fundamentalmente, na defini¢cao das
estatisticas em jogo. Entre estas duas estratégias, parece que a maior dificuldade em estabelecer
os dados a partir de uma estratégia intuitiva no item c) levou mais estudantes a optarem pela
estratégia analitica, enquanto no item b), sendo possivel recorrer a uma estratégia intuitiva, mais
estudantes optaram pela estratégia de explicagdo.

Portanto, a identificacao das estratégias que os futuros professores dos primeiros anos
escolares usaram para resolver a tarefa constitui outro resultado importante do estudo. De entre
as varias estratégias, destacam-se abordagens de tentativa e erro, intuitivas, algoritmicas e
analiticas. Por outro lado, estas abordagens devem ser tidas em conta no ato de ensinar ¢
aprender, ndo focando a aprendizagem apenas em tarefas de tipo procedimental ou algoritmico
e promovendo a transi¢do da abordagem intuitiva para a abordagem analitica (FISCBEIN,
1987; SCHOLZ, 1987). Segundo Koparan (2021), estas diferentes abordagens, além de
constituirem novas estratégias para aprender Matematica, podem contribuir para desenvolver o
conhecimento e as experiéncias dos estudantes.

A vivéncia e/ou partilha da variedade de estratégias usadas pelos futuros professores no
presente estudo revela-se de grande importancia para o ensino, na medida em que lhes permite
compreender a diversidade de estratégias a que os alunos também recorrem para resolver as
tarefas com que se deparam.

Globalmente, considerando simultaneamente os tipos de respostas e as estratégias
usadas, pode considerar-se que os estudantes mostraram ter um razoavel conhecimento comum
do conteudo (HILL; BALL; SCHILLING, 2008), que ¢ o mais relevante no presente estudo, e
alicercado, frequentemente, numa base mais intuitiva. Para além desse conhecimento, ¢
desejavel que os futuros professores desenvolvam o conhecimento de conteudos mais
avancados do que aqueles que ensinam, conhecimento que Hill, Ball e Schilling (2008) nomeiam
de conhecimento no horizonte matematico. Este ultimo tipo de conhecimento parece mais
problematico na medida em que se esperaria uma abordagem mais analitica por parte dos
estudantes.

Em conclusao, considerando a compreensao dos futuros professores dos primeiros anos
escolares como sendo a parte da faceta cognitiva que coincide com a faceta epistémica, ou seja,
a parte do significado pessoal que coincide com o significado institucional (GODINO;
BATANERO, 1994), conclui-se que esses estudantes revelaram uma consideravel compreensao
em relagdo aos tipos de respostas e uma menor compreensao das estratégias conceituais usadas

para a obtencdo dessas respostas. Logo, estes futuros professores devem aprofundar o

Bolema, Rio Claro (SP), v. 35, n. 71, p. 1825-1844, dez. 2021 1841



ISSN 1980-4415
Er DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v35n71a27

conhecimento e aplicacdo dos objetos e processos matematicos intervenientes na resolugdo das
situacdes-problema (GODINO; BATANERO; FONT, 2007), tendo em vista possibilitar-lhes
uma transicao de abordagens mais intuitivas para abordagens mais avancadas em termos da
Matematica, ou seja, que desenvolvam, progressivamente, estratégias algoritmicas e

conceituais (HIEBERT; LEFEVRE, 1986).
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