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Resumen

Actualmente, la inferencia estadistica es un tema ensefiado en el Bachillerato espafiol y evaluado en los examenes
de acceso a la universidad, pero la preparacion didactica especifica no es suficiente para los profesores encargados
de la ensefianza del tema. El objetivo del trabajo es evaluar el conocimiento matematico comun de este contenido
y las facetas epistémica y cognitiva del conocimiento didéctico en una muestra de futuros profesores espafioles.
Con esta finalidad se les plantea la resolucion de una tarea tomada de las pruebas de acceso a la universidad para
estudiantes de Bachillerato y se les pide resolverla, identificar los objetos matematicos requeridos en su solucién
y los posibles errores de los estudiantes en este proceso. Los resultados muestran un buen conocimiento
matematico de los futuros profesores y un inicio de conocimiento en las facetas epistémica y cognitiva. No
obstante, su identificacion de objetos matematicos y errores es escasa y practicamente se restringe al aspecto
procedimental. Concluimos la necesidad de reforzar la preparacion en la didactica de la inferencia de los futuros
profesores.

Palabras-clave: Conocimiento didactico-matematico. Futuros profesores. Facetas epistémica y cognitiva.
Inferencia estadistica.

Abstract

Statistical inference is a currently taught topic in Spanish high school classes and is assessed in the university
entrance exams, but the specific didactic preparation is not enough for the teachers in charge of the topic. The aim
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of the study was to evaluate the common mathematical knowledge of this content and the epistemic and cognitive
facets of didactic knowledge in a sample of prospective Spanish teachers. To achieve this purpose, they were asked
to solve a task taken from the university entrance exams for high school students and to identify the mathematical
objects required in its solution and the possible errors encountered by the students in this process. The results show
a good mathematical knowledge of the prospective teachers and an initial knowledge in the epistemic and cognitive
facets. However, their identification of mathematical objects and errors is scarce and practically restricted to the
procedural aspect. We conclude that there is a need to reinforce the preparation of prospective teachers in the
didactics of inference.

Keywords: Didactic-mathematical knowledge. Prospective teachers. Epistemic and cognitive facets. Statistical
inference.

1 Introduccion

Asistimos, en la actualidad, a un auge de la investigacion sobre la formacion del profesor
de matematicas (ver, por ejemplo, BURGOS; GODINO, 2019; FONT; SANCHEZ; SALA,
2022; LLINARES, 2021; KAISER; KONIG, 2019; SCHEINER et al., 2019), debido a la
influencia que su preparacion adecuada tiene sobre el aprendizaje de los estudiantes. Sin
embargo, encontramos pocos referentes que se centren, especificamente, en el conocimiento o
la preparacion del profesor para ensefiar inferencia estadistica.

Actualmente, este tema se incluye en el Bachillerato espafiol de Ciencias Sociales
(MECD, 2015), pues muchas de las carreras universitarias que seguiran posteriormente estos
estudiantes requieren de un conocimiento profundo de la inferencia estadistica. Mas
concretamente, los contenidos fijados dentro de la asignatura Matematicas II aplicada a

Ciencias Sociales son los siguientes (MECD, 2015, p. 389):

Poblacion y muestra. Métodos de seleccion de una muestra. Tamafio y
representatividad de una muestra. Estadistica paramétrica. Parametros de una
poblacion y estadisticos obtenidos a partir de una muestra. Estimacion puntual. Media
y desviacion tipica de la media muestral y de la proporcion muestral. Distribucion de
la media muestral en una poblacion normal. Distribucion de la media muestral y de la
proporcion muestral en el caso de muestras grandes. Estimacion por intervalos de
confianza. Relacion entre confianza, error y tamafio muestral. Intervalo de confianza
para la media poblacional de una distribucion normal con desviacion tipica conocida.
Intervalo de confianza para la media poblacional de una distribucion de modelo
desconocido y para la proporcion en el caso de muestras grandes.

Estos contenidos se han considerado hasta la fecha en la evaluacion de los estudiantes
en las pruebas de acceso a la universidad, que siempre incluyen un problema de inferencia
(LOPEZ-MARTIN et al., 2016). Ademas, son muchos los errores descritos en los estudiantes
en este tema (BATANERO et al., 2020; CASTRO-SOTOS et al., 2007; HARRADINE et al.,
2011). El profesorado deberia conocer estas dificultades, asi como tener un conocimiento solido
de inferencia y ser capaz de realizar un analisis de las tareas propuestas a sus estudiantes.

El objetivo de este trabajo es completar la investigacion sobre el tema, algunas
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componentes del conocimiento didactico-matematico (GODINO, 2009; GODINO et al., 2017)
de futuros profesores espafioles sobre la distribucion muestral y el intervalo de confianza, que
son dos temas basicos de inferencia incluidos en el curriculo de Bachillerato (MECD, 2015).
Concretamente, se evalua su conocimiento matematico comun y las facetas epistémica y
cognitiva de estos contenidos.

Para alcanzar este objetivo, se analizan las respuestas a una tarea abierta en una muestra
de estudiantes que se preparan como profesores de matematicas de Educacién Secundaria
Obligatoria (ESO) y Bachillerato en un programa de Master que es obligatorio en Espana para
concursar a una plaza de profesor en estos niveles educativos.

En la siguiente seccion se describen los fundamentos del trabajo y, seguidamente, la
metodologia utilizada y sus resultados, finalizando con algunas conclusiones e implicaciones

para la formacién de profesores.

2 Fundamentos

La investigacion se apoya en el marco tedrico sobre conocimiento didactico-matematico

y los antecedentes que se resumen a continuacion.

2.1 Conocimiento didactico-matematico

En la actualidad el conocimiento del profesor y su formacion constituyen una de las
lineas de investigacion mas amplias y productivas en educacion matematica. Algunos referentes
los encontramos en los trabajos de Beswick y Goos (2018), Llinares (2021), Kaiser y Konig
(2019) y Scheiner et al. (2019) o en revistas como Journal of Mathematics Teacher Education.
Dichos estudios resaltan el caracter multidimensional del conocimiento del profesor y proponen
diferentes modelos para describirlo.

En este trabajo se utiliza el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico, en el que
se consideran tres componentes: el conocimiento matematico, el conocimiento didactico y el
meta didactico (GODINO, 2009; GODINO et al., 2017, PINO-FAN; GODINO, 2015; PINO-
FAN; ASSIS; CASTRO, 2015; SCHEINER et al., 2019). Dicho marco teérico ha sido utilizado
en el analisis del conocimiento de profesores de diferentes niveles educativos sobre temas de
probabilidad y estadistica (ej., ARTEAGA et al., 2017; VASQUEZ; ALSINA, 2015).

El conocimiento matematico del profesor consta del conocimiento matematico comun,

que seria relativo para ese tema en el nivel educativo donde se imparte la docencia (es decir, el
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que debe ensefiar a sus estudiantes), y al conocimiento ampliado del contenido matematico, que
es mas extenso que el conocimiento matematico comun del contenido y permite articularlo con
los niveles superiores (GODINO et al., 2017).

Ademas, el profesor ha de tener un conocimiento didactico-matematico especializado,
que incluye diferentes facetas que han de tenerse en cuenta para una ensefianza eficaz de la
matematica. Dichas facetas son las siguientes: epistémica (conocimiento especifico del profesor
sobre el propio contenido, es decir, sobre los significados institucionales del tema), ecologica
(aspectos curriculares, contextuales etc., relacionados con la ensefanza del tema), cognitiva
(comprension y razonamiento del estudiante, asi como sus conocimientos), afectiva (actitud,
emociones, creencias y valores del estudiante en relacién al tema), mediacional (recursos,
medios y distribucion temporal) e interaccional (negociacion de significados para identificar y
solucionar los problemas que encuentran los estudiantes).

La faceta epistémica se refiere al conocimiento didactico-matematico sobre el propio
contenido, es decir, ademas del conocimiento matematico per se, el profesor debe conocer y
articular la diversidad de significados de un objeto matematico y ser capaz de resolver una tarea
a través de diferentes procedimientos, proporcionar varias justificaciones e identificar el
conocimiento involucrado durante el proceso de resolucion de una tarea matematica (GODINO
etal., 2017).

La faceta cognitiva es parte del conocimiento didactico y se refiere al conocimiento que
tiene el profesor de como los estudiantes aprenden, razonan y entienden las matematicas, de sus
estrategias de resolucion de problemas y de los errores que cometen en el proceso de
aprendizaje, asi como sobre su progreso a lo largo del mismo (PINO-FAN; GODINO, 2015).
Por tanto, incluye la competencia para evaluar el grado de aprendizaje de los estudiantes
(conocimientos personales), comprender su forma de razonar y reconocer sus dificultades y
errores en la resolucion de problemas.

La evaluacion abordada en este trabajo se centra en el conocimiento mateméatico comun
sobre la distribucion muestral e intervalo de confianza y a las facetas epistémica y cognitiva
relacionadas con la distribucion muestral y el intervalo de confianza. Es decir, en primer lugar,
se evalua el conocimiento matematico de estos contenidos que debe ensefiar el futuro profesor,
en el nivel de Bachillerato, pidiéndoles resolver un problema. La faceta epistémica se aborda
proponiendo al futuro profesor que identifique los contenidos matematicos requeridos para
resolver una tarea. La faceta cognitiva se evalua pidiendo a los futuros profesores que
identifiquen los posibles errores de sus estudiantes en las mismas tareas que se les ha pedido

resolver.
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2.2. Antecedentes de la investigacion

Hay muy poca investigacion sobre el conocimiento de inferencia del profesor de
matematicas, que generalmente se enfoca en su conocimiento matematico comun, es decir, su
comprension de los contenidos de inferencia que debe ensefiar. Mdas aln, el tema que ha
centrado especialmente la atencion es el del contraste de hipotesis (BATANERO et al., 2018;
HALLER; KRAUSS, 2002; LIU; THOMPSON, 2009).

Por otro lado, el trabajo de Abu-Ghalyoun (2021) ha analizado la comprension de la
relacion entre la variabilidad muestral y el tamafio de la muestra de un futuro profesor de
primaria, mientras trabaja el muestreo mediante una simulacion. La comprension de la
representatividad y variabilidad muestral también ha sido analizada en profesores de educacion
primaria (DE VETTEN et al., 2018; WATSON; CALLINGHAM, 2013). Estos trabajos se
interesan por la inferencia informal, que no emplea los conceptos formales de distribucion
muestral y sus propiedades, sino unicamente ideas intuitivas sobre la variacion de los
estadisticos muestrales (como la media o proporcion) al repetir la toma de muestras.

Respecto al intervalo de confianza, Yafiez y Behar (2009) realizaron un estudio con
quince estudiantes que se preparaban como profesores de matematicas de educacion secundaria
en Colombia, a los que plantearon algunas preguntas sobre el tema. Los resultados indican
algunas interpretaciones incorrectas del intervalo de confianza, como incomprension de los
pasos en su construccion y extrapolacion incorrecta de la probabilidad asociada al nivel de
confianza a la probabilidad de que un intervalo contenga el valor del parametro que se estima.

Batanero y Lopez-Martin (2020) llevaron a cabo una investigacion con 73 profesores
espainoles de secundaria, en formacion, a los cuales pidieron calcular e interpretar los resultados
obtenidos al haber calculado un intervalo de confianza. Aunque el 87% plantearon
correctamente la formula del intervalo, solo el 61,7% lo completaron correctamente, debido,
bien a errores en la identificacion de los datos o bien a errores de calculo. Tan solo el 28% de
los participantes proporcionaron la interpretacion correcta, mientras el 11% dieron una
interpretacion determinista, suponiendo que el intervalo incluia con seguridad el valor del
parametro. Otros 17,8% interpretaron el coeficiente de confianza como la probabilidad de que
el valor del parametro estuviese en los limites del intervalo, considerando éstos como fijos.

Respecto a la faceta cognitiva, destacamos el trabajo de Lopez-Martin et al. (2019), que
investigan el conocimiento de setenta futuros profesores espafioles de ESO y Bachillerato sobre
los errores de sus estudiantes en el contraste de hipotesis e intervalo de confianza, después de

haber resuelto ellos mismos un problema de cada uno de estos tipos. Los principales errores en
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el planteamiento del intervalo de confianza fueron la identificacion incorrecta de la distribucion
muestral (7,1%) o del tipo de intervalo (unilateral o bilateral) (5,7%). Entre los errores
conceptuales, 28% indicaron la confusion entre estadistico y parametro, dificultad citada por
Schuyten (1991) y en algunas investigaciones en las que los estudiantes usan los estadisticos
muestrales, en lugar de los parametros, al resolver problemas de inferencia (ESPINEL,;
RAMOS; RAMOS, 2007; VALLECILLOS, 1999). El 6% mostré una comprension incorrecta
del teorema central del limite y el 5,7% interpretacion incorrecta del nivel de confianza.

Los errores procedimentales mas citados fueron el error en la identificacion de datos
(22,9%), determinacion del estadistico (4,3%), error de tipificacion (54,3%), lectura incorrecta
de las tablas estadisticas (30%) y error en el céalculo de los extremos del intervalo (14,3%) o
uso de los simbolos (7,1%). Finalmente, se indicaron como errores interpretativos la
interpretacion del nivel de confianza (17,1%), considerar los extremos del intervalo como fijos
(44,3%), considerar el pardmetro dentro del intervalo (8,6%) e interpretacion incorrecta de
factores que afectan al intervalo (10%). Las autoras indican que la mayor parte de los errores
sefialados por los futuros profesores coincidieron con los identificados anteriormente en la
literatura, por ejemplo, en las investigaciones de Belia, Fidler y Cumming (2005). Asimismo,
se explicitan errores de tipificacion y lectura de la tabla normal, descritos por Ramos, Espinel
y Ramos (2009) y confusion entre estadistico y parametro (HARRADINE et al., 2011).

En nuestro trabajo completamos las anteriores investigaciones, evaluando algunas
facetas del conocimiento didactico-matematico sobre la distribucion muestral e intervalo de
confianza de futuros profesores de ESO y Bachillerato espafioles, por lo que se aporta nuevo

conocimiento en un tema en el que la investigacion es escasa.

3 Metodologia

La muestra participante estuvo formada por 62 estudiantes de un programa de master,
que es obligatorio en Espafa para concursar a una plaza de profesor de matematicas en ESO
(estudiantes de doce a quince afios) y Bachillerato (dieciséis y diecisiete afios). Este master se
realiza una vez que se ha finalizado un grado sobre una disciplina especifica, como matematicas
0 ingenieria y se orienta a salvar la carencia de conocimientos pedagdgicos en la formacién

inicial del profesor (MUNIZ-RODRIGUEZ et al., 2016).

3.1 Tarea propuesta y analisis a priori
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A los participantes se les propuso la tarea presentada en la Figura 1, donde se debe
resolver un problema sobre distribucion muestral, estimacion puntual e intervalo de confianza,
similar a los planteados los afios anteriores en las pruebas de acceso a la Universidad para
estudiantes de Bachillerato. Es decir, se trata de un tipo de problema que los futuros profesores
de la muestra deberan ensenar a sus estudiantes. En consecuencia, la resolucion del problema
evalua el conocimiento matematico comun del contenido por parte de los futuros profesores, ya

que ellos seran encargados de ensefar a resolver estos problemas a sus estudiantes.

Problema. A la salida de unos grandes almacenes se ha tomado una muestra aleatoria
simple de 100 clientes, a los que se ha preguntado por el gasto realizado, obteniéndose una
media de 110 euros. Se sabe que el gasto sigue una distribucion normal con desviacion
tipica 20 euros.

a. ¢ Qué distribucion sigue la media muestral?

b. ¢Cual es la mejor estimacion de la media en la poblacion?

C. Obtenga un intervalo de confianza al 90% para el gasto medio de todos los clientes
gue han comprado ese dia.

d. Si deseamos que el error maximo cometido con el mismo nivel de confianza sea

2 euros ¢cual ha de ser el tamafio minimo de la muestra?

Figura 1 — Problema propuesto a los participantes
Fuente: elaborado por los autores

Los autores del trabajo realizaron un andlisis a priori del problema, para obtener la
respuesta correcta esperada en cada apartado, que fue consensuada por los autores y se
describen a continuacion.

e Apartado a. Puesto que la distribucion normal es reproductiva respecto a los parametros,

la media muestral también sigue la distribucion normal N (,u,\/%) y como n=100,

sustituyendo los datos, deduce que la media muestral tiene una distribucion N (u, 2).
Ademads, en este caso se puede aplicar el Teorema Central del Limite, por ser una
muestra de suficiente tamafo.

e Apartado b. Se espera que el estudiante responda que la mejor estimacion de la media
de la poblacion es la media muestral, que en el problema dado toma el valor 110, debido
a sus propiedades de insesgadez y minima varianza. Ademas, el tamafo de la muestra y
el hecho de ser aleatoria hace que ésta sea representativa.

e Apartado c. Para calcular el intervalo (a, b) tal que P(a < u < b) = 0,9 se tipifica la

variable, esto es, P(a — X < u— x < b — x) = 0,9. De aqui se deduce que:

P (a;Jz << b_f) = 0,9. Puesto que Z = %f es la distribucion normal tipificada

N(0,1), P (a%f <Z< %) = 0,9. Buscando en una tabla de la distribucién normal

tipificada los valores centrales de Z que corresponden al 90%, obtenemos el valor 1,65
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(que corresponde al percentil de 0,9505, es decir, aproximado en dos decimales). Por

consiguiente, tenemos: P(—1,65<Z <1,65) = 0,9.‘1%92 = —1,65, y despejando
b-x

a=106,7; —~ = 1,65, por lo que b=113. Otra forma de calcular el intervalo de confianza

seria aplicando directamente la férmula: (J? + Zg)2 \%)
Apartado d. La amplitud del intervalo de confianza viene dada por (b-a) y se desea que
el error maximo (b-a)/2 sea igual a 2. Puesto que los extremos del intervalo se calculan

(b—a) _ Zo _ 1,6520 _ 32,9 1,645.20

. N —ﬁ,dedonde,n=(

Se deben tomar al menos 271 elementos.

como X + Zo/\/n, 2 =

)2= 270,6.

En una segunda sesion, a una parte de los participantes (49 futuros profesores) se les

plantearon dos tareas adicionales: a) analizar los conceptos, propiedades y procedimientos que

utilizaron para resolver el problema propuesto en la primera sesion; b) describir los errores que

podrian cometer sus futuros estudiantes en la resolucion del problema.

La pregunta a) analiza la competencia de analisis epistémico de los futuros profesores

y, por tanto, evalia un componente de la faceta epistémica de su conocimiento. Un andlisis a

priori de la solucién al problema, realizado y consensuado por los participantes sirvid para

identificar los siguientes conceptos, propiedades y procedimientos en su solucion.

Conceptos: Variable estadistica y variable aleatoria, sus medidas de posicion central y
dispersion, distribucion de la variable en la poblacion, distribucion muestral de una
media de cien elementos. Distribucion normal, pardmetros. Estimador. Probabilidad.
Intervalo de confianza, amplitud y extremos, coeficiente de confianza. Error maximo de
estimacion.

Propiedades: Aleatoriedad de la muestra, simetria de la funcion de densidad de la
distribucién normal. Representatividad muestral. Teorema central del limite. Relacion
entre la desviacion tipica muestral y poblacional y entre la media muestral y poblacional.
El 4rea total bajo la curva normal es igual a la unidad. Probabilidad del suceso
complementario. Insesgadez y minima varianza de la media muestral como estimador.
No sabemos si el intervalo de confianza construido contiene a la media de la poblacion,
pero si el tanto por ciento de intervalos construidos con el mismo tamafio de muestra
que la contienen. El intervalo de confianza siempre contiene a la media muestral. El
error maximo de estimacion es igual a la mitad de la amplitud del intervalo de confianza.
Procedimientos: Célculo de la desviacion tipica (o varianza) de la media muestral.

Tipificacion y cambio de variable. Célculo de probabilidades utilizando la distribucion
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normal. Lectura de las tablas de la distribucién normal. Construccion del intervalo de

confianza. Calculo del tamafio minimo de muestra. Manejo de desigualdades. Resolver

inecuaciones.

Por otro lado, la pregunta b) evalua parte de la faceta cognitiva, pues se refiere al
conocimiento de los posibles errores de los estudiantes en el tema (PINO-FAN; GODINO,
2015). Un anélisis a priori de los errores previsibles revela los siguientes:

e FErrores de interpretacion del enunciado. Para resolver el problema, se debe interpretar
correctamente su enunciado, identificando las preguntas planteadas y los datos
disponibles, que son los siguientes: tamafio de la muestra, media muestral, distribucion
normal de la poblacion y su desviacion tipica, coeficiente de confianza y error maximo
admisible. Cualquier error en este proceso producira resultados incorrectos.

e FErrores de tipo conceptual. La resolucion del problema precisa reconocer los tres tipos
de distribuciones implicitas en el muestreo (HARRADINE et al., 2011) y diferenciar
entre estadistico y parametro (ESPINEL et al, 2007; SCHUYTEN, 1991;
VALLECILLOS, 1999). Es importante recordar que la distribucion muestral de la media
es normal e identificar sus pardmetros (BATANERO ef al., 2004). Puede haber error al
reconocer el mejor estimador de la media muestral o tener confusiones en los conceptos
intervalos de confianza, coeficiente de confianza, extremos y error maximo admisible.
Igualmente se podria extrapolar incorrectamente la probabilidad asociada al nivel de
confianza a la probabilidad de que un intervalo contenga el valor del pardmetro que se
estima o confundir error méximo de estimacion con amplitud del intervalo (YANEZ;
BEHAR, 2009). También se pueden cometer errores al interpretar la simetria de la
distribucion normal, que es necesario utilizar para calcular la probabilidad pedida
(BATANERO et al., 2004). Finalmente, al igual que lo ocurrido en algunos futuros
profesores, se podria dar un tamafio de muestra no entero en la ultima pregunta.

e FErrores de tipo procedimental. Se podria tener dificultad al leer la tabla de la
distribucién normal N (0,1), puesto que hay que interpolar para hallar el valor pedido.
Pueden producirse errores en la tipificacion y al despejar las desigualdades que
intervienen en las dos tltimas preguntas. Finalmente, se podrian realizar errores de tipo
aritméticos al completar los célculos.

Toda la actividad formo parte de un taller sobre inferencia estadistica y su didéctica con
dos sesiones de dos horas cada una de duracion. Posteriormente a la recogida de las soluciones
a las tareas, se corrigieron y discutieron colectivamente y se trabajaron algunos recursos

didacticos para la ensefianza del tema basados en la simulacion. Todo ello con la finalidad de
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desarrollar el conocimiento didactico-matematico de los participantes sobre la inferencia
estadistica.

Las respuestas de cada futuro profesor fueron sometidas a un analisis de contenido
(DRISKO; MASCHI, 2016), técnica que permite estudiar sistematica y objetivamente textos.
Se trata de un proceso ciclico, en que el texto se divide en unidades de andlisis que son
examinadas para deducir de ellas categorias. En este caso, la unidad de andlisis fue la respuesta
de cada profesor a cada apartado de la tarea. Para formar las categorias se partié del analisis a
priori de las tareas y de algunas categorias esperadas a priori, deducidas de la investigacion
previa que se ha descrito en la Seccion 2. La codificacion de los resultados fue llevada a cabo,
independientemente, por dos de los autores, quienes discutieron los casos en discordantes y a
partir de varias revisiones, llegaron a un consenso sobre las diferentes categorias utilizadas y la

codificacion de las respuestas.

4 Resultados

Se presentan, a continuacion, los resultados de la evaluacion del conocimiento

matematico comun y de la faceta epistémica y cognitiva.

4.1. Conocimiento matematico comun

En primer lugar, se analizan las soluciones aportadas por los participantes a cada una de
las partes del problema mostrado en la Figura 1. Se describen las categorias de respuesta,
incluyendo para cada una la transcripcion literal de la respuesta de uno de los participantes,
como ejemplo. La respuesta se considera correcta si es la esperada descrita en el andlisis a priori
de la tarea, parcialmente correcta, si tiene algin fallo de poca importancia e incorrecta si
contiene errores importantes.

Resultados en el apartado a. Distribucion de la media muestral

Las respuestas a la determinacion de la media muestral se han clasificado con el
siguiente criterio:

e Respuesta correcta: el participante diferencia claramente la distribucion muestral de la
poblacional, asi como sus medias, superando la confusion consistente en no discriminar

estas distribuciones, que es frecuente entre los estudiantes (ESPINEL et al., 2007;

HARRADINE et al, 2011; SCHUYTEN, 1991; VALLECILLOS, 1999). Identifica que

la poblacidn sigue una distribucion normal y que la desviacion tipica es 20 euros, y
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deduce que la media muestral tiene una distribucion N (u, 2). Un ejemplo se da a
continuacion.

P1: Por el teorema central de limite sabemos que la distribucion de las medias muestrales de
una poblacion que sigue una distribucion N(U, o) para muestras de tamario n seguird una

distribucion N (p.,%). En nuestro caso y como la media de la poblacion es desconocida,

20 . .
tenemos que N (u, \/ﬁ) = N(, 2) (Comentario del estudiante P1).
e Respuesta correcta, utilizando la varianza en vez de la desviacion tipica en la expresion
de la distribucion normal, como el siguiente ejemplo, que directamente da la
distribucién, aunque no explica el razonamiento seguido.

P2: X~N (u,4) (Comentario del estudiante P2).

e Respuesta parcialmente correcta. Se expresa la distribucion muestral correctamente,
pero no se sustituyen los datos del problema para determinar su desviacion tipica,
posiblemente por no identificar la desviacion tipica y/o tamafio muestral en el
enunciado. Sin embargo, la respuesta y notacion utilizada indican que se diferencia la
distribucion y la media muestral y poblacional.

P3: La distribucién muestral sigue la ley normal, X~N (u, %) (Comentario del estudiante P3).

e Respuesta incorrecta, confundiendo la media muestral y poblacional. Se identifica la
desviacion tipica y la normalidad de la distribucion muestral, y se distingue la
distribucion muestral de la poblacional. Sin embargo, se supone que la distribucion
muestral es N(110, 2). Por tanto, se muestra la confusion entre estadistico y parametro
(ESPINEL et al, 2007, HARRADINE et al, 2011; SCHUYTEN, 1991;
VALLECILLOS 1999) propia de muchos estudiantes:

P4: Sea X el gasto medio de los clientes. La variable sigue la distribucién N (110,2)
(Comentario del estudiante P4).

En la Tabla 1 se exponen los resultados obtenidos en la pregunta sobre determinacién
de la distribucion muestral de la media.

Tabla 1 — Resultados en la determinacion de la distribucion muestral

Respuesta Frecuencia Porcentaje
Correcta 8 12,9
Correcta. Utiliza la varianza 1 1,6
Parcialmente correcta. No identifica datos 3 4.8
Incorrecta Confunde media muestral y poblacional 49 79,0
Incorrecta y confusa 1 1,7

Fuente: elaborada por los autores

Identificamos que menos del 20% de los participantes dieron la respuesta correcta o

parcialmente correcta, siendo mayoria los que tomaron la media muestral como media de la
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poblacion, un error frecuente en los estudiantes (ESPINEL et al., 2007; HARRADINE et al.,
2011; SCHUYTEN, 1991; VALLECILLOS, 1999). Teniendo en cuenta que el problema
planteado fue tomado de las pruebas de selectividad (LOPEZ-MARTIN et al., 2016) es factible
que esta confusion se transmita a los estudiantes, por lo que serd importante mejorar la
formacion del profesor en este punto concreto.
Resultados en el apartado b: estimacion de la media de la poblacion
En el segundo apartado se pregunta por el mejor estimador de la media de la poblacion.
Las respuestas obtenidas se han clasificado de acuerdo a los siguientes criterios:
e Respuesta correcta. El estudiante responde que la mejor estimacion de la media de la
poblacioén es la media muestral, que es la respuesta esperada en este apartado.
P5: La mejor estimacion de la media en la poblacion seria la media muestral (Comentario del
estudiante P5).
e Respuesta incorrecta. Se hace referencia al intervalo de confianza sin indicar cudl es el
mejor estimador puntual que, o bien no se conoce, o se confunde la estimacién puntual
y por intervalos.

P6: Para hacer una estimacion de la media en la poblacion podemos construir un intervalo de
confianza con un nivel de confianza de 1—a, que, de forma general, viene dado por la siguiente
_Za/z\% , X+ Za/Z% )
Z~N(0, 1), que deja a su derecha una probabilidad de a/2, es decir, P (Z > Zg):% (Comentario
del estudiante P6). ’

expresion: X siendo zy/, el valor de una distribucion normal

En la Tabla 2 se presentan los resultados obtenidos en la pregunta sobre la mejor
estimacion de la media de la poblacion. En este apartado casi la totalidad de los estudiantes da
la respuesta correcta, por lo que este punto fue bien comprendido por los futuros profesores. No
tenemos antecedentes para comparar este resultado con otras investigaciones.

Tabla 2 — Resultados en la determinacion del mejor estimador de la media

Respuesta Frecuencia Porcentaje
Correcta 52 83,9
Incorrecta: da el intervalo de confianza 4 6,4
No responde 6 9,7

Fuente: elaborada por los autores

Resultados en el apartado c: Calculo del intervalo de confianza***
Las respuestas al calculo del intervalo de confianza se han codificado en la forma
siguiente:

e Respuesta correcta. Se calcula correctamente el intervalo de confianza, bien por pasos,

como se mostrd en el andlisis a priori o aplicando directamente la férmula: (9? +

Za/2 \%), como en el siguiente ejemplo:
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P7: El intervalo de confianza para la media viene dado por: (f + 24/, =) En este caso 1-

7)
Jn
0=0,9, luego 0=0,1. Por tanto, 1-0/2=0,95 y buscando en la tabla de la N(0,1) tenemos 1,64 <

za < 1,65. Luego interpolando se tiene que z « = 1,645. Luego, el intervalo de confianza al
2

2
90% (110 — 1,645 110 — 1,645 1) = (106,71,113,29) (Estudiante P7).
e Respuesta correcta, pero no interpola en la tabla de la distribucion, obteniendo un
intervalo ligeramente diferente.
e Parcialmente correcta. No se calcula el intervalo, pero se escribe su expresion

% + 24/, — ). El futuro profesor no llega a identificar los datos que necesita, error también
12yn.

detectado por Batanero y Lopez-Martin (2020) y Loépez-Martin et al. (2019), pero

conoce la forma de calcularlo.

En la Tabla 3 se resumen los resultados obtenidos en el célculo del intervalo de
confianza, donde, de nuevo, son mayoria los futuros profesores que dan la respuesta correcta,
mostrando, por tanto, un buen conocimiento matematico del tema. Solo hay un futuro profesor
que, aunque escribe la formula, no identifica los datos y un 11,3% no llega a realizar la
interpolacion, mostrando dificultad en el uso de la tabla normal, lo que ocurre en algunos
estudiantes, segun Lopez-Martin et al. (2019). Los resultados fueron mejores que los de
Batanero y Lopez-Martin (2020), puesto que, en su estudio, 61,7% de los futuros profesores
finalizaron correctamente la construccion del intervalo. Los problemas en la identificacion de
los datos fueron muy escasos y menores que los encontrados por Lopez-Martin et al. (2019),
donde 7,1% no identificaron la distribucion muestral y 5,7% el tipo de intervalo a construir.

Tabla 3 — Resultados en la determinacion del intervalo de confianza

Respuesta Frecuencia Porcentaje
Correcta 54 87,1
Correcta: No interpola 7 11,3
Parcialmente correcta. Solo escribe formula 1 1,6

Fuente: elaborada por los autores

Resultados en el apartado d. Calculo del tamafio de muestra para un error dado
La ultima pregunta del problema pide calcular el tamafio de muestra requerido para un
error maximo de estimacion. Las respuestas se han clasificado en la forma siguiente:
e Respuesta correcta. Se calcula correctamente el tamafio de muestra, siguiendo los pasos

previstos en el analisis a priori e indicando que se deben tomar al menos 271 elementos.

1,645x20

PS8: Calculamos el tamaiio minimo de la muestra E=2= o Por tanto n =

2
(%5'20) =270,6. Se deben tomar 271 clientes (Estudiante P8).
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e Respuesta parcialmente correcta, pues el futuro profesor toma como valor de ze = 1.64
2

en vez de 1.645. No interpola y obtiene 272 elementos.
e Respuesta parcialmente correcta, donde el futuro profesor realiza los calculos correctos
pero no redondea los resultados a n>271; es decir, no tiene en cuenta que al estar

considerando personas, el tamano de muestra no puede tener valores decimales.

< 2. Es decir 1,6453—% < 2: 16,45< Vn:

g

Vn

PY: Imponemos en el calculo del error que Za /,
270,6< n (Estudiante P9).

e Respuesta incorrecta, con errores en el manejo de desigualdades al despejar el valor de

n, por lo que obtiene un valor erréneo del tamafio de muestra.

P10: E< n, entonces E=1,6451—2 < 2, despejamos y 67,65< n, luego 68< n (Estudiante P10).

En la Tabla 4 se exponen los resultados obtenidos en la pregunta sobre determinacién
del tamafio de muestra necesario para un error maximo de estimacioén. De nuevo, la mayor parte
de participantes en el estudio responde correctamente, aunque se observan algunos errores de
interpretacion, manejo de desigualdades o interpolacion. No tenemos antecedentes para
comparar nuestros resultados en este punto.

Tabla 4 — Resultados en la determinacion del tamafio minimo de muestra

Respuesta Frecuencia Porcentaje
Correcta 50 80,6
Parcialmente correcta: no interpola 2 3,2
Parcialmente correcta: mal interpretado 6 9,7
Incorrecta: error al despejar n 4 6,5

Fuente: elaborada por los autores

En definitiva, los futuros profesores de la muestra manifiestan un buen conocimiento
matematico comun del contenido, excepto en la confusion de estadistico y parametro (apartado
b) y algunas dificultades de tipo algebraico, como el manejo de desigualdades y la interpolacion.
No se observa, en el estudio, la incomprension de los pasos en la construccion del intervalo de
confianza, citada por Yanez y Behar (2009). Al comparar con la investigacion de Batanero y
Lopez-Martin (2020), el porcentaje de futuros profesores que llega a construir correctamente el
intervalo es mayor en el presente estudio. Estas autoras no pidieron hallar el tamafio minimo de
muestra para un error dado de estimacion, ni hallar el mejor estimador de la media poblacional,

por lo que los resultados en estos apartados son novedosos.

4.2 Conocimiento en la faceta epistémica

Para evaluar la faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico se propuso a
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una submuestra de 49 futuros profesores, que previamente habian resuelto el problema analizar
los objetos matematicos necesarios para realizar la tarea. El andlisis de la respuesta esperada se
ha incluido en la Seccién 3.1.

En la Tabla 5 se presentan algunos resumenes estadisticos del nimero de conceptos,
propiedades y procedimientos identificados por cada futuro profesor en esta tarea. Se obtuvo
una media de 11,4 objetos correctamente determinados por cada participante, y, aunque se
cometen algunos errores, el nimero total de objetos incorrectos no llegoé a 1 por profesor. Hubo
mucha variabilidad en el nimero de objetos correctamente identificados, llegando en un caso a
25.

Tabla 5 — Restimenes estadisticos de objetos matematicos identificados por participante
Minimo Miaximo Media Desviacion tipica

Numero de conceptos correctos 1 18 7.8 33
Numero de propriedades correctas 0 2 0,6 0,9
Numero de procedimentos correctos 0 7 2,7 1,9
Total objetos correctamente identificados 3 25 11,4 4.8
Objetos incorretamente identificados 0 6 0,31 0,6

Fuente: elaborada por los autores

Los conceptos mas frecuentemente identificados fueron los de muestreo, muestra,
poblacion (en total 103 referencias a alguno de estos conceptos), intervalo de confianza y sus
limites o coeficiente de confianza (73 casos), variable estadistica o aleatoria (51 referencias),
distribucion muestral (48 participantes), medidas de dispersion (40 citas) o posicion central
(34), y con poca frecuencia, distribucion normal (4 casos) y error de estimacion (5). No se cita
la distribucion de la variable en la poblacion, la probabilidad, pardmetro o estimador. Pero, la
mayor parte de los conceptos identificados en el andlisis a priori de la tarea fueron citados,
algunos con alta frecuencia, por lo que los futuros profesores mostraron una buena competencia
en la identificacion de conceptos dentro de la tarea.

Respecto a los conceptos incorrectamente identificados, hay 21 referencias al teorema
central del limite, que se toma como concepto y no como propiedad. Algunas propiedades
consideradas como conceptos son la desigualdad (nueve casos) y proporcionalidad (un caso).
Un estudiante considera que la tipificacion es un concepto, en vez de un procedimiento y otros
cinco resolver la ecuacidn de primer grado, que, ademas, no se requiere en la tarea.

El segundo tipo de objeto matematico mejor identificado son los procedimientos,
llegando, en alglin caso, hasta siete, y en promedio tres por cada futuro profesor. Lo mas sencillo
fue observar la necesidad de calcular el intervalo de confianza (26 casos) y usar calculos de tipo
algebraico (27 futuros profesores), asi como la lectura de la tabla de la distribucion normal (21
citas) y tipificacion (quince participantes). Con menor frecuencia se alude al calculo de media

o desviacidn tipica (trece participantes), calculo de probabilidad (nueve casos), calculo de error
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admisible (seis) o céalculo del tamafio de la muestra (nueve casos). No se hace referencia al
manejo de desigualdades o resolucion de inecuaciones.

Son muy pocos los procedimientos incorrectamente identificados, al ser innecesarios en
la solucién de la tarea, entre otros, procedimientos combinatorios, sumatoria, recoger datos o
representarlos en tablas. Un participante toma la simetria de la normal que es una propiedad
como procedimiento e igualmente la distribucion muestral, que es un concepto, como
procedimiento. En resumen, fue menor la competencia de los futuros profesores para identificar
los procedimientos requeridos en la tarea propuesta, aunque son pocos los que los identifican
incorrectamente.

Fue muy escasa la referencia a propiedades, la mas citada la simetria de la distribucion
normal (nueve casos) y dos o tres citas de cada una de las siguientes: aleatoriedad o variabilidad
de la muestra, propiedades de la distribucion normal o de la normal tipificada, propiedades de
la probabilidad, relacion entre media muestral y poblacional, probabilidad del suceso contrario
o que la media es el mejor estimador.

Este es el punto en que la competencia de los futuros profesores en la faceta epistémica
fue menor, pues nuestro analisis a priori muestra un gran nimero de propiedades requeridas en
la solucion de la tarea y vemos que son pocos estudiantes (un a tres) los que citan alguna de
ellas. De hecho, ninguno cita el teorema central del limite como propiedad, aunque vimos, en
el punto anterior, que varios lo clasifican como concepto. Tampoco se hace referencia a la
relacion entre la desviacion tipica muestral y poblacional, y entre la media muestral y
poblacional o que el area total bajo la curva normal es igual a la unidad, insesgadez y minima
varianza de la media muestral como estimador. Tampoco las propiedades referidas al intervalo
de confianza, ni la relacion entre su amplitud y el error maximo de estimacion son consideradas
en el analisis de los participantes.

No contamos con investigaciones previas que analicen la faceta epistémica del profesor

en inferencia, por lo que el trabajo aporta resultados originales en este punto.

4.3 Conocimiento en la faceta cognitiva

Para evaluar la faceta cognitiva del conocimiento didactico-matematico de los
participantes en el estudio, se propuso a la misma submuestra de 49 futuros profesores describir
los errores previsibles del estudiantado de bachillerato al realizar la tarea que ellos habian
resuelto previamente.

En la Tabla 6 analizamos cudles de estos errores fueron identificados por los
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participantes en el estudio. Se puede constatar el pequefio nimero de errores previsibles que
fueron capaces de predecir los futuros profesores, no llegando a cinco en promedio, siendo los
errores procedimentales los mas frecuentemente citados. Sin embargo, algunos futuros
profesores, como el siguiente ejemplo, citaron una buena parte de los errores previstos en el
analisis previo de la tarea:

Pl11: Los errores mas tipicos en este tipo de problemas pueden ser tanto de planteamiento del
procedimiento, errores conceptuales y procedimentales, y en la interpretacion de los resultados.
Mas concretamente, en la identificacion de la media muestral, comprender bien el concepto de
intervalo de confianza, saber aplicarlo, saber obtener la formula a partir de la tipificacion e
interpretarlo. También, puede haber dificultades en la aplicacion de la formula para conseguir
el tamario minimo de la muestra mediante el error mdximo admisible y en la interpretacion del
resultado obtenido (Comentario del estudiante P11).

Tabla 6 — Resumenes estadisticos del nimero de errores identificados por participante
Minimo Maximo Media D. tipica

Errores interpretacion 0 3 0,5 0,6
Errores conceptuales 0 13 1,6 0,6
Errores procedimentales 0 7 2,5 1,6
Numero total de errores 0 15 4,5 2

Incorrectos 0 4 0,6 0,9

Fuente: elaborada por los autores

Errores de interpretacion del enunciado

Apenas uno de cada dos participantes en el estudio fue capaz de citar un posible error
de interpretacion del enunciado o de los resultados obtenidos en las diferentes partes del
problema planteado, siendo 28 los que no nombraron ninguno y sélo un participante pudo citar
tres de ellos. Lo mas frecuente fue indicar que podria haber errores al interpretar los datos, sin
indicar especificamente qué datos (dieciséis casos), seguidos por la identificacion incorrecta del
coeficiente de confianza (diez participantes). Con siete citas se menciona la interpretacion
incorrecta de las preguntas planteadas, dos a no identificar la variable en estudio y otra a
interpretar incorrectamente el intervalo de confianza. Ninguno indicé dificultades posibles en
la identificacion del dato sobre error maximo admisible, tamafio de muestra, distribucion de la
poblaciéon o sus parametros. Fue mayor la deteccion de errores de interpretacion en la
investigacion de Lopez-Martin et al. (2019), donde los futuros profesores citaron, también, la
posibilidad de error de interpretacion del nivel de confianza.
Errores conceptuales

A pesar del gran nimero de conceptos y propiedades que se requiere comprender para
resolver el problema, los participantes en el estudio no prevén dificultades con los mismos, no
llegando a citar dos errores de este tipo en promedio. Lo mas frecuente fue prever la confusion
entre estadistico y parametro (26 citas), denunciada por Espinel et al. (2007), Schuyten (1991)
y Vallecillos (1999) y también identificada en el estudio de Lopez-Martin et al. (2019). Catorce
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participantes indicaron que los estudiantes podrian tener dificultades de comprension de las
propiedades o forma de la distribucidon normal, aunque olvidan posibles problemas en
identificar sus parametros parametros (BATANERO et al., 2004). Otros diez indicaron que se
podria confundir error maximo de estimacioén con amplitud del intervalo de confianza; ocho
sefialaron no identificar el mejor estimador de la media muestral; siete citaron errores en la
identificacion de la distribuciéon muestral; seis, propiedades incorrectamente aplicadas del
intervalo de confianza; cinco mencionaron no identificar o aplicar incorrectamente el teorema
central del limite y tres apuntaron a aplicar incorrectamente propiedades de la probabilidad.

Ninguno cité que se podria realizar una interpretacion incorrecta de la probabilidad
asociada al nivel de confianza (YANEZ; BEHAR, 2009), que si fue identificado en el trabajo
de Lopez-Martin et al. (2019), ni que se podria dar un tamafio de muestra no entero en la Gltima
pregunta. También, hay diecisiete participantes que indicaron que se pueden dar errores
conceptuales sin especificar cuales, y doce que incorrectamente citaron posibles errores al
identificar el tipo de muestreo utilizado.

En definitiva, aunque se citan la mayor parte de los errores previstos en nuestro andlisis
a priori de esta tarea, el nimero de participantes que nombra cada uno de ellos es muy bajo,
mostrando la necesidad de reforzar el conocimiento de este tipo de errores en los futuros
profesores.
Errores procedimentales.

Estos son los errores mas facilmente reconocidos en la muestra, pues en promedio llegan
a nombrar entre cuatro y cinco cada futuro profesor. Lo mas frecuente (54 casos) fue indicar
error en los calculos realizados, aunque, de hecho, este error no debiera ser muy importante,
pues los estudiantes tienen calculadoras y pueden trabajar con el ordenador, por ejemplo, la
hoja Excel para realizar sus célculos. Hay 32 futuros profesores que indicaron la dificultad que
puede surgir al leer la tabla de la distribucion normal, dado que hay que interpolar y hay varios
tipos de tablas. Diecisiete citaron posibles problemas en la tipificacion, error que fue
frecuentemente citado en el trabajo de Lopez-Martin et al. (2019); tres en olvido de formulas y
otros tres en manejo de desigualdades, con un caso citando especificamente error en el calculo
del intervalo de confianza. De nuevo, se citan todos los errores previstos en nuestro andlisis a
priori de la tarea, aunque la mayoria de ellos por pocos participantes. Tampoco hay errores
procedimentales incorrectamente identificados, aunque cinco casos indicaron, simplemente,
que se pueden dar errores procedimentales, sin indicar en qué consisten.

En consecuencia, los futuros profesores que participaron en el estudio muestran algin

conocimiento de la faceta cognitiva, que debiera mejorarse para lograr que puedan predecir, de
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forma efectiva, todos los posibles errores de los estudiantes en problemas de inferencia y

conseguir, de este modo, que planifiquen la mejor forma de ayudarles a superarlos.

5 Conclusiones

El objetivo del trabajo fue analizar componentes del conocimiento didactico-
matematico (GODINO, 2009; GODINO et al., 2017; PINO-FAN; GODINO, 2015; PINO-FAN;
ASSIS; CASTRO, 2015; SCHEINER et al., 2019) de futuros profesores espafioles sobre la
distribucion muestral y el intervalo de confianza. En concreto, se abord6 la evaluacion de su
conocimiento matematico comun y de las facetas epistémicas y cognitiva de estos temas.

El conocimiento matematico comuin se abordd pidiendo a los participantes que
resolviesen un problema similar al que deben ensefiar a sus estudiantes. Los resultados de la
evaluacion de las soluciones a este problema indican buenos conocimientos matematicos
comunes del contenido en los futuros profesores de la muestra sobre la distribucién muestral y
el intervalo de confianza. Los futuros profesores, en su mayor parte, obtuvieron la distribucién
muestral correcta, mejor estimador de la media, intervalo de confianza y tamafo de muestra
requerido para un error dado de muestreo. Los resultados son mejores que los obtenidos en las
investigaciones de Batanero y Lopez-Martin (2020) y Yafiez y Behar (2009).

No obstante, se observa en un porcentaje importante de participantes la confusion entre
estadistico y parametro y, puntualmente, otros errores detectados en investigaciones previas con
estudiantes (ESPINEL et al, 2007; HARRADINE et al., 2011; SCHUYTEN, 1991;
VALLECILLOS, 1999). Por tanto, seria necesario hacer consciente a los futuros profesores de
esta confusion que podrian transmitir a sus estudiantes.

Para estudiar la faceta epistémica sobre la distribucion muestral y el intervalo de
confianza se pidi6 a una submuestra de futuros profesores analizar la tarea que habian resuelto
previamente e identificar los conceptos, propiedades y procedimientos requeridos para
resolverla. Los futuros profesores llegan a analizar la tarea e identificar en ella algunos de los
objetos matematicos previstos en el andlisis a priori. Sin embargo, el nimero de objetos
identificados no fue muy alto y hubo dificultad para el analisis de los conceptos y propiedades
que se deben utilizar en la resolucion de los problemas planteados. Sera necesario reforzar este
componente del conocimiento didactico-matematico del futuro profesor sobre la distribucidén
muestral e intervalo de confianza, para que adquiera la competencia de analisis de las tareas
que sobre estos temas propone a sus estudiantes.

Fueron algo mejores los conocimientos de los posibles errores que los estudiantes
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podrian cometer en los procedimientos asociados a las tareas propuestas, aunque, todavia
insuficientes. La mayor parte identificd los errores relacionados con el célculo, lectura de la
tabla de la distribucion normal o la tipificacion. Sin embargo, muy pocos participantes en el
estudio identificaron dificultades con la interpretacion del enunciado y resultados, asi como con
los conceptos y propiedades que se deben aplicar. Ademas, el numero de futuros profesores que
detecta la mayor parte de los conceptos, propiedades y procedimientos que hemos expuesto en
el anélisis a priori de la tarea fue pequeno. En estos resultados hubo coincidencia con los
obtenidos por Lopez-Martin et al. (2019).

En conclusién, el estudio apunta a la mejora de la formacion del profesorado de
matematicas en relacion a la inferencia estadistica, para completar su conocimiento matematico
especializado en las facetas epistémica y cognitiva que se mostro suficiente. Como sugieren
Viésquez y Alsina (2015), es indispensable mejorar la preparacion de los profesores, sobre todo
en aquellos temas para los cuales no recibieron preparacion didactica durante su formacion
inicial, como es el caso de la inferencia estadistica.

Aunque el estudio es limitado por el caracter local de la muestra de participantes,
creemos que estas carencias de conocimiento se podrian repetir en otros contextos, ya que como
ponen de manifiesto Mufiiz-Rodriguez et al. (2016), los mismos profesores reconocen carencias
en su formacion didéctica. Las tareas planteadas y analizadas en este trabajo pueden servir de
pauta para organizar la formacion relacionada de los docentes y mejorar en consecuencia la

enseflanza de la inferencia estadistica.
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