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Resumo

Nos testes para atributos € importante avaliar i@i@hcia dos inspetores que julgam a
qualidade do produto. Este trabalho apresenta untode bayesiano para avaliacdo de
inspetores em testes de conformidade e nao-cordadmi Avaliacbes em que nao se
encontram disponiveis a real classificagdo dos ptosl também séo discutidas.
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de classificacaoavaliacao de inspetores, inferéncia bayesiana.

1. Introducao

m dos grandes problemas em esta- HARRIS & CHANEY (1969) e

belecer um sistema de controle paraJOHNSON, KOTZ & WU (1991) apresen-

produtos com qualidade definida de tam numerosos estudos que verificam que os
forma qualitativa esta na falta de informa- erros de classificagdo podem comprometer
cbes sobre a eficiéncia dos inspetores relaseriamente o processo de inferéncia estatisti-
cionada a classificacdo de itens em confor-ca e, conseqglentemente, o processo de
mes ou nao-conformes. Dois tipos de erroscontrole estatistico da qualidade. Sendo
de classificacdo sdo possiveis: o erro tipo lassim, torna-se evidente que a avaliacdo da
que classifica um produto como conforme, qualidade tem consideravel dependéncia
sendo na realidade ndao-conforme; o erro tipocom a eficiéncia de classificagéo feita pelos
Il que classifica um produto como n&o- inspetores no controle de qualidade de
conforme, sendo na realidade conforme. atributos.
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OHTA, KASE & ASAO (1980) apresen- nao qualificado para situagbes que existam
tam um modelo probabilistico para classifi- ou ndo informacdes amostrais sobre os erros
car inspetores em qualificados e naode classificacdo. O esquema proposto utiliza
qualificados. Neste modelo, os autoresa distribuicdo de probabilidade dos erros de
assumem que o0s erros sao completamentelassificacdo, o que evita a sua especificacao
especificados e validos para todos inspeto-exata, além de incorporar a variacdo entre
res. Estes séo fatos que comprometem serianspetores.
mente a validade e operacionalizacdo do Assim, serdo discutidos trés casos fre-
modelo, pois ndo é facil especificar comple- qientes em situacdes reais de andlise. O
tamente os erros de classificacdo assinprimeiro, denominado caso basico, contém
como também é incorreto considera-lostodas as informagfes quantitativas amostrais
idénticos para todos inspetores. em relacdo aos erros de classificacdo. O

No modelo de Ohta, Kase & Asao ha segundo, o caso 1, apresenta informacdes
ainda a necessidade do conhecimento das seuantitativas amostrais somente para aque-
guintes informacdes quantitativas amostrais:les produtos que foram classificados como
a) numero de produtos conformes classifica-ndo-conformes. O Ultimo, o caso 2, nao
dos como conformes; b) numero de produtosapresenta informacfes quantitativas amos-
conformes classificados como nao-confor-trais em relacdo aos erros de classificacao.
mes; ¢) numero de produtos ndo-conformes Na secdo 2 deste trabalho constam os
classificados como néo-conformes; d) nume-modelos probabilisticos associados aos erros
ro de produtos ndo-conformes classificadosde classificacdo, enquanto as funcdes de
como conformes. Neste contexto, os autoresrerossimilhanca, para os modelos probabi-
ndo consideram situacfes em que ndo sésticos propostos, estdo descritas na se¢éo 3.
encontram disponiveis todas informacgfesJa na secéo 4, a avaliacdo da eficiéncia dos
amostrais sobre os erros de classificacdo. inspetores é formulada como um teste de

A proposta deste trabalho € apresentahipéteses bayesiano. Um exemplo ilustrativo
um procedimento probabilistico capaz deé descrito na se¢éo 5 e, finalmente, na secao
classificar um inspetor em qualificado ou 6 estdo apresentadas as conclusodes.

2. Modelos Probabilisticos

onsidere uma amostra aleatéria deerradamente (erro tipo Il) sdo respectiva-
tamanhon retirada de uma popula- mente:
¢cdo com proporcao de itens confor-

mes ) desconhecida. Cada membro da p(l1-e)=p;,

amostra é classificado como pertencente a

um dos grupos: conforme ou ndo-conforme. d-p)e, =py,

Sejag, a probabilidade de um elemento (2.1)
conforme ser classificado erradamente como A= P)(1-€,) = Py
nado-conforme,e, a probabilidade de um
elemento ndo-conforme ser classificado P& =17 Py~ P~ P = Py
como conforme.

As probabilidades de um elemento serou seja, na verificagdo de produtos o
classificado como conforme corretamente,nimero de classificados como conforme
conforme erradamente (erro tipo 1), ndo- corretamente, conforme erradamente, néo-
conforme corretamente ou n&o-conformeconforme corretamente e nao-conforme
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erradamente seguem uma distribuicdo mul-e ndo-conforme erradamente seguem uma

tinomial com parametrog,,, p,, P €N. distribuigdo multinomial com parametros
As probabilidades de um produto ser p,,, p,, €n.

classificado como conforme, ndo-conforme As probabilidades de um elemento ser

corretamente, nao-conforme erradamenteregistrado como conforme e nao-conforme,

(erro tipo 1), sdo respectivamente: sao respectivamente:
p(1-€)+ - ple, = Py p(1-&)+(1-p)e, = psy 03
- p)(1-e)=p, 22)  pe+Q-pl-e)=l-py=p,
Pe =1- Py~ Py = Pag O numero de produtos classificados como

conforme e nao-conforme seguem uma
O numero de produtos classificados distribuicdo multinomial (Binomial) com
como conforme, ndo-conforme corretamenteparametrosp,, en.

3. Funcao de Verossimilhanca

ara uma amostra aleatoria de  conformes classificados como conformes.

elementos, considerg o numero de A funcdo de verossimilhanca adequada

produtos conformes classificados ao processo de inferéncia depende da
como conformesx 0 numero de produtos disponibilidade da informacdo amostral
conformes  classificados como  ndo- [X =(x,X,,X;,X,)]. Se o0s valores de
conformes; X, 0 numero de produtos néo- X;,X,,X%; e€X, sao conhecidos (caso basico), a
conformes classificados como  ndo- fungado de verossimilhanca pode ser expressa
conformes ex, 0 numero de produtos ndo- como

L(%, %, %, X, /0, p,6,6) 0 pi ps pls P
(3.1)

O [p(-e)*[(1- p)L-&)I*[(1- p)e]™[pel™

Se a informagéo disponivel far=x, +x,;X, €%, (caso 1) entdo a funcdo de verossimi-
Ihanca adequada € dada por

X3~ X

L(r,X;, X, /N, p,e,e)0 py P P
(3.2

O [p(l-&)+@- pe,] [(1- p)L-e)l*[pgl™

A equacéo (3.2) pode ser reescrita, utilizandanérnio de Newton, como se segue:

L(r %%/, P, zmp 1-p)ea-e) leld-e):  (3.3)
i=0
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Se a informacdo disponivel for a funcdo de verossimilhanca adequada é
r=x+X,;S=n-r =x,+X; (caso 2) entdo dada por

L(r,s/n,p,e,e)0 pi; p5
(3.4)

O [p(l-&)+@1-p)e)l [pe+@1-pd-e)°

Toda incerteza introduzida por via dos (3.4), utilizando o bindmio de Newton,
parametros relativos aos erros pode ser vistaomo se segue:
mais claramente reescrevendo a funcao

L(r,s/n p,e,e) 0 ZZ @[nt—rj Pt A-p) e (1-e) e l-8,) (3.5)

j=0 t=0

Na equagéo (3.5) os valores gee, séo Uma alternativa, apresentada em GABA
desconhecidos. Em conseqiiéncia disso & WINKLER (1992), é utilizar uma analise
funcdo de verossimilhnanca é funcédo de trésayesiana para evitar os problemas da
parametros:p, g ,e,. Neste caso o estima- maximizacdo da fungado de verossimilhanca.
dor de maxima verossimilhanca ndo é unico,Julgamentos prévios, incorporados em uma
ou seja, a funcdo de verossimilhanga édistribuicdo a priori, proporcionam a
maximizada para todos os poni{gs, e, ,e,) informacé&o necessaria para evitar problemas
tal que pl—¢g)+ (@-p)e, =r/n (GABA & de identificacdo, como o ocorrido na
WINKLER, 1992). Neste caso, a inferéncia maximizacéo da funcéo de verossimilhanca.
cladssica torna-se de dificil solucdo dado a
impossibilidade de avaliag ee,.

4. Andlise Bayesiana

ma analise bayesiana possibilita julga- saria para avaliagéo da eficiéncia dos inspetores.
mentos prévios e, por meio dos dados Considere uma distribuic@ priori que
amostrais, fornece informacdo neces-pode ser expressa da seguinte maneira:

f(p.e,&)="f,(p/a.p)fs(&la,B)fs(8]a,05) (4.1)

onde f,(a/c,d)=a**(l-a)’*/B(c;d ) re- frequentemente, em modelos bayesianos
presenta uma funcdo densidade Beta conenvolvendo propor¢cdes (BERGER, 1985).
parametros(c e d); B(c;d) =T (c)r(d)/ A funcdo densidade conjunga posteriori
M(c+d); a,B,a,,p,0,,0, assumem dee,e, e p € obtida quando se multiplica a
somente valores positivos @,6,e, sdo funcdo de verossimilhanca pela funcéo densi-
independentes. A equacdo (4.1) € umdadea priori e uma constante de proporciona-
produto de funcdes densidades Beta. Adidade, como requerido pelo teorema de Bayes.
distribuicdes Betas séo capazes de represeronsiderando as equacodes (3.1), (3.2) e (3.4) a
tar inUmeros tipos de informac¢des com funcdo densidade conjunta posteriori de
respeito a uma proporcdo e sdo usadasg,e, e p pode ser expressa como:
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fo(P/ X + X +a; % + X, + B) (6] X, + a1 % + B))
X fy(e /X, +a,; % + B,), para o cas basico

Sw, fa(plr=j+%+a;]+% +B)fs(e/% +ayr = |+ 5,)
~\ _ i=0
f(p.&.& /%)= x fy(e,1 j+ay; %+ B3,), para o cas 1

r_ n-r

Wi fp(p/n=-j-t+a;j+t+f)fs(e/n-r-t+a,;r-j+p)

i=0 t=0

xfy(e/]+a,t+f,), paraocas 2

(4.2)
onde
_
W =— !
Zai
j=0
_ &
th T r ner '
ZZan
j=0 t=0
com

()
o[

Aqui o objetivo principal € verificar a ¢ ee, se obtém integrando a funcao densi-
eficiéncia dos inspetores. Neste caso as fundade conjunta posterioride g ,€, e p, com
cbes densidades marginasposterioride  respeito @, no intervalo de variacao [0;1] e,
g ee, sdo de particular interesse. A funcao considerando que € independente dos erros
densidade marginal conjungaposterioride  de classificacao, ela é expressa por:

jB(r—J+x2+aJ+x3+ﬂ)B(x2+a1, i+ BB +aix + By);

( jB(n—j—tw;j+t+ﬁ)B(n—r—t+a1;r—j+ﬂl>B(j+az;t+ﬁz).

fale/ X, +anx +B)fs(e, /X, +a,, %+ 5,),
para o cas basico

Sw fp(e /% +anr—j+B) (e |+ %+ By),

j=0

f(e,e/X)= paraocas 1 (4.3)

Wi fp@/n-r—t+ay,r-j+pB)is(&/|+a;t+ /),

para o cas 2
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Deve-se observar que a fungao densidadev; pode ser interpretado como a probabili-
marginala posterioride g ee, proporciona dadea posterioride quex, = j, quando se
uma representacdo completa da incertezaem como informacao disponivel= x; + X, ,
sobre g ee, segundo a amostra e a infor- X, ex;.
macéoa priori. O modelo bayesiano produz, No caso bésico, a distribuicagposteriori
assim, uma ferramenta eficaz para avaliacdale e ee, independe da distribuic&opriori
dos inspetores. dep, ou seja ndo é necessario avatirae [,

Observa-se também que a funcdo densisendo suficiente a informacéag, x,,X; €X,.
dade marginah posterioride e ee,, parao Nos casos 1 e 2, como ndo se sabe perfeita-
caso 1 e 2, é uma mistura de distribuicbes damente o que foi classificado corretamente e
mesma forma que a funcdo densidadeincorretamente, é necessario ter nogio
marginala posterioripara o caso basico. O priori sobrep.
peso w;, pode ser interpretado como a Considere que um inspetor é qualificado
probabilidadea posterioride quex; =t e se g <a, ee, <a,. Neste caso, trata-se de
X, =], quando se tem commformacdo realizar um teste de hipGtese bayesiano no
disponivelr =x, +x, € s=X, +X;. O peso qual as alternativas séo:

H,:e <a ee, <a, (inspetorqualificado)

H, : caso contario (ingpetor ndoqualificado)

Se P(H,/X)>P(H,/X) entdoH, deve valor P(H,/X)=1-P(H,/X) pode ser
ser aceita como hipotese mais plausivel. Ocalculado como:

P(Ho/R)= [ "] f(ere,/R)dede,, (4.4)

onde f(e,e,/X) é dada pela equacéo (4.3) de chances posteriorj é bastante Util para
para o caso basico, caso 1 e caso 2. A relatlomada de deciséo final. Quanto maior for a
cdo P(H,/X)/P(H,/X), denominada razdo razédo, mais plausivelld, em relacdo &, .

5. Exemplo llustrativo

ma empresa de azulejos desejax,=1lex; =4 (caso 1) e o inspetor Il

avaliar a eficiéncia de trés inspeto- apresentoux, =44; x, =1 X, = 4e x, =1

res (inspetor I, 1l e Ill). A caracteris- (caso basico).
tica de qualidade observada pelos inspetores Técnicos da empresa concluiram que a
€ a cor do produto azulejo. Os azulejosDistribuicdo Beta poderia representar satis-
amostrados sao classificados como conforfatoriamente a informacé@ priori dos
mes ou ndo-conformes. A empresa considergarametrose;,e,, p e estes poderiam, por
um inspetor eficiente see <005 e  sua vez, serem considerados independentes.
e, < 005. Adotou-se entdo uma funcdo densidade

Cada inspetor classificou 50 azulejo ( conjunta a priori f(p,e,e)=

escolhidos aleatoriamente da producdo. A= f,(p/a,B)fs(e/a,B)fs(e/a,,5,),
informacéo disponivel para o inspetor | foi com constantes desconhecidass, ai, 5,
r=45 es=5 (caso 2); o inspetor tl=45;  , S.
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Para os calculos das referidas constantes todos as fun¢Bes densidade de probabili-
desconhecidas pode-se aplicar o Métododade, estimadas pelo método grafico pelos
Delfhos (WINKLER, 1967) conjuntamente demais componentes, sem sua respectiva
com o método grafico (SPETZLER & identificagcdo. As solucbes sao discutidas e
HOLSTEIN, 1975). O método grafico con- questionadas. O processo se repete, com
siste em solicitar a cada técnico que realizenovas estimacdes graficas, até acontecer um
sucessivas subdivisbes subjetivas do interconsenso.
valo, que abranjam todos os possiveis Admita, por exemplo, que os valores
resultados da variavel aleatdria em parteda=50; =5, ;1 =2, /=60, a>=2;
equiprovaveis. Isto torna possivel realizar, 5, = 60] foram os valores consensuais dos
ou selecionar de um conjunto, um grafico datécnicos. As figuras 5.1 e 5.2 representam
funcdo densidade Beta, associado aosespectivamente as distribuicOes priori
respectivos parametros que melhor represenBeta dee e p. As distribuicbesa priori de
tem os pensamentos subjetivos dos técnicose ee, foram consideradas idénticas.
Tabelas relacionando percentis com aObserve que 0s técnicos associarpriori
respectiva funcdo densidade Beta podemprobabilidades despreziveis para erro de
facilitar esta etapa. Tais tabelas s&o enconelassificacdo € ee,) superior a 0,15 e
tradas em PEARSON (1968). proporcao de azulejos conformes ibferior

No Método Delfhos é obtido o consenso a 0,7.
entre os técnicos. Ele consiste em apresentar

20 107
10 5
07 T T T T 07 T T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.7 0.8 0.9 1.0
Figura 5.1: Distribuicdo Beta para Figura 5.2: Distribuicdo Beta para
el fs(e /260)] Pl fs(p/505]

Neste caso, trata-se de realizar testes de higdbagesianos em que as alternativas sao:

H,: e <a =0,05ee, <a, =0,05 (inspetorqualificado)

H, : caso conrio (inspebr ndo quéificado)

Se P(H,/X)>05 entdo H, deve ser inspetores I, Il e lll e apresentar o resultado
aceita como hipotese mais plausivel. do teste de hipdteses. A rotina encontra-se
Por conta disso, foi implementada uma disponivel aos interessados mediante solici-
rotina computacional, interativa com o0 tacao direta com os autores.
usuario, por meio do programa MINITAB, A Tabela 5.1 apresenta os valores de
com objetivo de calculaP(H,/X) para os P(H,/X) para os inspetores I, Il e lll. Pode-
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se observar que para todos os inspetoresidera-los eficientes em relacdo a exigéncia da
avaliados, a decisdo mais plausivel foi con-empresa¢ < a, = 0,05ee, < a, =0,05).

Tabela 5.1 : Resultado dos testes bayesianos pasainspetores |, 1l e .

INSPETOR INFORMACAO AMOSTRAL P(H,/X) RAZAODE DECISAO

(X) CHANCES
I r =45es=5 0,692 2,23 AceitaH ,
Il r =45;x, =lex; =4 0,738 2,82 AceitaH ,
1 X, =44 X, =1 X, = dex, =1 0,585 1,41 AceitaH

O valor deP(H,/X), para o inspetor Il testes, do tipo do caso basico, originados
(caso 1), pode ser interpretado como umapelos possiveis valores dg, X,, X; €X,, que
média ponderada (com peso dado pgn satisfacam as relagdesr=x +X, €
dos valores deP(H,/X) calculados para s=Xx,+X;, com peso dado pow, . Isto
r+1 testes, do tipo do caso basico, origina-torna evidente a maior precisdo do teste
dos pelos possiveis valores agex, que realizado para o inspetor Il (caso basico)
satisfacam a relacég + x, =r. A interpre- uma vez que este ndo apresenta a necessida-
tacdo deP(H,/X) para o inspetor | (caso 2) de de avaliar possiveis resultados amostrais
€ similar, considerandor«1)x (n-r+1) (calculo dew; ew; )

6. Conclusao e Consideracoes Finais

m controle de qualidade para atribu- ta informacdes quantitativas amostrais em

tos, os erros de classificacdo dos ins-relacdo aos erros de classificacéo.

petores podem causar um significati- Conforme este trabalho, o caso basico
VO impacto nas conclusdes sobre o processaapresenta-se como a analise mais informati-
Por isso mesmo, antes de analisar o processea e precisa nas atividades de classificacdo
de producédo deve-se avaliar a capacidadeom possibilidade de erros. Por isso, deve
dos inspetores em distinguir produtos confor-ser utilizado na medida do possivel. Os
mes e nao-conformes com o padrdo. Associcasos 1 e 2 apresentam-se como modelos
ada a esta questdo, e até por consequéncgue podem ser interpretados como uma
dela, surge a necessidade de treinamentomédia ponderada de possiveis testes, do tipo
intensivos ou ndo dos inspetores. do caso basico, originados pela informacao

Neste trabalho, o procedimento bayesianoquantitativa amostral parcial ou ausente dos

permitiu considerar a avaliagdo dos inspe-erros de classificacdo. A maior contribuicdo
tores sob trés possibilidades de disponibili-deste trabalho localiza-se no calculo dos
dade de informacao. A primeira possibilidade, pesos da média ponderada.
gue foi denominada de caso basico, contém Por sua grande flexibilidade, o modelo
todas as informacdes quantitativas amostraigambém sugere aplicagdo ao estudo de
em relacdo aos erros de classificacdo. Acendrios e em treinamentos de novos inspe-
segunda, chamada de caso 1, apresenta infoteres. Trata-se, portanto, de uma alternativa
macdes quantitativas somente para aquelesperacional e padronizada que € capaz de
produtos que foram classificados como ndo-avaliar a eficiéncia de inspetores em testes
conformes. A Ultima, o caso 2, ndo apresen-de conformidade e ndo-conformidade.
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BAYESIAN EVALUATION OF INSPECTORS IN STATISTICAL
ATTRIBUTES CONTROL

Abstract

When testing for attributes, it is important to @ss the inspectors’ efficiency as they judge
the product quality by classifying it as conformimgnon-conforming. This work presents a
bayesian method for evaluating sensory inspectocduding discussions about situations in
which classifications are made for which the reate of the product is not known.

Key words: quality control; attribute sampling; c&sification error; evaluation o

inspectors; bayesian inference.



