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Este artigo apresenta o planejamento da manufatura no nivel tatico como um problema de fluxo
em redes com restrigoes adicionais. Mostra que, por esta formula¢do, o modelo matematico possui
uma estrutura muito esparsa e particular. O aproveitamento desta caracteristica encoraja o
desenvolvimento de algoritmos especiais dedicados a problemas de grande dimensdo, como é o caso
dos sistemas de manufatura multiprodutos, multiestagios, multiperiodos e, como conseqiiéncia,
permite uma representa¢do mais detalhada do sistema fisico. Uma compara¢do mostra o melhor
desempenho destes algoritmos em relagdo a outros de carater geral.
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1. Introducao

A organizagdo da produgdo e o transporte de
produtos dos centros produtores (origens)
aos consumidores finais (destinos) constituem-se
em um cenario constante dos sistemas de
manufatura, requerem estratégias de gerencia-
mento informatizado e ferramentas que apoiem a

tomada da melhor decisdo. Os itens (pegas,
petrdleo, agua, veiculo, informacdo, etc.) fluem
pelos recursos de producdo (maquinas, meio de
transporte, linhas, etc.) sofrendo transformagao
antes de atingirem seus destinos, armazenagem
ou centros de distribuicdo. A sincronizagao
temporal dos recursos disponiveis para a
producdo com a necessidade do consumidor e
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um maior reforno para a empresa S30 0S

objetivos a serem alcancados pelo decisor.

Na busca da solugdo alguns problemas apare-
cem. Por exemplo, uma pequena fabrica de
molas, composta de 5 estagios de produgdo e 20
maquinas, pode ter uma centena de produtos
diferentes a serem processados por diferentes
linhas de produgdo e com datas de entrega dife-
rentes. Assim, o problema de planejamento da
produgdo de sistemas reais, nas diversas areas
possiveis, envolve um nimero muito grande de
variaveis. Na busca de uma melhor solugdo
deve-se representar este problema real por um
modelo.

A tarefa critica na escolha de um modelo ¢
que o mesmo expresse um grau adequado de
realismo em face aos objetivos e que produza
uma solucgdo eficiente. Para trazer o problema
para uma dimensdo razoavel em computador,
torna-se importante um balanceamento das
variaveis realmente necessarias ao modelo com a
dimensao do problema final a ser resolvido. Esta
relacdo de compromisso ¢ determinada pela
capacidade do computador no qual se quer resol-
ver o problema e, grande parte das vezes, pela
estrutura particular que cada problema apresenta.

Nos problemas reais é sempre possivel identi-
ficar uma estrutura particular e o aproveitamento
desta resulta em dois beneficios:

e reducdo da dimensdo com a conseqiiente
possibilidade de representacdo mais detalha-
da do problema original e,

e maior rapidez na solugdo o que facilita a
analise de um numero maior de cenarios.
Utilizar software de propoésito geral para a

resoluc@o do problema ou desenvolver algoritmo

dedicado para tal, passa a ser uma questdo
relevante. A necessidade de rapidez de resposta
com uma representagdo adequada do sistema
fisico incentiva a busca de uma ferramenta

dedicada que possa melhorar o desempenho ¢ a

utilizacdo de sistemas de auxilio a tomada de

decisdo (DEMBO et al., 1989 ¢ FERNANDES

et al., 1995).

Outro fator de incentivo a algoritmos especi-
ficos estd no fato de que, embora a énfase deste

artigo esteja em aplicagdes de manufatura, varios
outros sistemas fisicos podem ser representados
por modelos matematicos similares. Em
particular, os problemas de fluxo de veiculos por
um sistema viario (FLORIN, 1986), fluxo de
mensagem por um sistema de comunicagdo,
energia elétrica pelos sistemas de transmissao
(FRANCO et al., 1994), recursos hidricos
(ROSENTHAL, 1981 ¢ CARVALHO, 1988),
finanga (MURVEY, 1987), planejamento da
producdo (GLOVER et al, 1979) e outros
podem ser modelados como problemas de fluxo
em redes.

Os problemas acima citados sdo representa-
dos por modelos dindmicos de fluxo em rede por
possuirem uma estrutura que se repete ao longo
do tempo. Os termos multiperiodo/multiestagio e
escada tempo/fase sdo sinénimos do conceito
dindmico aqui adotado.

Em resumo, trés aspectos sdo considerados na
escolha deste modelo. Em primeiro lugar,
problemas com estrutura de fluxo em rede
permitem uma visdo diagramatica de um
problema fisico. Em segundo lugar, possibilitam
a defini¢cao do problema por meio de estruturas
graficas, o que facilita a compreensdo de
especialistas ou ndo. Por fim, esta classe de
problemas pode ser uma ordem de grandeza
mais rapida que cddigos de proposito geral
(GLOVER et al., 1979 ¢ DEMBO et al., 1989).
Aspectos visuais da rede facilitam a interpreta-
cao dos resultados e contribuem para que o time
de usuarios se envolva ativamente no desenvol-
vimento do modelo independentemente da base
em pesquisa operacional.

Este artigo trata do estudo das estruturas
particulares de rede, dos problemas relacionados
ao planejamento da produgdo baseado nas
observagdes: grande area de aplicacao, facilidade
de entendimento, definicdlo do modelo para
usudrios nao especialistas e rapidez de solugdo.
Compara o desempenho de alguns algoritmos
adequados a solugdo destes problemas. Inicia
pela descricdo dos sistemas de produgdo. A
seguir descreve a modelagem do sistema
produtivo. Apresenta a técnica de penalidade
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Figura 1 — Sistema de producio discreta.

como a melhor forma de resolver o problema e
analisa o desempenho de algoritmos alternativos
por meio de um exemplo em uma empresa.

2. Modelagem do Sistema de Producio
Discreta

m sistema de manufatura é composto por
itens a serem processados em centros de
producdo. Estes centros podem ser compostos
por maquinas que modificam caracteristicas do
produto (por transformagdo ou montagem) e/ou
transportadoras que modificam a localizacao do
produto. O item flui pelo sistema produtivo
sofrendo transformagdes, sendo transportado
segundo uma seqiiéncia tecnologica predetermi-
nada, fazendo parte de montagens até se tornar
produto final. A Figura 1.a mostra um sistema
com trés centros de producdo e um roteiro para a
fabricagdo do produto P1. A capacidade méaxima
de produgdo deste sistema ¢ igual a menor
capacidade entre as capacidades maximas de
todos os estagios de produgdo. Este seria um
sistema de facil gestdo caso considerasse um
unico produto, demanda conhecida e determinis-
tica, além de disponibilidade infinita de matéria-
prima.
A extensdo para o processamento de varios
produtos por uma célula faz com que um recurso
(por exemplo: maquina, transportador, robd) seja

compartilhado por mais de um produto (Figura
1.b). Agora a determinacdo da capacidade de
produgdo vai depender de varios fatores, entre
eles: o mix (proporcionalidade) entre produtos,
seqiiéncia de producdo, taxa de compartilhamen-
to de recursos e o perfil temporal da demanda de
cada produto (CARVALHO et al., 1998).
Assim, o problema de planejamento evolui para
a gestdo temporal de recursos compartilhados.
Para que esta gestdo venha a ser realizada com
eficacia, torna-se necessario a introducdo de
alguns conceitos ¢ metodologias de apoio a
tomada de decisdo. A seguir sera apresentada
uma modelagem do problema de planejamento
tatico evoluindo do caso monoproduto para o
caso multiproduto.

2.1 Caso Monoproduto

A Figura 1.a ilustra um sistema de produgao
com dois estagios alocados para processamento
de um unico produto. Esta figura é repetida na
Figura 2. O objetivo do planejamento tatico €, a
partir de metas estabelecidas pelo nivel estraté-
gico, desmembrar a demanda (mensal/semanal) e
a disponibilidade de matéria-prima, em producdes
(semanal/diarias), de forma a otimizar critérios
(normalmente traduzidos em custos), atendendo,
ao mesmo tempo, as restricdes de capacidade de
produgdo, de armazenagem e de suprimento de
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Figura 2 — Representacfo do sistema fisico.

4 )
Me) dL)
Mp2
Estoque de d2
Matéria-Prima —)» ) Demanda
Mp3 d3
- =
Periodos \\§ J

—— P Estagios

Figura 3 — Expansio para trés periodos.

matéria-prima. A expansdo da Figura 2, para
considerar trés periodos de tempo, é mostrada na
Figura 3. Cada estagio tem associado um custo
de transporte, processamento ou transformacao,
que pode ser diferente para cada periodo de
tempo. Também estdo associadas capacidades de
producdo. Por exemplo: no periodo 1, o estagio
2 (grupo de maquinas M3) tem capacidade de
produ¢do de 2 wunidades passando para 3
unidades no periodo 2. Também sdo associados
custos e capacidade as armazenagens.

As decisoOes a serem tomadas para cada perio-
do podem envolver: quantidade a ser produzida,
carregamento de maquina, tempo de processa-
mento, nivel de armazenagem, entre outras. Em
cada estagio de producdo deve-se tomar a deci-
sdo do quanto armazenar e do quanto processar.
O processo de tomada de decisdo se repete a
cada periodo e antecipagdes de produgdo podem
ser implementadas visando atendimento de
demandas futuras por questdes econOmicas ou
para evitar gargalos. Isto cria, para o problema,
uma dependéncia temporal expressa pela arma-
zenagem interperiodos. Para se desenvolver um
sistema de apoio a tomada de decisdo ¢ adotada
a modelagem representada pelas Figuras 2 e 3.

2.2 Formula¢ao Matematica

Se um item deixa um estagio i, ele pode
seguir para processamento no estagio i+1 ou ser
armazenado para processamento em periodos
subseqiientes. Representando, na Figura 3, os
caminhos que um item pode seguir por arcos,
resulta o grafo apresentado na Figura 4. A
armazenagem de matéria-prima € representada
por MP (deste nd saem os arcos que abastecem
os periodos) e a demanda total do sistema a ser
suprida pela contribuicdo de cada periodo de
tempo por D.

Aos arcos que deixam o nd de matéria-prima
estdo associados custos (custo da matéria-prima)
e capacidade (capacidade de compra da empresa,
capacidade de transporte no periodo, capacidade
do fornecedor). Os fluxos que passam através
dos arcos representam as decisdes. Por exemplo,
o fluxo x(i,t) que passa pelo arco ey, representa a
decisdo do quanto processar no estagio de
produgdo i e periodo t. Ja o fluxo y(it), que
passa pelo arco a;, representa a quantidade de
produto a ser armazenada em a; para processa-
mento futuro. O atendimento a ordem em atraso
¢ modelado por b;.. Finalmente a soma dos
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Figura 4 — Grafo referente a Figura 3.
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Figura 5 — Representacio esquematica para o ponto de decisiao do estagio i e periodo t.

fluxos nos arcos d1, d2 e d3 deve ser suficiente
para atender a demanda total D.

Os pontos de decisdo antes de cada estagio i
no periodo t define uma relagdo de balango entre
0 quanto produzir x(i,t) e o quanto armazenar
y(i,t) para o proéximo periodo, de acordo com o
nivel produzido x(i—1,t) no estagio anterior e a
quantidade armazenada y(i,t—1) no periodo
anterior. A representacdo esquematica deste no
para o estagio de producdo i e periodo de tempo
t estd apresentada na Figura 5, e a equacdo de
balango (1) a seguir.

x(i-1,0) +y(i,t-1) = x(i,t) + y(i,t)
i=12,.1 e t=12,..T. (1)

No estagio i =1, a variavel x(i-1,t) =x(0,t)
¢ igual a quantidade de matéria-prima para o

periodo t. No periodo t=1, a variavel
y(i,t —1)=y(1,0) € a inje¢do de produtos semi-
acabados recebidos de periodos de planejamen-
tos anteriores.

Os arcos do grafo acima sdo direcionados e
pode-se definir uma matriz de incidéncia que
relacione os nods aos arcos direcionados,
chamada matriz incidéncia né-arco. Esta matriz
unimodal tem elemento 1 quando o arco deixa o
no6 e elemento -1 quando o arco chega ao nd. A
esparsidade desta matriz ¢ a unimodalidade
incentivam a busca de métodos especificos de
solucgdo para este problema (JENSEN, 1987).

O grafo da Figura 4, descrito pela matriz de
incidéncia nd-arco, possui uma estrutura muito
especial (veja Tabela 1). Cada nd, corresponden-
te a um estagio de producdo, possui dois arcos
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Tabela 1 — Matriz incidéncia né-arco.

ml m2 m3 ell el2 a31 a32 b31 b32 dl d2 d3
MP |1 1 1

L1 | -1 1 1

el3 e2l e22 €23 all al2 a2l a22

1,3 -1 1
2,1 -1 1

2,3 -1 1
3,1 -1

33 -1

divergentes, um para representar a capacidade de
processamento do periodo e outro para represen-
tar a capacidade de armazenagem do sistema. A
excecdo ocorre com o0s nds relativos ao
suprimento de matéria-prima e de balango de
demanda. Esta caracteristica associada a estru-
tura esparsa apresentada pela matriz incidéncia
né-arco € 0 que incentiva a pesquisa de algorit-
mos dedicados de solugdo na busca de melhor
desempenho. Tirar proveito de estruturas parti-
culares pode resultar em ganhos significativos de
tempo e de memoria possibilitando uma repre-
sentagdo mais detalhada do sistema produtivo e a
analise de um maior nimero de cenarios.

2.3 Problema Monoproduto

De um modo geral, o problema monoproduto
pode ser formulado, na forma matricial, como
segue:

Max f(x)
sa Ax=b (2)
x <X

onde f(-) é a funcao retorno liquido, A ¢ a matriz
de incidéncia né-arco para o horizonte de
planejamento, x o conjunto de varidveis que
representam os fluxos nos arcos do graficoe b o
conjunto de disponibilidades de matérias a serem
processadas ou demandas a serem atendidas. A
funcdo de retorno liquido € composta dos custos

de producdo, custos de matéria-prima, custos de
armazenagem, penalidades por atraso e do
retorno pela venda dos itens. A modelagem
acima aplica-se a processos produtivos seriais
simples para um unico produto. Portanto, para
atender a problemas reais da industria de manu-
fatura, deve ser estendida aos sistemas multipro-
dutos e problemas mais complexos como ¢ o
caso do problema de linhas de montagem.

2.4 Caso Linha de Montagem

Uma linha de montagem ¢ definida pela
seqiiéncia de operagdes (aqui chamada arvore de
produto) que o produto e seus itens devem
percorrer até se tornarem o produto acabado. O
problema de uma linha de montagem composta
de trés sublinhas ¢ ilustrado na Figura 6. Através
das sublinhas fluem os itens e os componentes
necessarios a montagem do produto final.
Montagens ou acoplamentos ocorrem em pontos
determinados da linha. Nesta figura, as linhas
pontilhadas indicam os acoplamentos entre as
sublinhas nos seus respectivos pontos de monta-
gem e torna-se necessario definir o niumero de
componentes a serem montados em cada ponto
de montagem (ex.. quatro pneus por carro).
Desta forma, uma fung@o entre as mais impor-
tantes do planejamento da produgdo é coordenar
o fluxo entre as sublinhas concorrentes visando
eficiéncia na montagem dos produtos finais. Esta
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Figura 6 — Representacio de uma linha de montagem.
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Figura 7 — Linha de montagem para dois periodos.

coordenagdo ou sincronizacdo ¢ necessaria para
prevenir a criacdo de estoques desnecessarios
entre estagios ou que a producdo pare, devido a
um fluxo desbalanceado entre produtos e
componentes.

A Figura 7 expande a representacao da linha
de montagem da Figura 6. Esta estrutura mostra
os pontos de decisdo para o planejamento da
producdo, para um horizonte de dois periodos de
planejamento.

A representagdo por grafo da Figura 7 ¢
apresentada na Figura 8. Nesta figura, os arcos
em linha cheia representam as producdes, os
arcos em tracejado as armazenagens € 0S arcos
em pontilhado indicam os pontos de montagem
ou acoplamento de itens.

Para se garantir o balanco de fluxo no ponto
terminal 7 de uma sublinha, deve-se considerar a

seguinte equagdo de acoplamento:
q(m) *x(@1,t) -x(h,t) =0, t=1,2,...T 3)

onde 7 € Q) é o conjunto dos pontos terminais e
x(f,t) representa a quantidade de pecas do
ponto 7 no tempo t, a serem montadas as x(i,t)
pecas no ponto de montagem ou acoplamento i
no tempo t, a uma dada relagcdo de acoplamento
q(#) . Esta equagdo garante que o fluxo do ponto
terminal 7 de cada sublinha seja suficiente para a
quantidade necessaria de montagens a serem
realizadas no ponto de montagem i. Este con-
junto de restri¢des faz a sincroniza¢ao da produ-
¢30 e cria um numero de restricdes adicionais
igual ao numero de pontos de acoplamento
multiplicado pelo nimero de periodos de tempo.
Portanto, para o exemplo acima existirdo quatro
restrigdes adicionais.
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Figura 8 — Representacio por grafo do sistema produtivo.

Uma andlise da estrutura da matriz de restri-
coes para o problema ¢ feita a partir do exemplo
da Figura 8. Uma caracteristica importante deste
problema ¢ apresentar uma estrutura de grafos
independentes para cada sublinha de produgdo,
ou seja, cada sublinha forma no tempo grafos
independentes, como ¢ visto na Figura 9. A
coordenagdo entre os grafos ¢ estabelecida por
(3) para cada relagdo de acoplamento q(#) entre
as sublinhas.

As seguintes equacdes de acoplamento para
este exemplo sdo:

q®)x(3,1)—x(8,1)<0
q(8)x(3,2)—x(8,2) <0
q(1D)x(5,1)—x(11,1)<0
q(11)x(5,2)—x(11,2)<0

4)

A matriz de restrigdes resultante tem a estru-
tura apresentada na Figura 10. Note ainda que o
numero de restrigdes adicionais ¢ pequeno
comparado a dimensdo da matriz de restri¢des.
Em um processo produtivo real poucas delas
estardo ativas e normalmente um planejador
experiente sabe onde sdo os pontos problemas de
seu sistema. Somente estes precisam ser
introduzidos como restri¢ao.

2.5 Problema Multiproduto

Se produtos diferentes fossem processados
por células inteiramente diferentes bastaria repe-
tir a equacdo (2) para cada conjunto produto/
célula. Mas a caracteristica principal de um sis-
tema de producdo estd no compartilhamento de
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Figura 9 — Grafos resultantes da separaciao em sublinhas.

recursos com produtos diferentes. Este comparti-
lhamento leva a um menor custo de instalagdo, a
um maior coeficiente de produtividade para as
maquinas, e portanto a melhor utilizacdo do
sistema produtivo. A Figura 11 ilustra o sistema
da Figura 6, agora para processamento simulta-
neo de K diferentes produtos. Note que a arvore
de cada produto pode ser diferente.

A seguir, a modelagem anterior é estendida
para processamento de K produtos, com arvore
de produtos idénticas ou n3o. A equacdo de
balango para o caso multiproduto passa a ser:

x(i-1,t.k) + y(i,t-1,k) =x(i,t,k) + y(G,t.k)  (5)

onde x(i,t,k) € a producdo do periodo t no estagio
i, produto k; y(i,t,k) é a quantidade armazenada
do produto k, no estagio i e periodo t.

O balanceamento de fluxo no ponto de mon-
tagem % é garantido pela seguinte equagdo de
balango:

x(ht,K) = q(K) *x(1, 4 k), t=12,.,T (6)

onde 7ie Q ¢é o conjunto dos pontos de monta-
gem ou acoplamento e x(%tk) representa a
quantidade de pegas necessarias, da linha % no
tempo t, a serem acopladas as x(i,t,k) pecas
processadas no estagio i e tempo t, a uma dada
relacdo de acoplamento q(7,k).

Estes produtos podem ter arvores de produto
idénticas ou diferentes. Assim sendo, ¢ impor-
tante garantir que, dentro do horizonte de plane-
jamento, o processamento de pecas diferentes
em uma mesma maquina nio leve a violacao de
capacidade de produgao.
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sublinha 3 sublinha 1 sublinha 2
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LI 1 1
21|-1 1 1
3.1 -1 1 1
4.1 -1 1 1
5.1 -1 1 1
6,1 -1 1 -1
12 -1 1
22 -1 -1 1
32 -1 -1 1
4,2 -1 -1 1
52 -1 -1 1
6,2 -1 1 -1
7,1 1 1
8,1 -1 1 1
72 -1 1
8,2 -1 -1 1
9,1 1 1
10,1 -1 1 1
11,1 —1 1 1
92 -1 1
10,2 -1 -1 1
11,2 -1 —1 1
1 q®) -1
2 q@®) —1
3 q(11) -1
4 q(11) -1
Figura 10 — Estrutura da matriz de restri¢oes.
Para garantir que a soma de alocagdes de A,
produgdo de itens individuais ndo ultrapassa a A,
capacidade de um recurso, ¢ escrita as equagdes A= A (8)
7 (KENNINGTON’ 1980). ...................... 3
Ql Q2 Q3
> x(i, t,k) < X(, 1) N, N, N,

iel(j)

> y(i,tk) < Y(,t)

iel(j)

(7

onde X(j,t) ¢ a capacidade maxima do recurso j
no tempo t, e x(i,tk) é quantidade a ser
produzida do item k pelo recurso j no tempo t;
y(,t.k) é a quantidade a ser armazenada, com
capacidade maxima Y(j,t), que antecede o
recurso j € no tempo t. O conjunto I(j) contém os
tipos de pecas que a serem processadas pela
maquina j.

A representagdo matricial para a Figura 11,
considerando o caso multiproduto, pode ser
escrita como:

onde A; sdo matrizes incidéncia no-arco e Q; sdo
as matrizes que definem as relacdes de monta-
gem ou acoplamento entre as linhas concorren-
tes. As submatrizes N; representam as restricoes
de capacidade mutua de transformagdo. A matriz
‘A’, resultante para o caso multiproduto, conti-
nua possuindo uma estrutura muito particular
que deve ser aproveitada pela técnica de solugéo.

2.6 Caracterizaciao do Problema

De uma maneira geral, o problema de plane-
jamento da producdo apresenta as seguintes
caracteristicas:
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Produto k

Produto 1

Figura 11 — Sistema multiproduto multiestagio.

o horizonte de planejamento ¢ discretizado
em periodos (hora, turno, dia);

cada estagio de producdo pode conter um ou
mais grupos de maquinas;

sdo conhecidas as capacidades de producido e
de armazenagem de matéria-prima para
atendimento a demanda, dentro do horizonte
de planejamento; e

a capacidade de cada grupo de maquinas
pode ser diferente ao longo do periodo de
planejamento.

Segundo os custos unitarios de matéria-

prima, de operacao, de estocagem e de atrasos na
entrega dos produtos e com o retorno por

unidade de demanda atendida, o planejamento

deve gerar um conjunto de

decisdes que

determina:

o quanto cada maquina deve produzir e em
que periodo;

0 quanto armazenar por estagio e em que
periodo;

a escala de utilizacdo de matéria-prima por
periodo;

a escala de atendimento a demanda por
periodo;

a quantidade de demanda atendida com
atraso; €

o retorno dentro do periodo de planejamento.
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3. Funcgao Objetivo

Existem inimeras técnicas para a solugdo de

problemas de planejamento da produgdo

que empregam uma fun¢do objetivo Unica, sendo

a mais comum a maximizagdo do retorno

liquido. Tal formula¢do permite ao planejador

considerar implicitamente objetivos conflitantes
manipulando-os pelos coeficientes da funcdo
custo. Por outro lado, diversas outras funcdes
objetivo expressas em grandezas diferentes de
custo sdo largamente utilizadas na literatura

(NORBIS, 1988 e TRZASKALIK, 1990).

Dentre elas pode-se citar:

e minimizagdo dos custos de producdo (compra
de matéria-prima, producdo, armazenagem,
demanda em atraso) (LEWIS et al., 1992),

e minimiza¢do do nimero de pecas armazena-
das (work-in-process inventories),

e minimizacdo do tempo total de producao
(makespan),

e minimizagdo do numero de pecgas de
backorder, etc.

A consideracdo de todas estas fungdes leva a

um problema multiobjetivo (FERNANDES, 1999).

4. Formulacgao Geral

formulacdo geral do problema multiprodu-

to, multiestagio, multiperiodo como um
problema de fluxo em rede com restri¢cdes
adicionais ¢ a seguinte:

Max f(x)
s.a.: A x<b

Sx <d ©)

X<X<X

onde f(x) representa a funcdo objetivo, A a
matriz de incidéncia nd-arco, S as restricdes
adicionais de capacidade e de acoplamento, b e d
os coeficientes do lado direito das restri¢des.
Embora a formulagdo completa apresentada seja
um problema de programagdo linear (PL), em
aplicagdes praticas o tamanho do problema torna
ineficiente a utilizagdo direta do algoritmo

simplex. Isto, principalmente pela natureza
temporal do problema e pela quantidade de
produtos que compartilham o mesmo sistema
produtivo. Portanto, requisitos como armazena-
mento de varidveis e tempo de execucdo
computacional s3o fatores essenciais na escolha
de um método de solugao.

A presenca das restrigdes lineares adicionais
impede o uso direto de técnicas de grafo. A
seguir mostra-se como transformar o modelo
acima em um problema de fluxo puro em redes.

5. Técnica de Solucao

problema de otimizagdo descrito na secdo

anterior pode ser resolvido por técnicas
gerais de otimizagdo ou por codigos baseados
em técnicas especializadas de fluxo em rede. As
técnicas gerais de otimizacdo utilizadas por
codigos genéricos estdo baseadas nas teorias
gerais do algoritmo Simplex ou Simplex
Convexo (LUENBERGUER, 1973), para
problemas de otimizacdo de grande dimensao. O
procedimento seguido por estas técnicas envolve
inversio de matrizes completas, operagdes
matriciais e vetoriais genéricas que normalmente
sdo dispendiosas num processo iterativo para
problemas de grande dimensao.

Em geral, os problemas reais sdo de grande
porte, devido principalmente a natureza temporal
e a quantidade de produtos que compartilham o
mesmo sistema produtivo. Logo, requisitos como
armazenamento de variaveis e tempo de execu-
cdo computacional sdo fatores essenciais na es-
colha de um método de solucdo. Para tanto, um
meio de satisfazer estes requisitos € aproveitar a
estrutura especial do problema. Um método que
pode tirar proveito deste tipo de estrutura é o
GUB (Generalized Upper Bounding) especiali-
zado para estruturas de rede. Este método é tam-
bém conhecido como algoritmo primal para fluxo
em redes com restricdes adicionais. O algoritmo
empregado ¢ o NETSIDE (KENNINGTON
1990), cédigo em Fortran para resolver proble-
mas de fluxo em redes com restri¢des adicionais
e que possui bom desempenho quando o niimero
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de restri¢des adicionais ¢ menor que o numero
de nods do grafo, caso especifico do problema de
planejamento da produgéo aqui formulado.

A seguir ¢ apresentado um procedimento que
permite resolver um problema de fluxo em redes
com restri¢des adicionais de maneira eficiente.
Este procedimento considera as restrigdes
adicionas por técnicas de penalidade e ¢
chamado de redes de transporte (RETRA).

5.1 Técnica de Penalidade

No problema (9), as matrizes de restricdes
definem dois conjuntos:

X= {X|AX =b,x <X S;},e

(10)
Q= {X|X e X,Sx < d}.

O conjunto X representa as solu¢des para o
problema relaxando-se as restricdes lineares
adicionais, enquanto que (2 considera as solu-
coes de X que respeitam as restrigoes lineares
adicionais.

Considerando as restri¢des lineares adicionais
por uma funcdo de penalidade, o problema pode
ser resolvido como um problema de fluxo puro
em redes. Uma penalidade linear a ser adiciona-
da a fung¢@o objetivo tem a forma:

Pj(yj):max{o’yj }
onde Y =ij—dj,ej=1,...,s. (11)

Todavia, a utilizagdo da funcdo de penalidade
apresenta um problema de descontinuidade. Para
evitar as dificuldades de ndo-diferenciabilidade,
ZENIOS et al. (1995) sugerem suavizar a
penalidade exata. Para a expressdo exata (11), a
fungdo suave de penalidade linear-quadratica ¢
definida como:

0 ,sey<0
Oe,y)=1y” /2 ,seo<y<e (12)
y—¢/2 ,Sey¢€

A Figura 12 ilustra a funcdo de penalidade

d(e.y).

A fungdo objetivo modificada para o proble-
ma sera:

(x)=f(x)+ u§¢(s,yj) (13)

onde: p1 e & sdo0 numeros reais positivos e
y;=S;x—d;,para j=1,...s.

A seguir ¢ apresentado um algoritmo para
solucdo de problemas que utilizam a funcdo de
penalidade para eliminar as restricdes lineares
adicionais. Para maiores detalhes e considera-
¢oOes sobre a inicializagdo e atualizacdo de p e €
além da convergéncia do algoritmo veja
ZENIOS et al. (1995).

5.2 Algoritmo de Penalidade Linear-

Quadratico (PLQ)

Passo 0: (Inicializagdo) Faga k <0 e seja x’ a
solugdo o6tima do problema relaxado:

Min O(x)
s.a: Ax=Db
§SXS;

Escolha uo >0e">0.

Passo 1: Se x"eQ, fim. Se nio, faca
k < k+1 e atualize os pardmetros de

penalidade p e .
Passo 2: Usando a violagdo y; =S;x—d;, para
j=1...,s, minimize (13). Retorne ao

Passo 1.

O maior esfor¢o computacional deste algo-
ritmo é a minimizagdo do problema (13) no
Passo 2, por ter fung@o objetivo ndo-linear ¢ ndo-
separavel. Por isto sera utilizado um algoritmo
de linearizagdo por decomposi¢do simplicial
(DS), proposto por Von HOHENBALKEN
(1977), e que tem recebido muito interesse
durante a ultima década. Este interesse ¢ moti-
vado por sua simplicidade, robustez, ¢ habilida-
de em obter boas aproximagdes para problemas
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e/2

v

y

Figura 12 — A Funcio de penalidade Olg, t).

ndo-lineares de grande porte (MULVEY et al.,
1990). O algoritmo interage entre a resolugdo de
um subproblema linearizado ¢ de um problema
mestre (master problem) nao-linear com restri-
¢oes simples de ndo-negatividade.

O subproblema linearizado ¢ definido como:

Min  VO(x").y
onde x* ¢ a solu¢do na k-ésima iteracdo. Cada

iteragdo do algoritmo gera um ponto y* € X tal
que seu conjunto Y* ={yl,y2,..y*} contenha
s elementos independentes. Dada esta base Y*,
a base relativa D = {yl—ys,y2—ys,...ys1—ys} ¢é

utilizada para se definir o seguinte problema
mestre:

Min ®(D*w +y*), onde: D*w +y* =x*.

Se uma solugdo do problema mestre resulta
em uma componente w, =0, a coluna do conjun-

to D* associada a este w; é retirada do conjunto.
A solugio x* de cada iteragio serd portanto
uma combinacdo positiva dos elementos perten-
centes do conjunto D*. Além disso, x* satisfaz
O(x*)<D(x*"), e sera utilizada na proxima
iteracdo do subproblema linearizado. Este proce-
dimento termina quando a solugdo y  de uma

iteragdo do subproblema linearizado satisfaz o
critério de otimalidade VO (x*)(y" —x*)>0.

5.3 Algoritmo de Decomposi¢ido Simplicial

Passo 0 (Inicializagio): seja x'e€X uma

solugdo factivel. Faca:

Passo 1 (Subproblema linearizado): determine
a solugdo otima y* para o problema:
MinYeXVCI)(Xk).y
Se: VO(x*)(y -x*)>0, FIM. x* ¢a
solugdo o6tima.
Se nio, faca: Y* « Y* U{y*}.
Passo 2 (Problema mestre ndo-linear): determi-

ne a solugdo 6tima w” do problema:

Min®(D*w +y*),
onde w, 20, i=1,2,..,s—1.

A seguir, faga:

s—1
.
w,=1->w; 20
i=1
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M1 MI15
PRODO00087 M6 M21
M17 M19 ‘

PRODO00088

Semana 1

Demanda
148000

Semana 2

Semana 1

Demanda
H 80000

Semana 2

Figura 13 — Representacio por grafo do exemplo.

Y Y - {yihvw, =0, j=1...s

XT=>wy', e kek+l.

i=1
Retorne ao Passo 1.

O Passo 1 deste algoritmo utiliza uma apro-
ximagdo linear para o problema ndo-linear, e
pode ser facilmente resolvido por algoritmos de
fluxo em rede. O problema mestre ndo-linear do
Passo 2 ¢ de tamanho muito menor que o pro-
blema original, além de ter uma estrutura muito
mais simples, mas pode ser mal condicionado.
Para maiores detalhes, veja LUENBERGER
(1984). Apesar deste problema mestre ser de
dimensdo muito menor do que o problema
original, o tamanho do conjunto Y* pode tornar
o problema ndo realistico. Para contornar esta
dificuldade, uma versdo restrita deste método foi
proposta em HEARN et al. (1987) e MULVEY
et al. (1990). Tal método propde um truncamen-
to no tamanho do problema mestre por um

parametro r, que limita o nimero de pontos do
conjunto Y*. Quando r=1, o método é o
algoritmo de Frank e Wolfe, ¢ quando r ¢
irrestrito torna-se o método de decomposi¢do
simplicial, aqui descrito.

6. Aplicacao

ois exemplos serdo utilizados na analise do

método de solugdo proposto na secdo
anterior. Os testes foram realizados em um
microcomputador Pentium 200 Mhz. Inicia-se
um exemplo simplificado (ex02) com apenas
dois produtos (PRODO00087 ¢ PRODO0008S) e
uma linha com 4 estdgios de produgdo. O
periodo de planejamento € para duas semanas, €
tem como objetivo analisar a necessidade de
armazenagem interperiodos.

Na Figura 13, que ilustra a representagdo por
grafo deste exemplo, sdo apresentadas as
demandas de cada produto em cada semana do
planejamento. Arcos em paralelo, dentro do
mesmo estdgio de producdo, representam
maquinas alternativas para execucdo da tarefa.
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Tabela 2 — Dados de producio.

PROD00087 PROD00088
taxa de custo de taxa de custo de | disponibilidade

estagio | maquina producio producio producio producio de maquina

(peca/semana) | ($/peca) | (peca/semana) | ($/peca) (% semana)
1 144000 1,00 144000 1,00 100
1 2 48000 1,00 48000 1,00 100
1 17 48000 1,00 48000 1,00 100
2 15 96000 1,00 80000 1,00 100
2 19 48000 1,00 48000 1,00 100
3 6 400000 1,00 600000 1,00 100
4 21 320000 1,00 192000 1,00 100

As taxas e custos de produgdo para cada
maquina, além da disponibilidade de maquina
para cada semana, sdo fornecidos na Tabela 2. O
custo de armazenagem e da penalidade por
atendimento a demanda em atraso de qualquer
produto, é constante e igual a $ 1,00.

A Figura 14 e a Tabela 3 mostram os resulta-
dos obtidos pela técnica de penalidade. Note que
devido a limitagdo da capacidade de produgao (o
estagio dois, composto pelas maquinas 15 e 19,
esta com capacidade saturada) houve demanda
atendida em atraso para os dois produtos. Ou
seja, a semana dois produziu para atender
demanda da primeira semana. Outra importante
observagdo € que os resultados mostram niveis
de produgdo nas maquinas como valores nao
inteiros. Como os niveis de produgao sao valores
consideravelmente grandes, uma aproximagao de
valores reais por nimeros inteiros nao resulta em
grande erro. Este exemplo mostra que um
importante resultado obtido com a aplicagdo da
programacdo matematica em sistemas reais de
manufatura é a determinacdo da producdo
interperiodos, ou seja, antecipagdo da producdo
para atender demanda futura por decisdo
econdmica (custos de compra de matéria-prima
ou produgdo menores) ou produgdo para
atendimento de demanda em atraso devido a
insuficiéncia de capacidade ou disponibilidade
limitada de matéria prima.

Para efeito de comparagdo além da técnica
sugerida neste artigo foram utilizados outros
enfoques de solugdo: GAMS (BROOKE et al.,
1992) e Técnica de Decomposicdo Primal,
implementada no  algoritmo  NETSIDE
(KENNINGTON, 1990).

O exemplo que considera um sistema de
produgdo real (ex68) com todos os produtos foi
analisado para se obter a solu¢do 6tima para o
planejamento de duas semanas. Este exemplo
tem 609 nos e 1405 arcos. Os resultados estdo
apresentados na Tabela 4. A técnica de penalida-
de (RETRA) possibilita haver somente iteragdes
de grafo enquanto as outras exigem a inversao
ou atualizagdo de matrizes. Assim, o namero de
iteracdes em grafo ¢ muito maior mas com custo
significativamente menor. A técnica de decompo-
sicdo primal (NETSIDE) ¢ um misto de iteragao de
grafo com operacdes matriciais e para o problema
com linhas curtas, baixa densidade de restri¢des
adicionais e grande esparsidade, caso tipico de
manufatura, apresenta bom comportamento.

Ainda com a finalidade de comparar o de-
sempenho das técnicas citadas, outros cenarios
foram estudados. A Figura 15 ilustra os valores
da funcdo objetivo obtidos pelo RETRA para o
exemplo ex68 e diferentes fatores de demanda.
A curva apresenta um ponto de quebra para o
fator de demanda de 1,3. Isto significa a
ocorréncia de gargalos (saturagdo) relacionada a
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PRODO00087
104937,14

148000

43062,86

PROD00088

38821,98

41178,02

58538,10

92914,56

104937,14 104937,14

O

42351,46 41636,38

43062,86

O

19539,47 2828,64

38821,98 38821,98

O

41178,02

Figura 14 — Resultados do exemplo (ex02).

Tabela 3 — Resultados do exemplo ex02.

43062,86 (5

40599,53
4117802 AN 4117802
. 578,49 —/

Semana 1

108000

3062,86

Semana 2

Semana 1

1178,02

Semana 2

Utilizacdo das maquinas (%)
maquina Semana 1 Semana 2

FO =916240,88 1 54,22 58,00
m = 240058,368 2 88,53 1,48
e =0,0020616 17 48,30 0,00
200 iteracodes 15 100,32 94,12
21 passos de 19 100,03 4,17
penalidade 6 32,70 17,62
CPU=0,16 seg. 21 53,01 34,90

Tabela 4 — Resultados do exemplo completo.

Exemplo Técnica FO ITER T. CPU (seg)
RETRA 1.871.699,00 2574 2,69
ex68 NETSIDE 1.871.699,00 430 5,33
GAMS 1.871.699,00 509 22,33

alguma (s) linha (s) de producdo. Note que
outras linhas apresentam folga que possibilita o
aumento de produgdo.

A Figura 16 exibe o comportamento dos trés
algoritmos em fun¢do de variagdo nos fatores de

demanda. O algoritmo RETRA apresenta o
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Figura 15 — Funcio objetivo em fun¢io da demanda.
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0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 17 1,9

Fator de demanda

Figura 16 — Desempenho em funcio da demanda.

melhor desempenho. H4 um aumento significa- praticas. O algoritmo NETSIDE ¢ bem mais
tivo de tempo para o sistema sobrecarregado, rapido que o GAMS, e para os trés algoritmos o
caracteristica dos algoritmos de penalidade. tempo de CPU nao varia significativamente com
Contudo este caso deve ser raro em aplicagdes 0 aumento da demanda.
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Figura 17 — Performance em funcio do nimero de produtos.
Tabela 5 — Resultados com o direcionamento da solucio.
Exemplo Inicializacao FO ITER T. CPU (seg)
ex68 M-grande 1.871.699 2574 2,69
Solugdo direcionada 1.871.699 609 1,86

A Figura 17 estuda o efeito da variacdo do nu-
mero de produtos. Com o aumento do ntimero de
produtos, o GAMS tem um aumento exponencial
do tempo de CPU, como esperado por ser um
pacote geral de programacao linear. O NETSIDE e
o RETRA apresentam um comportamento de
aumento praticamente linear com o ntimero de pro-
dutos. Com relagdo ao RETRA, a justificativa, ao
aumento “quase linear”, se deve ao fato de a cada
adi¢do de um novo produto k resulta na adigao de
uma nova submatriz A, e em uma pequena
modificacdo da funcdo objetivo para a considera-
¢do das restricdes adicionais. O tempo computa-
cional adicional ¢ praticamente o tempo para
resolucdo do novo grafo k introduzido no sistema.
No caso de sistema de manufatura, os grafos de
cada produto k t&ém dimensao razoavelmente iguais
0 que justifica também este comportamento quase
linear. Esta é uma grande vantagem do algoritmo
de penalidade quando utilizado em sistemas reais
de manufatura com grande niimero de itens.

6.1 Inicializaciao

Na resolucdo de problemas praticos pode-se
tirar vantagem de caracteristicas particulares e de

experiéncia. No algoritmo de penalidade com
inicializagdo baseada no método do M-grande da
programacdo linear verifica-se que a solucdo
inicial tende a se concentrar nos arcos de
producdo e ocasionalmente em alguns dos arcos
de armazenagem. Dessa forma, pode-se sugerir
um direcionamento da solug¢do inicial e assim
obter uma inicializagdo melhor, por heuristica,
agilizando o processo de obtencdo da solugdo
otima do problema. Escolhendo-se entdo uma
solugdo inicial na qual apenas os arcos de
produgdo formam a arvore ou base inicial, tem-
se os resultados na Tabela 5. Note que o
direcionamento da solugdo efetivamente reduziu
o numero de iteragdes e conseqiientemente o
tempo de CPU.

7. Conclusoes

Este artigo apresentou o planejamento da
produgdo de sistemas de manufatura
multiprodutos como um modelo de fluxo em
redes com restricdes adicionais. Mostrou que se
as restricoes adicionais fossem tratadas por
técnicas de penalidade, o resultado seria um
problema de fluxo em rede com funcao objetivo
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quadratica. Apresentou a técnica de decomposi-
¢do simplicial como uma forma eficiente de
solugdo. Utilizando dois exemplos comparou os
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MANUFACTURING PRODUCTION PLANNING BY NETWORK FLOW

Abstract

This paper presents some manufacturing planning problems that have a special network structure.
This characteristic encourages the utilization of dedicated tools to solve actual industry optimization
problems that are of large dimension and which allow a more detailed representation of the physical
system. A comparison shows the best performance of these algorithms in relation to general algo-
rithms.

Key words: production planning, mathematical programming, network flow, optimization.



