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Resumo

Neste artigo estudamos um caso particular dos problemas de corte, denominado problema
bidimensional guilhotinado restrito (PGR). O PGR é um problema NP-dificil que aparece em diversos
processos industriais de corte de chapas retangulares, em particular, na indUstria de vidro e placas
de circuito impresso. Para resolvé-lo, exploramos uma variagao do método exato de CHRISTOFIDES
& HADJICONSTANTINOU (1995), baseada numa relaxacdo do espaco de estados de uma formula-
cdo de programacéo dindmica do PGR, num procedimento do tipo otimizacdo do subgradiente, e
numa heuristica de factibilizacdo. O resultado € um método sem garantia de otimalidade, porém bem
mais rapido e capaz de resolver problemas maiores do que o método exato de Christofides e
Hadjiconstantinou. O desempenho computacional do método é avaliado resolvendo-se diversos
exemplos da literatura e exemplos aleatdrios, e comparando-se as solugdes obtidas com as de
CHRISTOFIDES & HADJICONSTANTINOU (1995) e da conhecida heuristica de WANG (1983).

Palavras-chave: problema de corte, padrfes de corte bidimensionais guilhotinados restritos,
programacao dinamica, heuristicas.

1. Introdugio materia (aqui denominadas objetos), de maneira
a produzir um conjunto de unidades menores

problema de corte consiste em determinar  (itens). Esse problema aparece em diversos

a “melhor” forma de cortar unidades de  processos industriais de corte onde os objetos,
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em geral disponiveis em estoque, correspondem
a barras de ago, bobinas de papel e auminio,
placas metalicas e de madeira, chapas de vidro e
fibra de vidro, pecas de couro, €tc., e os itens,
com dimensdes especificadas, sdo em gerd
encomendados através de uma carteira de
pedidos de clientes. Centenas de artigos foram
publicados nas literaturas de pesquisa operacio-
nal e gestéo da producdo tratando problemas de
corte, conforme mostram o0s exames e edicbes
especiais em DY CKHOFF (1992), DOWSLAND
& DOWSLAND (1992), DYCKHOFF &
FINKE (1992), SWEENEY & PATERNOSTER
(1992), MORABITO & ARENALES (1992),
BISCHOFF & WAESCHER (1995),
MUKHACHEVA (1997), DYCKHOFF et al.
(1997), e ARENALES et al. (1999).

No presente artigo, tratamos um caso particular
dos problemas de corte, denominado problema
bidimensional guilhotinado restrito (PGR). Nossa
motivacdo para estuda-lo é que, além de ser um
problema de dificil solucdo exata, ele é impor-
tante em diversos processos industriais de corte
de chapas retangul ares, por exemplo, no corte de
chapas de fibra de vidro (objetos) para producéo
de placas de circuito impresso (itens) encomen-
dadas por clientes (SILVEIRA, 1999). O PGR é
bidimensional porque envolve duas dimensdes
relevantes para a solucéo (comprimento e largura
dos objetos e itens), € guilhotinado porque,
devido as restricdes impostas pelos equipamen-
tos, os cortes devem ser do tipo guilhotinado
(um corte é guilhotinado se, ap ser realizado sobre
um retangulo, produzir dois retangulos), e é
restrito porque ha limitagbes para o ndmero
maximo de vezes que um item poderd ser cortado
a partir de um objeto, aém das limitacBes
impostas pelas dimensdes fisicas do objeto.

Ao tratar 0 PGR, a maioria dos autores propds
métodos aproximados. Exemplos disso podem
ser encontrados em WANG (1983), que propds
uma heuristica que combina itens em arranjos
horizontais e verticais para formar padrdes de
corte;, em VASKO (1989) e OLIVEIRA &
FERREIRA (1990), que apresentaram refina-
mentos do algoritmo de Wang; em MORABITO

& ARENALES (1996), que propuseram uma
abordagem baseada numa busca em um
grafo-e/ou, em MORNAR & KHOSHNEVIS
(1997), que adaptaram o algoritmo de Wang para
uma aplicagdo particular de cortes de placas de
circuito impresso, e em FAYARD et al. (1998),
gue apresentaram um algoritmo baseado em
problemas da mochila unidimensionais para
combinar faixas horizontais e verticais dentro de
sub-retangulos.

Poucos autores apresentaram métodos exatos
para 0 PGR, entre eles, VISWANATHAN &
BAGCHI (1993), que propuseram um procedi-
mento de busca em érvore baseado na estratégia
de busca 0 melhor primeiro; HIFI (1997), que
sugeriu um melhoramento no algoritmo de
Viswanathan e Bagchi; CHRISTOFIDES &
WHITLOCK (1977), que apresentaram um algo-
ritmo de busca em &rvore que utiliza uma rotina
baseada no problema de transporte para obter
limitantes durante a busca; e CHRISTOFIDES &
HADJCONSTANTINOU (1995), que também
propuseram um algoritmo de busca em éarvore,
porém utilizando limitantes derivados de uma
relaxacdo do espago de estados de uma formu-
lacdo de programacdo dindmica, e um procedi-
mento do tipo otimizagdo do subgradiente
(ascensdo no espago de estados). Tal método é
mais eficaz do que o de CHRISTOFIDES &
WHITLOCK (1977). CHRISTOFIDES &
HADJCONSTANTINOU (1995) ndo chegaram
a aplicar este método para resolver exemplos
reais de processos de corte, mas apenas para
resolver alguns exemplos da literatura e exem-
plos gerados aleatoriamente, todos de tamanho
moderado.

Neste artigo exploramos uma variagéo do método
de CHRISTOFIDES & HADJCONSTANTINOU
(1995), onde, ao invés de aplicarmos o algoritmo
de busca em &rvore, optamos por desenvolver
uma simples heuristica de factibilizaco que, em
cada iteracdo do procedimento de otimizagdo do
subgradiente, utiliza a solugéo relaxada de pro-
gramagao dinamica paratentar acentuar a melhor
solucgdo factivel obtida até entdo. O resultado é
um método sem garantia de otimalidade, porém,
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bem mais rdpido e capaz de resolver proble-
mas maiores do que o método exato de
CHRISTOFIDES & HADJCONSTANTINOU
(1995). O desempenho computacional do
método € ilustrado resolvendo-se alguns
exemplos da literatura e exemplos aeatorios, e
comparando-se as solucBes obtidas com as
solugdes Gtimas do método de CHRISTOFIDES
& HADJCONSTANTINOU (1995) e com as
solugbes produzidas por métodos heuristicos,
entre ees, o algoritmo de Wang (esta é a
heuristica mais referenciada na literatura para
resolver o PGR).

Os resultados destes experimentos mostram
gue uma das vantagens do presente método
sobre outros métodos heuristicos € que, nos
casos em que ele encontra uma solucéo 6tima,
em geral também fornece um certificado de
otimalidade. Além disso, nos casos em que a
solucdo obtida é subGtima, o método € capaz de
produzir um excelente limitante superior para o
valor da solucdo 6tima do PGR, o que permite
uma boa estimativa do gap de otimalidade.
Convém salientar que, na maioria dos exemplos
aqui analisados, este limitante igualou-se ou
ficou muito perto do valor da solugado 6tima.

Este trabalho esta organizado da seguinte
maneira: na proxima secdo discutimos a mode-
lagem do PGR e o método de solucdo aqui
proposto baseado em CHRISTOFIDES &
HADJCONSTANTINOU (1995), e na secéo 3
analisamos o0s resultados computacionais do
método, comparando-os com 0s dos outros
métodos. Finalmente, na se¢do 5, apresentamos as
conclusdes e perspectivas para pesquisa futura.

2. Modelagem do PGR e M étodo de Solugéo

Poblemas de corte tém sido abordados na
literatura principalmente por: (i) programa-
¢do linear combinada com uma técnica de gera-
¢do de colunas (padroes de corte) (GILMORE &
GOMORY, 1965), e (ii) heuristica gulosa de
aspiracdo da demanda, combinada com um
procedimento de geracdo de padrdes de corte
(HINXMAN, 1980). A abordagem (i) pode ser

apropriada quando o problema de corte é
irrestrito, isto €, ndo ha limitacbes para 0 nimero
maximo de vezes em que um tipo de peca podera
ser cortado a partir de uma placa, dém das
limitagBes impostas pelas dimensdes fisicas da
placa. Uma heuristica gulosa de aspiracdo da
demanda bastante simples € a chamada reducdo
exaustiva repetitiva (HINXMAN, 1980):

Heuristica de aspiracao:

Enquanto a demanda de pegas ndo for cum-
prida, faga-se:

Passo 1. Gere o melhor padrdo de corte para o
PGR.

Passo 2: Repita este padréo, tanto quanto for
possivel, em funcdo da demanda das
pecas. Ou sgja, corte no maior nimero
de vezes possivel este padrdo, levando
em conta a demanda atual das pecas
deste padréo.

Passo 3: Atualize a demanda das pecas, ou sgja,
retire da demanda atua a quantidade
de pecas que foi cortada no passo 2.
Eventualmente, inclua na demanda as
pecas de novos pedidos.

Podemos verificar que a maior dificuldade da
heuristica de aspiracdo se encontra no passo 1,
que é o foco deste trabalho. A seguir, descreve-
mos uma formulagdo de programacdo dindmica
pararesolver o PGR do passo 1.

2.1 Formulacgéo de programacéo dinamica

Sgja Ry 0 reténgulo (chapa) de comprimento e
largura L x W, e R um conjunto de n retangul os
menores (pegas) Ry, Ry, ..., R,, com comprimen-
tos e larguras Iy, X wy, |z, X W, ..., In X W,
demandas by, by, ..., b, evalores vy, v, ..., V.
O PGR consiste em encontrar o padrdo de corte
guilhotinado para R, com o maior valor total
possivel, usando-se ndo mais do que by réplicas
decadaretdngulo R, i =1, 2, ..., n (umavez que
temos a restricdo de ndo gerar estoque, ou sgja,
podemos produzir no maximo by réplicas de cada
retdngulo R). Se todos os valores v; forem iguais
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Figura 1 — Exemplo de padr&o de corte para (x, y) em 3-estagios

as areas |;w;, entdo o objetivo corresponde a
minimizar a perda de material. Admitimos que
0s comprimentos e larguras da chapa e das pecas
s80 nameros inteiros e, por simplicidade, que
pecas |; x w; sdo diferentes de pecas w; x |; (casos
em que as pecas podem ser rotacionadas podem
ser tratados por meio de simples modificacGes
nas definicbes de Fo em (3) e (7), e X e Y em
(11) e (12) adiante).

Para desenvolver uma férmula recursiva de
programacdo dinamica, admitimos que os cortes
sd0 produzidos em estagios. A Figura 1 ilustra
um padréo de corte em 3 estagios para um
retangulo (X, y), onde, no primeiro estdgio, um
corte horizonta divide o reténgulo (x, y) em 2
retdngulos (superior e inferior); no segundo
estégio, um corte vertical divide o retdngulo
superior em dois reténgul os (superior esquerdo e
superior direito), e dois cortes verticais dividem
o reténgulo inferior em trés retangulos (inferior
esquerdo, inferior intermedi&rio e inferior
direito); e, no terceiro estdgio, um corte
horizontal divide o reténgulo superior esquerdo
em dois retangulos, e dois cortes horizontais
dividem o retangulo inferior direito em trés
retdngulos. Note que os cortes de cada estagio
s80 sempre paralelos aos eixos X ou Y, e que 0S
cortes de dois estagios consecutivos sdo sempre
perpendiculares entre si.

Sgam s, S, ..., Sy as quantidades de pegas
dos tipos 1, 2, ..., n que podem ser usadas para
produzir um padrdo de corte factivel para o
retangulo (x, y). Representamos essas pegas pela
segiéncia ordenada:

Sy ={s.5. 84

Note que, para a chapa (L, W), podemos usar
guaisquer pecas do conjunto R, e assim:

S.w ={b.b,....b}

Definimos Fi(x,y, Sy) como o valor do
padréo de corte 6timo em até k-estagios, paraum
retangulo de tamanho (X, y), usando uma combi-
nacéo factivel de retangulos do conjunto S,,, com
cortes no primeiro estgio paraelos ao exo .
Similarmente, definimos G(X, Y, Sy) como o valor
do padréo de corte Gtimo em até k-estagios, para
um retangul o de tamanho (X, y), usando uma com-
binacdo factivel de retdngulos do conjunto S,
com cortes no primeiro estagio paralelos ao eixo x.
Sgam X={1,2,...,L} eY={1,2, ..., W}. As
funcgbes recursivas Fi(x, y, Sy) € Gu(X, Y, Sy),
para todo k=1, xOX, yOY e Sy 0 Sw,
sdo definidas como (CHRISTOFIDES &
HADJICONSTANTINOU, 1995):

0 Gubys) O
Fk(x’ y’Sxy) =max U Fk(xlvva')+ (n
E}%?EIL Gk_l(x =X, ¥,§y - S)%
[$USy U
1)
S Fk—l(X’ Y, Sxy)’ S
Gk(x1 y1sxy):max|:| g Gk(xvyllsl)"' 0
g%?X% Fk—l(x’ y-VY,§, - S)%
[($USy U

)
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Figura 2 —(a) Nenhum corte neste estagio, mas um corte no estagio anterior paralelo ao eixo x,
(b) corte neste estagio paralelo ao eixoy, (¢) alocacdo de uma pega no retangulo (X,y) emk =0

O primeiro termo do colchete da formula (1)
corresponde a0 caso em que, no primeiro estagio
do padrdo 6timo em até k estégios de (X, y), ndo
ha cortes em (x, y) paralelos ao eixo y, o que
implica que este padrdo pode ser considerado
como um padrédo em até k-1 estégios, com 0s
cortes do primeiro estagio paralelos ao eixo X,
como na Figura 2(a). O segundo termo do
colchete da formula (1) corresponde ao caso em
que, no primeiro estagio do padréo 6timo em até
k estégios de (X, y), existe pelo menos um corte
em (X, y) paralelo ap eixo y, digamos um corte
vertical X' OX, X' <X, produzindo dois retangulos
(X,y) e (xx,y), como na Figura 2(b). Neste
caso, temos dois padrdes de corte associados
com estes retangulos. No primeiro, as pecas
pertencem ao conjunto S, 0s cortes no primeiro
estagio do padrdo étimo de (X', y) sdo paralelos
ao eixo y, e ainda ha k estagios no total (dado
gue pode haver outros cortes verticais X’ <X em
(X', ¥), que ndo implicam em outro estagio em
(%, ¥)). No segundo, as pegas pertencem ao
conjunto complementar S, —S, 0s cortes no
primeiro estdgio do padrdo 6timo de (X=X, V)
sd0 pardelos a0 eixo X, e h4 somente k-1
estagios no total (dado que cortes horizontais em
(x=x', y) implicam em outro estégio em (X, V)).
Similarmente paraaférmula (2).

Um vaor para k=0 em F(x,y,Sy) ou
Gk (X Y, Sy) (férmulas (1) e (2)) corresponde a
uma alocagdo da maior pega (i.e., mais valiosa)
do conjunto Sy para o retangulo (Xx,y) (ver
Figura 2(c)). Os dois cortes para produzir esta
peca a partir de (X, y) ndo sdo considerados como
estégios adicionais de corte. Assim, condicles
iniciais sdo fornecidas, paratodo X, y € Sy, por:

st e 0

GO (X, y, S(y) = FO (X1 yv SQ/) (4)

Note que o maximo entre Fc(X,y,S,) €
Gk (X Y, Sy) em (1)-(4) corresponde a solucéo
otima do PGR k-estégios para o retangulo (X, y),
gerado pelo uso das pegas em S, quando a
direcdo dos cortes do primeiro estagio ndo é
especificada. Em particular, max[F (L, W, S.w),
Gk (L, W, Sw)] corresponde a solugdo 6tima do
PGR k-estagios paraa chapa Ry = L x W. Se ndo
for especificado um nimero méximo de estégios
(i.e., PGR multiestégios), devemos considerar o
valor de k como sendo aguele em que:

Fr(L, W, Sw) = Fiea (L, W, Sw)
e
G (L, W, Sw) = G (L, W, Sw)

A principal dificuldade desta formulacdo é a
dimensdo do espaco de estados associada
principalmente a variavel de estado S w.

A seguir, discutimos uma relaxacéo do espa-
¢o de estados da formulagéo (1)-(4), combinada
com um procedimento do tipo otimizacdo do
subgradiente (ascensdo no espaco de estados),
conforme explorado em CHRISTOFIDES &
HADJCONSTANTINOU (1995), que produz
bons limitantes para o problema origina. Em
seguida, desenvolvemos uma heuristica de facti-
bilizacdo que, em cada iteracdo do procedimento
de otimizacdo do subgradiente, utiliza a solucéo
relaxada para produzir boas solugdes factiveis
para o problema original. Convém salientar que
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Figura 3 — Representacdo da relaxagdo do espaco de estados

CHRISTOFIDES & HADJCONSTANTINOU
(1995) ndo exploraram heuristicas de factibiliza-
¢ao; ao contrério, aplicaram os limitantes obtidos
conforme discussdo acima hum procedimento de
busca em é&rvore, para garantir encontrar uma
solucdo Gtima para o problema.

2.2 Relaxacdo do espaco de estados

Considere-se a formulacéo (1)-(4). Sgja g(.)
uma funcdo de mapeamento escalar inteira, do
dominio de estados (x, y, Sy) para algum outro
dominio (x, y, 9(Sy)), com menor cardinalidade.
Por exemplo, sgja g(S,)) = Zsmsws, ; logo, todos

0s subconjuntos SIS, com mesmo valor g(S)
(i.e, com mesma quantidade total de pecas
disponiveis) sdo representados por apenas um
ponto no novo dominio (Figura 3). Portanto,
trata-se de uma relaxacdo do espaco de estados
original.

A formula recursiva (1) para o problema de
corte pode agora ser reescrita para 0 novo espaco
relaxado, para todo k=1, xOX, yOY e 9(Sy),
COMO Segue:

F (X Y,9(S,)) =

B G v, g(Sxy)), B
=max) e O F(X.y.9())+ %
B >)<(D<§ DFGk—l(X_XI’y’g(Sxy_SI))E[‘:l
[T(S)<9(5x) O

Similarmente para a férmula recursiva (2).
Como se trata de uma relaxacdo da formulagéo
(D-(2), temos que:

Fr (% Y, 9(Sy)) = Fe (%, Y, Sy)

e
G (X, Y, 9(Sy) 2 Gu (X, Y, Sy)

e assim, max [ Fq (X, ¥, 9(Sq)), Gk (X, ¥, 9(Sy)) |
produz limitantes superiores para a solucéo

6tima do PGR com até k-estagios (uma prova
formal disto pode ser encontrada em
CHRISTOFIDES et al., 1981). Obviamente, é
desgdvel que a funcdo g sga facil de ser
computada, e que tenha sua contrapartida muito
menor do que seu dominio. CHRISTOFIDES &
HADJCONSTANTINOU (1995) propuseram
associar um peso inteiro ndo negativo g a cada
pecai no conjunto R, e definiram g como:

9(Sy)=0d= 5 sq e g(S)=q=) sq
s0Sy Ay

Logo, 9g(S, —S') pode ser facilmente com-
putada por q-q', e as formulas (1)-(4) séo
reescritas por:

g lexyq

U
Fk(x’y,Q)zmaXDmaxE X yq
ek DFGHX X,y,q-q)

O —1qu

U]
O
G (% v,a)=maxOy, 0 Gxy.a)+ %

Dy<y FFL(xy-y.a-q)
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einicializadas por

Fo(x,y,q)zmaxg),_r:rlax[vi Il <XW <y, Sq]ﬁ
(7

GO (Xv yi q) = I:O (X’ yi q) (8)

As recursbes (5)-(8), aplicadas para todo
k=1, xOX,yOYeq=0, ..., Q, onde

Q= >haq, 9)
bUS w

podem ser usadas para obtermos um limitante
superior Z,g para o valor da solugdo étima do
PGR k-estagios, para um dado conjunto de pesos

du, 92 -- -,
ZUB = max [ Fk(Ll Vv1 Q)’ Gk(Ll Vv1 Q) ] (10)

gn. Este limitante é calculado por:

Noteque paaq; =0, =0, ...,g.=0ek
suficientemente grande, o limitante Z,z em (10)
corresponde a solugdo Gtima do problema gui-
Ihotinado irrestrito. A computacdo de Z,z pode
ser reduzida pela restri¢do aos padrdes de cortes
normais (HERZ, 1972; CHRISTOFIDES &
WHITLOCK, 1977). Qualquer padréo de corte é
dito normalizado se qualquer peca cortada tem sua
margem do lado esquerdo e sua margem inferior
adjacentes a outra peca cortada ou as bordas de
Ry, como mostra a Figura 4. Uma consequiéncia
disso € que os conjuntos X = {1, 2, ..., L} e
Y={1, 2, ..., W} em (5)-(6) podem ser signi-
ficativamente reduzidos, sem perda de generali-
dade, a0 serem redefinidos por:

(b)

Figura 4 — (a) Padr&o de corte ndo normalizado, (b) padr&o de corte normalizado

g U
X|x=%y6l, 1sx<L, 0<6,<b [
X=0 Z 0 (11)
H e @, inteiro, i =1,... nH
ENIY ZTW 1<y<W, 0<r, bD
Y=0 0 (12)
H e 1, inteiro, i =1,...,nH

Neste caso, as férmulas recursivas (5) e (6),
aplicadas paratodo k= 1, x(OX, yYeq=0, ..., Q
(conforme (9), (11) e (12)), so reescritas por:

E Gea (% y,0), O
Fk(x’y CI) maXDmaxD F(X yq)
é.x_'ﬂx, 3G, (3-x0y.a-q)
B (13)
0 Fea(x v,0), O

O
G (xy.q)= maxDmaXD G(Xy q)+
E“ 3 Fa(x¥-yDa-q)

(14)

onde 0= max {x |x <x, x OXO{0}},
0= max {y,|y,<y, y,0YD{0}} (estas
definigdes sd0 hecessérias para garantirmos que
o resultado das diferencas x—-x' e y—-y' em
(13) e (14) pertencam aos conjuntos X e Y em
(11) e (12)), e R (X y,0) =G (xy,q) =0 se
x=0 ou y=0 (note agora que, por causa das
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definicdes de [X{]e [¥] podemos ter x=0 ou
y=0). As formulas (13)-(14) sdo inicializadas
conforme antes, por (7)-(8).

Uma vez computado o valor do limitante
Zyg em (10) para um dado conjunto de pesos
Ju, O, .-, On, € K suficientemente grande, é neces-
sario fazer um backtracking para determinar as
pegas em R que compdem o padrdo correspondente
(ndo necessariamente factivel) para a chapa Ro.
Isso requer o uso de ponteiros que indicam, para
cada conjunto de valores (k, X, y, g), 0s termos
na recursdo (13)-(14) que levaram aos valores de
Fx y, 0 e G(X vy, 9. Uma simples rotina
backtracking pode ser definida para determinar a
seqliéncia de cortes realizados sobre a chapa Ry,
em conjunto com uma estrutura de dados apro-
priada para representar a lista de pegas em R
produzidas durante o processo de corte. Sgjay; 0
nimero de vezes que a peca i foi usada neste
padrdo. Sey; < by paratodo i=1, ..., n, entdo uma
solucdo factivel para o PGR multiestdgios foi
encontrada, e logo é Gtima. Caso contrario, um
procedimento do tipo otimizacgo do subgradiente
pode ser utilizado para otimizar o limitante Zg
em (10), variando-se 0s pesos d, G, .-, O

2.3 Ascensio no espaco de estados

Um método de modificacdo do espaco de
estados, associado com a formulagdo relaxada
(13)-(14), pode ser usado numa tentativa de
minimizar o limitante Zyg em (10). O objetivo
desta técnica é penaizar as infactibilidades de
modo a forcar que a solucdo do problema
relaxado se aproxime cada vez mais da factibi-
lidade. Sejam q o vetor de pesos (a1, Go, --., On),
f(g) o limitante superior Z,z produzido por (10)
usando o vetor g, € D a maxima dimensdo do
espaco de estados rdaxado que desgjamos
modificar (isto é os maiores valores de Q em
(9)). Temos que resolver 0 seguinte problema:

f(a*) = min [f(q)]

sa: h%ﬁqi <D

A minimizacdo de f(q) no problema acima é,
em geral, dificil, dado que f(q) é uma funcéo
descontinua em . Entretanto, um procedimento
do tipo “otimizacdo do subgradiente” para
modificar os pesos ¢ e ascender no espaco de
estados pode ser usado (CHRISTOFIDES &
HADJICONSTANTINOU, 1995). O proce-
dimento € baseado no seguinte principio:
considere-se y; conforme definido anteriormente.
Sey < b paratodoi =1, ..., n, entéo o problema
esté resolvido; caso contrério, entdo é razoavel
tentar reduzir a diferenca y, — by para se mover
em direcdo a factibilidade. Um simples modo de
Se Conseguir isso € incrementar 0 peso ¢ das
pecas para as quais y; > b; €, a0 mesmo tempo,
decrementar 0 peso g das pegas para as quais
Vi < b.

Neste trabalho utilizamos a seguinte formula
para atualizar os valores dos pesos ¢ :

E qi+l\/(yi_b|)l Seyi>b|,
g =0
Enax[o’qi - l\/(b| _yi)l] SeYi Sb'v

onde [Z(denota o maior inteiro menor ou igual
az et é o tamanho do passo escaar positivo,
dado por:

(15)

O m , U
tzmaxg-v (Z,g _ZLB)/Z(Q -V 5

Note que esta férmula, similar ao tamanho
dos passos na otimizacdo do subgradiente
(HELD et al., 1974), é uma pequena modifi-
cacdo da utilizada em CHRISTOFIDES &
HADJCONSTANTINOU (1995). Nossa moti-
vacao para o limite inferior t = 1 é permitir que
g em (15) sqgja dterado sempre que y; # b. O
pardmetro T é inicialmente fixado em 2,0, sendo
entdo reduzido pela metade a cada 3 iteracOes,
até que msegainferior a € = 0,05 (i.e., apos 18
iteragBes). Z,g € 0 valor de um limitante inferior
(correspondendo a uma solugdo factivel) para a
solucdo 6tima do PGR, iniciaizado por alguma
heuristica. Z,s € 0 valor do limitante superior
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corrente em (10). Note que, se Zyg = Z; 5, entdo o
procedimento de otimizacdo do subgradiente
pode ser interrompido, com Z g sendo a solucéo
6tima para o problemaoriginal.

Algoritmo de otimizacdo do subgradiente:

Passo 1. Determine X e Y em (11)-(12), e
escolha valores iniciais para Zg e
para o vetor ¢, por exemplo, g =0,
i=1,..,n

Passo 2: Resolva a formulagdo relaxada (13)-
(14), com k suficientemente grande,
para obter o valor 6timo Zyg em (10)
relativo ao vetor g atual.

Passo 3: Chegue se 0 padr&o de corte associado
com Z;z gera uma solucdo factivel para
0 PGR. Se sim, entdo esta solucéo é
6tima e o procedimento é terminado.
Caso contrario, se Zyg < Zyin (0 mini-
mo limitante superior obtido até ent&o),
atualize Zyn com Zyin = Zyg.

Passo 4. Execute uma heuristica de factibiliza-
¢d0 (descrita a seguir) para encontrar
uma solucdo factivel para o problema.
Se o valor desta solucéo for maior que
Z s (0 valor da melhor solucéo factivel
obtida até entdo), atuaize Z s Se
Z g = Zyin, €Ntd0 esta solugdo é Gtima e
0 procedimento é terminado.

Passo 5: Modifique o vetor g usando a formula
dadaem (15), eatudizeQem (9 et

Passo 6: Volte para 0 passo 2 com 0 hovo vetor
g, @ menos que um numero suficiente
de iteracBes ja tenha sido realizado, ou
<&

No final do algoritmo, a solugdo 6tima para o
PGR pode ter sido encontrada (passo 3 ou 4).
Caso contrério, a solucéo apresentada é a melhor
obtida no passo 4 com a heuristica de factibiliza-
¢d0, que ndo tem garantia de otimalidade. Em
CHRISTOFIDES & HADJCONSTANTINOU
(1995), ndo h& o passo 4, e o melhor limitante
superior Z,, obtido pelo agoritmo é usado hum
procedimento de busca em arvore para resolver
otimamente o problema.

2.4 Heuristica defactibilizacdo

Uma heuristica de factibilizacdo bastante
simples € resumida nos seguintes passos:

Passo 1. Retire aleatoriamente do padréo as
pecas que excederam a demanda atual.
Por exemplo, se o padrdo contém trés
pecas do tipo 1, e apenas duas pegas do
tipo 1 sdo demandadas, entdo retire
aleatoriamente do padrédo uma peca do
tipo 1.

Passo 2: Paracada‘“buraco” produzido no passo
1 (i.e, espaco formado pelas pegas que
foram retiradas do padréo), determine a
solugcdo homogénea (arranjo com pegas
do mesmo tipo) mais valiosa, dentre os
tipos de pecas que ainda ndo excede-
ram a demanda. Guarde o vaor da
mel hor solucdo homogénea obtida para
cada buraco.

Passo 3: Preencha o buraco que resultar no
maior valor para o padrdo. Atualize a
demanda das pecas utilizadas para
preencher este buraco.

Passo4: Volte para 0 passo 2 engquanto
exigirem buracos que ainda possam
ser preenchidos por pecas demandadas.

Esta heuristica € executada no passo 4 do
algoritmo de otimizacdo do subgradiente (secéo
2.3). Ao témino do agoritmo, se tivermos
encontrado uma solucdo factivel com valor Zyn,
entdo esta solugdo é Gtima. Caso contrario, o
algoritmo retorna a melhor solucdo produzida
pela heuristica de factibilizacdo ao longo de
todas as iteracdes, junto com o limitante inferior
Znin para o valor da solugdo 6timado PGR.

3. Resultados Computacionais

esta secdo apresentamos alguns resultados
computacionais para ilustrar o desempenho
computacional do método proposto na secéo 2.
Tanto as implementacdes deste método quanto as
do agoritmo proposto em WANG (1983) foram
codificadas em linguagem Pascal (compilador
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Tabela 1 — Resultados computacionais para 6 exemplos da literatura

orob Dados Wang Christ Christ/Fact | Otima | Melh
LW | n ||X|]Y]]| Sol. |Tempo| Lim. Sol. | Tempo| Sol. | Tempo| Sol. %
CWL|(1510) | 7 |12 |10 | 244* | <1 | 244 | 244 | <1 | 244 | <1 | 244 | 00
CW2 | (40,70) | 10 | 29 | 56 | 2732 <1 2892 | 2732 214 2732 219 2892 0,0
CW3 | (40,70) | 20 | 25 | 55 | 1400 <1 1860 | 1400 | 199 | 1860* | 218 1860 | 32,9
OF1 | (70,40) | 10 | 48 | 32 | 2172 <1 2737 | 2737% | 341 | 2737 | 164 2737 | 26,0
OF2 | (70,40) | 10 | 41 | 32 | 2083 <1 2717 | 2083 249 2506 206 2690 | 20,3
WA | (70,40) | 20 | 55 | 25 | 2277 <1 2721 | 2721 5 2721* 3 2721 | 195
Média <1 168 135 16,5

* solugdo Gtima

Delphi 4 da Borland), e foram rodadas num
microcomputador Pentium (350 Mhz, 256 Mbytes
de memoria RAM).

Dividimos os experimentos desta se¢do em
duas partes. exemplos retirados da literatura
(secdo 3.1) e exemplos gerados aleatoriamente
(secdo 3.2). Em todos os exemplos resolvidos
pelo agoritmo proposto em WANG (1983),
usamos como parametro 3=0,03, ou sga,
permitimos uma perda de no méximo 3% dentro
dos arranjos horizontais e verticais gerados pelo
algoritmo. Convém salientar que este foi o valor
gue apresentou os melhores resultados em
WANG (1983). Como o agoritmo de Wang é
suficientemente rgpido (conforme é visto a
seguir, ele consumiu menos de 1 segundo para
resolver cada exemplo) e produz solugbes
relativamente boas, estas foram utilizadas para
inicializar o valor de Z g no passo 1 do agoritmo
de otimizacdo do subgradiente (secdo 2.3). Desta
maneira, os resultados a seguir indicam quanto o
segundo agoritmo € capaz de melhorar as
solugdes do primeiro.

3.1 Exemplosdaliteratura

Tomamos 6 exemplos amplamente utilizados
na literatura para comparacbes de métodos de
solucdo para 0 PGR: os exemplos CW1, CW2 e

CW3 em CHRISTOFIDES & WHITLOCK
(1977), OF1 e OF2 em OLIVEIRA &
FERREIRA (1990), e WA em WANG (1983).
As solugbes Otimas destes exemplos sdo
conhecidas na literatura. A Tabela 1 resume 0s
dados dos exempl os e os resultados computacio-
nais obtidos;, os demais dados dos exemplos
podem ser encontrados em SILVEIRA (1999).
As colunas Wang, Christ e Christ/Fact apresen-
tam, respectivamente, as solucfes obtidas pela
heuristica de WANG (1983), pelo algoritmo de
otimizacdo do subgradiente de CHRISTOFIDES
& HADJCONSTANTINOU (1995) (agoritmo
da secdo 2.3 sem 0 passo 4), e pelo agoritmo de
otimizagdo do subgradiente junto com a
heuristica de factibilizagdo (algoritmo da secéo
2.3 com 0 passo 4, e agoritmo da secéo 2.4). Os
tempos computacionais (coluna Tempo) referem-
se a segundos, e 0 simbolo “< 1" indica um
tempo menor que 1 segundo. A coluna Lim
apresenta o melhor limitante superior gerado por
Chris e Christ/Fact, e as colunas Otima e Melh
apresentam, respectivamente, a solucéo étimaea
melhoria (em %) da solugéo de Christ/Fact em
relacéo a solucdo da heuristica de Wang.

Observe na Tabela 1 que: (i) enquanto Wang
foi capaz de encontrar a solucéo 6tima apenas de
CWL1, Christ encontrou a solucgdo étima de CW1,
OF1 e WA, e Christ/Fact a solugdo 6tima de



88 Silveira & Morabito — Um Método Heuristico Baseado em Programagao Dindmica para o Problema de Corte Bidimensional Guilhotinado Restrito

CWi1, CW3, OF1 e WA, (ii) Christ e Christ/Fact
produziram limitantes superiores iguais ou muito
proximos do valor da solucdo Otima; (iii)
Christ/Fact produziu solugdes em média 16,5%
melhores que Wang, porém gque demandaram um
tempo computaciona substancialmente superior
(135 segundos em média). Além disso, Christ/
Fact produziu solugdes melhores do que Christ
nos exemplos CW3 e OF2.

Convém sdlientar que 0 método exato de
CHRISTOFIDES & HADJCONSTANTINOU
(1995), baseado no algoritmo de otimizacdo do
subgradiente e num procedimento de busca em
arvore, foi capaz de encontrar as solucdes étimas
de todos os exemplos acima, no entanto o0s
tempos computacionais foram bem elevados (em
alguns casos chegaram a ordem de horas num
microcomputador IBM 486). Ao compararmos
Christ/Fact com outros métodos heuristicos da
literatura, por exemplo, o método de FAYARD
et al. (1998), este encontrou solugdes inferiores
as de Christ/Fact para os exemplos CW2 (2731),
CW3 (1740) e OF1 (2713), mas superior para 0
exemplo OF2 (2586), com tempos computacio-
nais da ordem de poucos segundos numa estacéo
de trabalho Sparc-Server20.

3.2 Exemplos gerados aleatoriamente

Geramos, aeatoriamente, 20 exemplos com
chapas de dimensdes (L, W) = (100, 100) en =10
pecas, divididos em duas classes. exemplos com
pecas “grandes’ e " pequenas’. Essa classificacio
tem sido utilizada por alguns autores na litera-
tura, como em BEASLEY (1985), MORABITO
& ARENALES (1995, 1996), e HIFI (1997).

» Exemplos com pegas grandes: as dimensdbes
li, wi, i=1,2,...,n, foram sorteadas (e em
seguida arredondadas) de uma distribuicdo
uniforme nos intervalos [0,25L, 0,75L],
[0,25W, 0,75W], respectivamente.

« Exemplos com pecas pequenas: as dimensdes
li, w;, i=1,2,...,n, foram sorteadas (e em
seguida arredondadas) de uma distribuicéo
uniforme nos intervalos [0,20L, 0,50L],
[0,20W, 0,50W], respectivamente.

Em todos os exemplos, os valores de utilidade
v;, i=1,2,...,n, foram considerados iguais as areas
liw; das pegas, e as demandas d; foram sorteadas
de uma distribuicao uniforme no intervalo [1, 4].
Os demais dados destes 20 exemplos podem ser
encontrados em SILVEIRA (1999). As Tabelas
2 e 3 apresentam os resultados obtidos para os
exemplos com pecas grandes e pequenas,
respectivamente. Como estes exemplos foram
gerados aeatoriamente, a solucdo 6étima ndo é
conhecida a priori. Portanto, s6 temos garantia
de otimalidade quando a solugdo gerada em
Christ ou Christ/Fact é factivel etem valor igual
a0 limitante superior (passos 3 ou 4 do agoritmo
da secdo 2.3). Nas tabelas, o simbolo “(1)” na
coluna Otima indica que o exemplo tem soluc&o
6tima desconhecida.

Como podemos observar, para os exemplos
com pegas grandes (25% a 75% do tamanho da
placa origina), as solugbes apresentadas em
Christ e Christ/Fact sdo quase sempre Gtimas e
acompanhadas de um certificado de otimalidade;
além disso, sdo superiores as solucdes encon-
tradas em Wang (em média mais de 15%,
conforme Tabela 2). Note que Christ/Fact
supera Christ apenas no problema 5 (neste caso,
ndo sabemos se a solucdo é Gtima, mas sabemos
gue, caso ndo sga, o gap de otimalidade €, no
méximo, 3,3%), 0 que sugere que a heuristica de
factibilizacdo é menos efetiva em problemas
com pegas grandes.

Para os exemplos com pegas pequenas (20%
a 50% do tamanho da placa original), as
solugdes obtidas em Christ e Christ/Fact nem
sempre sdo acompanhadas de um certificado de
otimalidade (note que ndo sabemos se as
solugdes dos prablemas 1, 2, 3, 6, 8 e 10 na
Tabela 3 sdo 6timas). I1sso se deve ao fato de que
agora cabem mais pegas dentro da placa original
(em comparagdo aos problemas com pecas
grandes), aumentando, assim, as chances de que
o algoritmo de otimizacdo de subgradiente gere
solugdes infactiveis (i.e., colocando mais pecas
no padréo de corte do que a demanda requerida).
Contudo, as solucdes obtidas em Christ/Fact
ainda sdo melhores gque as encontrados em Wang
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Tabela 2 — Resultados computacionais para 10 exemplos aleatérios com pegas grandes,
com (L,W) = (100,100), en = 10.

Prob Dados Wang Christ Christ/Fact Otima | Meh
[X] [Y] Sol. | Tempo Lim. Sol. Tempo Sol. | Tempo | Sol. %
1 24 | 30 | 8438 <1 8828 8828 3 8828 3 8828 4,6
2 26 | 13 | 6768 <1 8244 8244 <1 8244 <1 8244 21,8
3 35 | 24 | 6570 <1 8180 8180 2 8180 2 8180 24,5
4 33 | 22 | 8634 <1 8799 8799 5 8799 5 8799 1,9
5 32 | 37 | 8758 <1 9507 8758 20 9194 16 (2) 5,0
6 40 | 25 | 7642 <1 8464 8464 2 8464 2 8464 10,8
7 27 27 6791 <1 8751 8751 <1 8751 <1l 8751 28,9
8 31 35 9536 <1 9715 9715 <1l 9715 <1 9715 19
9 40 | 26 | 5828 <1 8919 8919 <1 8919 <1 8919 53,0
10 35 | 31 | 8768 <1 9611 8768 92 8768 92 1) 0,0
Média <1 12 12 15,2

(2) A solucdo étima ndo é conhecida

Tabela 3 — Resultados computacionais para 10 exemplos aleat6rios com pegas pequenas,
com (L,W) = (100,100) e n = 10.

Prob Dados Wang Christ Christ/Fact Otima | Melh
IX] Y] Sol. Tempo Lim. Sol. Tempo Sol. Tempo | Sol. %
1 51 | 43 | 9026 <1 9446 9026 631 9238 621 1) 2,3
2 42 | 43 | 9022 <1 9308 9022 68 9216 66 (D] 2,2
3 45 | 41 | 8640 <1 9356 8640 221 8932 137 (€D} 34
4 58 | 39 | 9518 <1 9682 9682 1 9682 1 9682 1,7
5 55 | 46 | 8649 <1 9381 9381 3 9381 3 9381 8,5
6 53 | 42 | 6568 <1 9148 6568 367 8914 331 (D 35,7
7 34 | 50 | 8648 <1 9656 9656 <1 9656 <1 9656 11,7
8 50 | 49 | 9043 <1 9891 9043 429 9533 427 1) 5,4
9 41 | 31 | 8238 <1 8964 8964 <1 8964 <1 8964 8,8
10 35 | 53 | 7958 <1 9477 7958 188 7958 188 1) 0,0
Média <1 196 178 8,0

(2) A solucdo 6tima ndo é conhecida

(em média 8%, conforme Tabela 3), apesar de os
tempos computacionais serem bem maiores (178
segundos em média). Além disso, nos problemas
onde a solucdo dtima ndo foi encontrada,
Christ/Fact produziu solucbes em gerd
melhores do que Christ (problemas 1, 2, 3, 6 e
8), indicando que a heuristica de factibilizagdo é
mais ef etiva em problemas com pecas pequenas.

4. Conclusbes e Pergspectivas para Pesguisa
Futura

este artigo estudamos o problema de corte
bidimensional guilhotinado restrito. Para
resolvé-lo, exploramos uma variagdo do método de
CHRISTOFIDES & HADJCONSTANTINOU
(1995), baseada numa relaxacdo do espaco de
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estados de uma formulacdo de programacéo
dindmica do PGR (segéo 2.2), num procedimento
do tipo otimizac&o do subgradiente (se¢do 2.3), e
numa heuristica de factibilizac8o (se¢do 2.4). O
desempenho computacional deste método
heuristico foi avaliado resolvendo-se 6 exemplos
da literatura (secdo 3.1) e 20 exemplos aleatdrios
(secdo 3.2), e comparando-se as solugdes obtidas
com as solucBes da conhecida heuristica de
WANG (1983).

Os resultados mostraram que a abordagem foi
capaz de produzir solucBes melhores do que a
heuristica de Wang (com parametro 8 = 0,03),
com melhorias médias de 16,5% nos exemplos
da literatura, e 15% e 8% nos exemplos
aleatdrios com pecas grandes e pequenas,
respectivamente. Além disso, muitas destas
solugdes sdo Gtimas e, nos casos em gue hao sao,
a abordagem, partindo da solucdo dGtima do
problema irrestrito (relaxado), foi capaz de
produzir um limitante superior relativamente
proximo do valor da solucdo étima do PGR, o
gue permite uma boa estimativa do gap de
otimalidade (nos experimentos este limitante
superior coincidiu com o valor da solucdo étima
em 5 dos 6 exemplos da literatura, em pelo
menos 8 dos 10 exemplos aleatdrios com pecas
grandes, e em pelo menos 4 dos 10 exemplos
aleatorios com pegas pequenas). Uma vantagem
deste método é que, nos casos em que ee
encontrou uma solucéo étima, em geral também
forneceu um certificado de otimalidade. Por outro
lado, uma desvantagem dele foram os tempos
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A HEURISTIC METHOD BASED ON DYNAMIC PROGRAMMING FOR THE
CONSTRAINED TWO-DIMENSIONAL GUILLOTINE CUTTING PROBLEM

Abstract

In this paper we study a particular case of two-dimensional cutting problems named constrained
guillotine cutting (CGC). The CGC is an NP-hard problem that appears in different industrial
processes of cutting rectangular plates, such as in the glass and circuit board industries. To solve the
problem we present a variation of the exact method of CHRISTOFIDES & HADJICONSTANTINOU
(1995), based on a dtate space relaxation of a dynamic programming formulation of the CGC, a
procedure of subgradient optimization type, and a feasibility heuristic. The result is a method without
guarantee of optimality, however, faster and able to solve larger problems than the exact method of
Christofides and Hadjiconstantinou. The computational performance of the approach is evaluated
solving several examples of the literature as well as randomly generated examples, and comparing the
solutions obtained with the ones of Christofides and Hadjiconstantinou’ s method and the well-known
heuristic of WANG (1983).

Key words. cutting problem, constrained two-dimensional cutting patterns, dynamic programming,
heuristics.



