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Resumo

O transporte e a disperséo de poluentes em cursos
d’agua naturais sdo normalmente descritos por um mo-
delo unidimensional, na forma da equagéo diferencial
conhecida como equacdo da adveccao-dispersao, dedu-
zida a partir de um balanco de massa, onde os fluxos sdo
regidos pela lei de Fick. Essa equacdo contém dois para-
metros que sdo normalmente avaliados através de estu-
dos com tracadores: a velocidade média do escoamento
e o coeficiente de dispersdo longitudinal. Nesse artigo,
sdo apresentados cinco métodos diretos de determina-
cdo do coeficiente de dispers&o longitudinal, que s&o con-
cebidos a partir da solucéo fundamental da equacdo da
adveccao-dispersao e que requerem a realizacdo de tes-
tes de campo com o uso de tragadores: 0 método dos
momentos, 0 método da propagacdo (routing procedu-
re), um procedimento grafico devido a Chatwin e dois
outros métodos simples baseados nas propriedades da
solucdo fundamental da equacdo diferencial da advec-
cao-dispersao.
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Abstract

In the study of transport and dispersion of pollutants
in streams is usually used a unidimensional focus. The
differential equation that describes the phenomenon is
known as advection-dispersion equation and it is
deduced from a mass balance in that the law of Fick is
introduced. This equation contains two parameters that
can be appraised of studies with tracer: the mean stream
velocity, U, and the longitudinal dispersion coefficient,
E, . Five different direct methods of determination of the
coefficient of longitudinal dispersion are presented in
this paper. These methods are conceived of the
fundamental solution of the equation of the advecgéo-
dispersion and they need the accomplishment of field
tests with tracer: method of the moments, routing
procedure, a graphic procedure due to Chatwin and two
other simple methods based on the properties of the
fundamental solution of the differential equation of the
advection-dispersion.

Keywords: longitudinal dispersion, tracer, water
pollution.
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1. Introducéo

Os modelos de qualidade da agua
tém sido amplamente utilizados, entre
outras aplicac@es, na previsao da distri-
buicdo espacial e temporal da concen-
tracdo, em decorréncia de lancamentos
intencionais ou acidentais de poluentes
em corpos d’agua naturais. Essas previ-
sdes sdo particularmente Uteis, quando
se busca definir os niveis de tratamento
compativeis com a qualidade exigida
para a 4gua do corpo receptor, ou quan-
do se visa a encontrar o ponto mais ade-
quado de langamento do residuo, de
modo a causar 0 menor impacto possi-
vel. Os modelos, contudo, contém para-
metros que precisam de ser bem avalia-
dos, para que os prognosticos produzi-
dos sejam confiaveis. No caso de esco-
amentos em rios e ribeirdes, é preciso
conhecer a velocidade média do escoa-
mento e o coeficiente de disperséo lon-
gitudinal, este Gltimo servindo como um
indicador da capacidade de o curso
d’agua dispersar os poluentes que em
suas aguas se dissolvam.

2. Equacoées
fundamentais

De acordo com a primeira lei de
Fick®, para um processo de difusdao mo-
lecular unidimensional, o fluxo de mas-
sa de um soluto é proporcional ao gra-
diente de sua concentracdo, traduzido
numa expressdo matematica por

_ oc

= D=
J ox (01)
onde:

j = fluxo ou taxa de transporte de massa
por unidade de &rea transversal [ML2T].

¢ = concentracdo [ML?].

D = coeficiente de difusdo molecular
[L2T1).

x = direcdo em que se desenvolve 0 processo.

A introducdo da Eq.(01) numa
equacdo de balanco de massa permite

1 Adolph Fick, fisiologista aleméo, 1856.

estabelecer a relacdo que descreve como a massa é transferida nos processos unidi-
mensionais de difusdo fickiana, conhecida como equacéo da difusdo, que é da for-
ma

oc 0%c
ot~ o (02)

sendo: t = tempo no qual o processo se desenvolve. A solucdo fundamental da
Eq.(02) € obtida para as condic@es iniciais e de contorno:

c(x0) = §(x)

c(+ o, t) =0 (03)

onde §(x) representa a funcéo delta de Dirac, que tem a propriedade de ser nula no
tempo inicial em todos os lugares, exceto em x =0, e

+ o
j C8(x) dx =1 (04)
Para essas condicdes, a solucdo da Eq.(02) é da forma
1 x?
c(x,t) = exp| - —
>0 JanDt p{ 4Dt] (05)

que, para t fixo, é semelhante a uma distribuicdo gaussiana de freqiiéncia, com

variancia o2 Dessa semelhanca, permite-se concluir que 4nDt = 2rc?, de onde
se obtém a relacdo basica do método dos momentos, que € um dos procedimentos
de calculo do coeficiente de difusdo (e, também, do coeficiente de dispersao, co-
mentado adiante).

2 dt
Para o caso do fluxo de massa em escoamento turbulento, mas com uma velo-
cidade média predominantemente longitudinal, a aplicacéo do principio da conser-
vacdo da massa conduz a equacdo de transporte, que se escreve como (French,
1985).

ac ac ac ac o%c o%c o%c
—tu_—-+v_—+wW—=D—F+D—5+D——= (07)
ot oX oy 0z oX oy 0z

onde:

¢ =c(X,y,z,t).

u = componente longitudinal instantanea da velocidade.

v = componente vertical instantanea da velocidade.

w = componente transversal (lateral) instantanea da velocidade.
x = dimensdo longitudinal.

y = dimensdo vertical

z = dimensdo transversal.
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Para avaliar os efeitos do transporte turbulento, as quantidades instan-
taneas sdo representadas pela superposi¢cdo de uma flutuagéo turbulenta ao
seu valor médio temporal, segundo 0 modelo de Reynolds,

u=1u+u

v=vVv+vzv (08)
w=W+w'z=zw'

c=7¢+c

com as barras superiores indicando valores médios no tempo e u', v', w' e ',
representando as flutuag@es turbulentas das correspondentes variaveis. Apos
a substituicdo da Eq.(08) na Eq.(07) e da aplicacdo da média temporal na
equacdo resultante, considerada a hipdtese de serem nulas as médias das
flutuacdes turbulentas e de serem constantes as médias temporais no inter-
valo de integracdo, obtém-se

— +u— =D
ot Ox

ox? W dz* ox ay dz
Da analogia com a lei de Fick, os termos advectivos de transporte tur-
bulento da Eq.(09) sdo transformados em termos difusivos, segundo

u'c' = -g, OC/ox
v'c' = —g, 0c/oy (10)
w' c' = —¢, 0c/0z

onde €, g eeg sdo, respectivamente, os coeficientes de difuséo turbulenta
longitudinal, vertical e transversal. Assim, a Eq.(09) se reescreve como

dc dc [& dc d dc d dc

— — = —|( —|+—|lp J—|+—|[ =11

ot |V ax 8x|:( e x:|+ {( +e,) y:|+az|:{ +SZ)62:|( )
AEq.(11) contém os termos de difusdo molecular e turbulenta, embora

se reconheca que o espalhamento do soluto, devido a turbuléncia, é muito

mais intenso do que aquele devido a difusdo molecular (¢ >> D).

Ap6bs a mistura completa do tracador ter ocorrido na secéo transversal,
a principal variacdo da concentracdo no problema bidimensional aqui defi-
nido passa a ocorrer na direcdo longitudinal. Além disso, em cursos d'agua
naturais, o processo de mistura que se verifica na direcdo longitudinal é mais
fortemente influenciado pelos gradientes transversais de velocidade. Para
introduzir os efeitos desses gradientes, os valores médios temporais da velo-
cidade e da concentracdo sdo escritos em termos de quantidades médias na
secdo transversal,

T =U+u"

(12)

c =C+c"

onde U e C sdo, respectivamente, os valores médios da velocidade e da con-
centracdo na se¢do transversal, e u" e c" representam os desvios espaciais
dessas variaveis com relagdo ao valor médio. Tomando-se a média da equa-
cdo resultante na se¢do transversal e baseando-se, ainda, na solugédo propos-
ta por Taylor (1953, 1954), segundo a qual, para valores suficientemente
grandes da distancia longitudinal x, ©(x, v, z, t) = c(x, t) ,tem-se, con-
forme demonstrado por Holley (1969), para o problema bi-dimensional,

oc oc b, [ oc —]
—+U—=—(D+8x)——u"c"
ot ox O0x ox

(13)

onde a barra dupla indica média espacial. Na
Eq.(13), o transporte definido pela expressao
entre colchetes, semelhantemente a lei de Fick,
é admitido como proporcional ao gradiente lon-
gitudinal de concentracao, isto &,

D + &) X _ G- E. XL (1

oX oX

sendo E, o coeficiente de dispersdo longitudi-
nal. Com a simplificacdo imposta pela Eq.(14),
a Eq.(13) toma a conhecida forma da equacéo
da advecdo-dispersao unidimensional:

2
@, & _ o

+ = E — 15
ot X - 19)

ox?
Para as condic@es iniciais e de contorno
definidas pela Eq.(03), a Eq.(15) pode ser re-
solvida com o auxilio da transformacdo de va-
ridveis X = x - U . t (sistema de coordenadas
lagrangeano), produzindo a solugdo funda-
mental da equacgdo da adveccdo-dispersdo:

M (x — Uty
————exp|- ———| (16
A\JanE T p{ 4E t (16)
sendo M a massa instantaneamente injetada no
ponto de coordenada x=0, em canal uniforme

de area de secdo transversal igual a A.

C(x, t) =

3. Métodos de
determinacéo diretade E

Da solucdo da Eq.(15) e da formli da
EQ.(16) derivam véarios métodos de obtencéo
do coeficiente de dispersdo longitudinal, que
requerem a producdo de dados de campo, nor-
malmente gerados com o emprego de tragado-
res. Em geral, os métodos exigem o conheci-
mento de distribuicdes temporais da concen-
tracdo de um tracador, que se obtém de testes
de campo em que se injeta o tracador artificial-
mente no curso d'agua.

Entre os principais métodos, estdo aque-
les apresentados por Fischer et al. (1979),
French (1985) e Rutherford (1994), entre ou-
tros, conhecidos como método dos momentos,
método da propagacédo (routing procedure) e
procedimento grafico de Chatwin (Chatwin,
1971), além de dois outros métodos simples
baseados nas propriedades da Eq.(16). Todos
esses métodos derivam da lei de Fick e reque-
rem que as medidas de concentracdo sejam fei-
tas na zona de equilibrio, isto é, a uma distan-
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cia suficientemente grande do ponto de injecdo, onde
ja se verifica o equilibrio entre os efeitos causados
pela ndo uniformidade do campo de velocidade e
pela mistura transversal turbulenta.

O método dos momentos utiliza um modelo se-
melhante ao da Eq.(06), escrito para o coeficiente
de disperséo longitudinal na forma

1 do?

E = =
LTS ae 17)

onde 0)2( representa a variancia espacial da distri-

buicdo de concentracdo, que é uma medida do espa-
Ihamento instantaneo sofrido pelo tracador. Pela
Eq.(17), para a obtencdo de E,_de dados de campo,
requer-se o conhecimento da distribuicdo longitudi-
nal da concentracdo. Na préatica, contudo, a aplica-
bilidade do método esbarra no fato de que as con-
centracdes sdo normalmente conhecidas em funcéo
do tempo, em pontos fixos. Por isso, para o empre-
go do método dos momentos, exige-se que a varian-
ciaespacial da Eq.(17) seja convenientemente trans-
formada em variancia temporal. Com esse objetivo,
uma aproximagao €é introduzida pela imposicgao da
“hip6tese da nuvem congelada”, pela qual se con-
sidera desprezivel a dispersdo durante todo o in-
tervalo de tempo necessario para que a nuvem do
tracador passe pelo ponto de observacdo. A impo-
sicdo dessa hipotese permite avaliar a distribuicdo
espacial da concentracdo a partir da distribuicdo
temporal, mediante a transformacéo

X; — X
C (Xi’ ti + Uj (18)

sendo U a velocidade média do escoamento, x; a dis-
tancia longitudinal da estacdo de amostragem em
relacdo ao ponto de injecdo do tracador (que corres-
ponde a posicdo do centrdide da nuvem de concen-
tragdo observada no tempo t)) e sendo t, 0 tempo mé-
dio da passagem da nuvem do tracador pela estacéo
de amostragem.

Dessa consideracdo, conforme Fischer, resulta

C(x,t) =

c: = U%c; (19)

onde cf ¢ a variancia temporal calculada a partir

das medidas realizadas num ponto fixo a jusante do
ponto de lancamento. Com a aproximacao feita pela
Eq.(19) e considerando valida a hipotese de cresci-
mento linear da variancia temporal, conforme exi-
gido pela lei de Fick, pode-se escrever a formula de
calculo de E,_, com base em distribui¢des temporais
da concentragdo nas secoes X, € X

u? Gtz(xz) - Gtz(xl)
E,L = —

2 f(Xz) - f(Xl)

onde 0s f(xi ) sdo tempos médios da passagem da nuvem do tragador
pelas se¢des de medicdo e

(20)

" )t

Para cada secdo de medicdo, as variancias e os tempos médios sao
definidos por

i J.:(t - T - ct)dt i (Mljz

(21)

o I OCC(t) dt i NTz M, (22)
J‘wt - C(t) dt M
et=">— =1 (23)

My

IO C(t) dt

sendo M, M, e M, os momentos das distribui¢des temporais de ordens
zero, um e dois, respectivamente. Na pratica, dispondo-se de dois con-
juntos de pares de valores de C e t referidos a duas se¢des de amostra-
gem separadas da distancia x, - x,, as Eqs.(22) e (23) sdo resolvidas
numericamente para as secdes X, e X, para obter E_pela Eq.(20).

Atualmente, o método mais aceito para estimar o coeficiente de
dispersao longitudinal a partir de dados de campo é o método da pro-
pagacéo (routing procedure), que tem essa denominacéo pela seme-
Ihanca com o método da propagacdao de cheias (flood routing). O méto-
do da propagacéo, desenvolvido por Fischer (1968), utiliza perfis de
concentracdo versus tempo de duas estacOes de amostragem: o perfil
de concentragdo medido na estacdo de montante, C(x,,t), € usado como
a distribuicdo inicial do tragador para gerar, por um processo de convo-
lugdo e com valores pré-selecionados dos parametros U e E , o perfil
de concentragdo na estacdo de jusante, C(x,,t), que € comparado com o
perfil medido nessa estacdo. Enquanto a comparacdo ndo for adequa-
da, novos valores séo estipulados para os parametros U e E, e o calculo
é repetido até que um critério de melhor ajuste seja atendido. Matema-
ticamente, o método consiste em aplicar uma integral de convolucéo da
distribuicdo inicial de montante, com uma funcéo de resposta linear
unidimensional, que se escreve na forma (French, 1985)

oU-Clx,T) (e, - n—t
Clx,, t) = m { 4 (T - 1) }d T(24)

onde o tempo T representa a varidvel de integragdo.

O método grafico de Chatwin de estimativa de E,_a partir de da-
dos de campo é baseado na transformagcéo logaritmica da solucéo fun-
damental da equacdo da adveccao-dispersao, que, linearizada, permite
a aplicacdo de um modelo simples de regressao. Esse procedimento,
que é uma variacdo de um método anteriormente ja proposto por Krenkel
(1962), toma por base o0 modelo da Eq.(16) reescrita na forma
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172
1In k X ut
P = = 25
cVt 2,E,  2,E (25)
onde k é uma constante proporcional a quantidade do materi-
al transportado pelo escoamento. Admitindo-se o tragador con-
servativo, essa constante pode ser avaliada com base nas me-
didas relativas ao valor de pico da concentragéo:

M
k= —— =C,Jt
AJArE, PVP

Pela Eq.(25), para a quantidade x constante, a variavel
do primeiro membro decresce linearmente com o tempo. Com
base nos dados de campo e com o valor de k dado pela Eq.(26),
pode ser gerado um conjunto de pares de valores de

ten [yt leve) |12

quantidades produzir uma linha reta, a velocidade média e o
coeficiente de dispersdo poderdo ser obtidos da declividade
da reta e da sua interse¢do com o eixo das ordenadas, respec-
tivamente.

(26)

et. Se o grafico dessas

O guarto método de estimativa de E,, aqui denominado
método do pico de concentracdo, MPC (Rutherford, 1994),
requer o conhecimento do valor da concentragdo maxima ou
de pico, Cp . Conforme a Eq.(16), para um tragador conserva-
tivo, em um tempo t, fixo, a concentragdo de pico varia inver-
samente com a raiz quadrada da distancia:

c M M
' AJ4nEt, A f4nE x, /U

(27)

Nessa equacao, X, ¢ a posicdo a jusante da fonte onde
ocorre a maxima concentragao no tempo t. Da Eq.(27), um

grafico de C, versus Y//x, tem uma declividade igual a

M/(A 4n EL/U), que pode ser estimada da regresséo linear

dos dados de campo. Para obter E , € preciso, ainda, conhecer
a massa do tracador injetada, além da area da secéo transver-
sal e a velocidade média do escoamento. Na préatica, conheci-
daavazdo Q, pode-se determinar a area média da sec¢do trans-
versal, A=Q/U, podendo U ser obtido da Eq.(21).

O quinto método de obtencdo do coeficiente E,_ deriva
da expressao que fornece a extensao do trecho Ax , em que a
concentracdo supera um valor adotado como referéncia, ou
critico, C,, no tempo genérico t, (Rutherford, 1994), confor-
me visualizado na Figura 1. A partir da Eq.(16), escrita para C
= C, no tempo t = t, e considerando-se a relagéo dada pela
Eq.(27), tem-se

C
ou (x, — Ut,)? = 4E L, In Ci

c

(29)

A Eq.(29) tem duas raizes, que sdo as distancias X, e

Xc, Mmostradas na Figura 1. A diferenca entre essas raizes da

Ax, = 4Et, In(C,/C.) (30)

valida para C,>C.A Eq.(30) pode ser reformada fazendo-se
uso da “hipétese da nuvem congelada”, com

AX. - t
u X

para produzir a expressao de estimativa de E, na forma:

: (31)

_ (At -u4y oAt X
¢, In(c,/c.) T 16t,° In(C,/C.)

(32)

Assim, considerado um conjunto de dados de concen-
tracdo versus tempo referido a estacdo localizada a distancia
X a jusante do ponto de injecdo do tragador, a Eq.(32) podera
ser resolvida para diferentes valores de C_/ C_ (e diferentes
At.) e um valor medio de E,_podera ser calculado. Por utilizar
dados relativos a coroa da curva de concentracao, e para faci-
litar a referéncia a esse quinto método de obtencdo direta de
E,, ele sera designado por método da coroa de concentragao
ou MCC.

4. Conclusao

Os métodos classicos de determinagéo direta de E , co-
nhecidos como método dos momentos e método da propaga-
¢do, exigem o levantamento das curvas de concentracdo ver-
sus tempo em duas sec¢Oes de amostragem, o que pode se cons-
tituir em um laborioso trabalho de campo. Alternativamente,
outros métodos mais simples também podem ser utilizados

o

instante t=t¢

Concentragéo, C
o

distancia, x

>

E Xe, " e _\Xc—:
) = =
|nC7c _ _ (Xc — Uti)
(o 4E|_t' (28) Figura 1 - Visualizagéo grafica da extenséo do trecho Ax_ em que a
P ! concentragdo excede um valor de referéncia C_, no tempo t.
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na quantificagdo direta de E, a partir de
dados de campo, baseando-se tdo-so-
mente nas propriedades da solucéo fun-
damental da equacdo da adveccado-dis-
persdo. Entre esses métodos, além do
conhecido procedimento gréfico de Cha-
twin, incluem-se dois outros, que reque-
rem apenas dados relativos ao pico de
concentracdo, ou algumas poucas infor-
macdes relativas a coroa da curva de
concentragao versus tempo. Isto pode se
constituir em uma vantagem com rela-
¢ao aos métodos classicos, especialmen-
te porque o célculo pode ser realizado
com dados de uma Unica estagdo de
amostragem. Aplicagdes e comparacoes
dessas metodologias sdo apresentadas
em outro artigo, que constitui a Parte 2
desse trabalho.
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