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Abstract
This paper reports the results of an ongoing

investigation on the use of the Direct Strength Method
(DSM) to estimate the ultimate strength of lipped
channel cold-formed steel columns and beams affected
by interaction phenomena involving local-plate and
distortion buckling modes. Initially, one briefly presents
the DSM approaches to perform the safety checking of
columns and beams against local-plate and distortion
failures, and some attention is also paid to a recently
proposed extension aimed at taking into account the
above buckling mode interaction. Next, one describes
the results of a parametric study, carried out by means
of the code ABAQUS, to determine the “exact” ultimate
strengths of 108 columns and 90 beams displaying
various geoemetries (cross-section dimensions and
lengths), all selected to ensure the occurrence of
relevant mode interaction effects. Then, this ultimate
strength data is compared with the estimates provided
by the existing DSM equations and, on the basis of the
conclusions drawn from this comparison, one identifies
some features that must necessarily be included in a
novel DSM approach aimed at taking adequately into
account the influence of the local-plate/distortion
buckling mode interaction phenomena.

Keywords: Cold-formed steel profiles, Lipped channel
columns, Lipped channel beams, Local-plate/distortion
interaction, Shell finite element analysis, Direct Strength
Method.
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Resumo
Apresentam-se, nesse trabalho, os resultados de uma

investigação em curso sobre a utilização do Método da
Resistência Directa (MRD) para estimar a resistência últi-
ma de colunas e vigas de seção em C afetadas por fenô-
menos de interação entre modos de instabilidade locais-
de-placa e distorcionais. Inicialmente, faz-se uma breve
descrição das fórmulas do MRD, destinadas a verificar a
segurança de colunas e vigas em relação ao colapso em
modos distorcionais, e aborda-se, também, uma extensão
recentemente proposta para tomar em consideração os
fenômenos de interação referidos anteriormente. Em se-
guida, descrevem-se os resultados de um estudo para-
métrico, efetuado com o programa ABAQUS, em que se
determinam os valores “exatos” da resistência última de
108 colunas e 90 vigas com diversas geometrias (dimen-
sões da seção transversal e comprimento), todas elas es-
colhidas de forma a garantir a relevância dos efeitos da
interação entre modos de instabilidade locais-de-placa e
distorcionais. Finalmente, faz-se a comparação entre esse
conjunto de valores da resistência última e as estimativas
fornecidas pelas fórmulas do MRD atualmente existentes
e, com base nas conclusões dessa comparação, identifi-
cam-se alguns aspectos que devem, obrigatoriamente,
ser incluídos numa nova abordagem baseada no MRD,
para que esta possa refletir, adequadamente, a influência
dos fenômenos de interação local-de-placa/distorcional.

Palavras-chave: Perfis de aço enformados a frio, colunas
com seção em C, vigas com seção em C, interacção local-
de-placa/distorcional, análise por elementos finitos
de casca, método da resistência direta.
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1. Introdução
O Método da Resistência Direta

(DSM) foi, originalmente, proposto por
Schafer e Peköz (1999) há cerca de seis
anos e tem sido, continuamente, desen-
volvido desde então, sobretudo devido
aos esforços de Schafer (2002a,b,
2003a,b, 2006a-d) e, em menor grau, de
Hancock e seus colaboradores (Hancock
et al., 2001, Duang & Hancock, 2004).
Além disso, não se pode deixar de se
referir o fato de o MRD ter sido incluído
nas mais recentes versões da regulamen-
tação norte-americana (AISI 2004) e aus-
traliana/neo-zelandesa (SA-SNZ 2005).
O método proporciona uma abordagem
elegante, eficiente e sistemática, para se
obterem estimativas da resistência últi-
ma de colunas e vigas de aço enforma-
das a frio, cujo colapso ocorre (i) em mo-
dos globais (por flexão, torção ou fle-
xão-torção), locais-de-placa ou distorci-
onais, ou (ii) em mecanismos que envol-
vem interação entre modos de instabili-
dade locais-de-placa. Na realidade, a mais
recente formulação do MRD preconiza a
necessidade de se efetuarem duas veri-
ficações de segurança distintas, inde-
pendentemente da natureza do modo de
instabilidade crítico da barra: (i) uma em
relação a um colapso distorcional puro e
(ii) a outra em relação a um colapso lo-
cal-de-placa puro (barras restringidas la-
teralmente) ou provocado por interac-
ção entre um modo local-de-placa e um
modo global. Neste último caso, o MRD
constitui uma excelente alternativa ao
tradicional “método da largura efetiva”.

No entanto, conforme tem sido vá-
rias vezes referido por Schafer (2006b,d)
no último ano, é, ainda, necessário de-
senvolver uma considerável atividade de
investigação antes que o MRD possa
ser, eficazmente, utilizado para dimensi-
onar elementos estruturais (i) submeti-
dos à compressão e flexão (Duong &
Hancock, 2004, Rasmussen e Hossain
2004) ou (ii) afetados por fenômenos de
interacção envolvendo modos distorci-
onais (Yang & Hancock 2004a,b, Kwon
et al., 2005). Em virtude de ter sido recen-
temente demonstrado que o acoplamen-

to entre modos de instabilidade locais-
de-placa e distorcionais pode influenci-
ar, substancialmente, o comportamento
de pós-encurvadura e a resistência últi-
ma de colunas de aço enformadas a frio
com seção em C e dimensões de utiliza-
ção corrente (Dinis & Camotim 2005, Di-
nis et al., 2005, 2006), percebe-se, facil-
mente, que haveria toda a conveniência
em que a influência desse fenômeno de
interacção modal pudesse ser incorpo-
rada numa formulação do MRD.

O principal objetivo desse trabalho
consiste em contribuir para uma futura
extensão do domínio de aplicação da pre-
sente formulação do MRD, tornando
possível a sua utilização para estimar a
resistência última de colunas e vigas com
seção em C afetadas por fenômenos de
interação entre modos de instabilidade
locais-de-placa e distorcionais. Para con-
cretizar esse objetivo, começa-se por efe-
tuar um estudo paramétrico alargado, no
qual se calculam as cargas/momentos de
colapso elasto-plástico de colunas/vigas
com seção em C (i) possuindo diferentes
dimensões da secção transversal, com-
primentos e tensões de cedência e (ii)
contendo imperfeições geométricas ini-
ciais com a forma do modo crítico de ins-
tabilidade e pequena amplitude - as geo-
metrias das barras foram, cuidadosamen-
te, escolhidas de forma a garantir a ocor-
rência de interação entre um modo local-
de-placa e um modo distorcional. Todas
as análises elasto-plásticas de 2ª ordem
foram efetuadas utilizando o programa
de elementos finitos ABAQUS (HKS 2002),
adotando elementos finitos de casca com
4 nós para discretizar os perfis. Esses
valores de resistência última constituem
uma “base de dados” que torna possí-
vel propor e validar um primeiro conjun-
to (preliminar) de recomendações sobre
a utilização de uma abordagem baseada
no MRD para prever a capacidade resis-
tente de colunas e vigas com secção em
C, cujo colapso é afetado pela interação
entre modos locais-de-placa e distorcio-
nais.

2. O Método da
Resistência Direta
(MRD)

Em comparação com a tradicional
abordagem baseada no conceito de “lar-
gura efetiva”, o MRD exibe três caracte-
rísticas inovadoras, todas devidas ao
fato de que a seção transversal é anali-
sada como um todo: (i) os efeitos das
restrições às rotações das paredes são
sempre tomados em consideração, (ii)
não é necessário calcular larguras efeti-
vas e (iii) são fornecidas estimativas para
elementos estruturais, cujo colapso ocor-
re num modo distorcional. Além disso,
o MRD fornece uma metodologia siste-
mática e racional para efetuar o dimensi-
onamento de barras com seções trans-
versais, tipos de carregamento e meca-
nismos de colapso arbitrários - como é
óbvio, qualquer aplicação específica
deve ser, devidamente, calibrada e vali-
dada (em comparação com resultados ex-
perimentais e/ou numéricos). Finalmen-
te, note-se que as abordagens baseadas
no MRD e no conceito de largura efetiva
partilham uma mesma hipótese funda-
mental: a resistência última de um ele-
mento estrutural pode ser, adequada-
mente, estimada (i.e., estimativas segu-
ras e precisas) exclusivamente a partir
do conhecimento dos valores das res-
pectivas tensões crítica elástica e de ce-
dência (e da curva apropriada, claro).

A metodologia do MRD corrente-
mente em vigor adota curvas de dimen-
sionamento de “tipo Winter”, as quais
foram calibradas por meio da compara-
ção com um elevado número de resulta-
dos experimentais e/ou numéricos
(Schafer, 2003a, 2006a,b,d). Assim, foi já
amplamente demonstrado que, no caso
de elementos estruturais, cujo colapso
ocorre em modos locais-de-placa ou dis-
torcionais “puros”, é possível estabele-
cer curvas de dimensionamento, basea-
das, exclusivamente, nos valores das ten-
sões crítica elástica e de cedência, que
fornecem estimativas seguras e precisas
das respectivas resistências últimas. O
MRD estipula, então, que as resistênci-
as nominais, em relação aos mecanis-
mos de colapso locais-de-placa e distor-
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cionais de colunas (Pnl e Pnd) e vigas (Mnl and Mnd) “curtas”, “intermédias” ou con-
traventadas lateralmente (de modo a impedir o colapso em modos globais), podem
ser estimadas através das expressões (Hancock et al., 2001, Schafer, 2002a,b, 2006a,d)
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onde (i) se tem λl=(Py/Pcrl)
0.5 ou λl=(My /Mcrl)

0.5 (esbelteza local-de-placa) e
λd=(Py/Pcrd)

0.5 ou λd=(My/Mcrd)
0.5 (esbelteza distorcional) e (ii) Py e My são as capa-

cidades plásticas da seção transversal à compressão e à flexão (em torno do eixo de
maior inércia1), (iii) Pcrl ou Mcrl e Pcrd ou Mcrd são as cargas ou momentos críticos
associados à instabilidade em modos locais-de-placa e distorcionais. Para que seja
possível tomar em consideração os efeitos da interação local-de-placa/global (em
colunas e vigas moderadamente “longas” ou sem contraventamento lateral), o MRD
preconiza a substituição de Py por Pne nas Eqs. (1) e de My por Mne nas Eqs. (3), onde
Pne e Mne são as resistências nominais das colunas e vigas em relação aos mecanis-
mos de colapso globais (Hancock et al., 2001, Schafer, 2002b). É muito importante ser
capaz de prever, com rigor, as cargas/momentos de colapso distorcional das colu-
nas/vigas, em virtude de (i) a resistência de pós-encurvadura distorcional ser bas-
tante menor e mais sensível às imperfeições que a sua congênere local-de-placa
(e.g., Dinis & Camotim, 2004, 2006) e de (ii) existirem vários resultados (numéricos) a
mostrar que um elevado número de colunas e vigas que instabilizam em modos
locais-de-placa exibem mecanismos de colapsos distorcionais (Schafer & Peköz,
1999, Dinis & Camotim, 2004, 2006).

3. Estudo
paramétrico: âmbito,
análise numérica e
resultados
3.1 Âmbito

Para ser possível efetuar um estu-
do paramétrico alargado sobre a resis-
tência última de colunas e vigas com se-
ção em C, afetadas pela interacção local-
de-placa/distorcional, as suas geometri-
as tiveram de ser, cuidadosamente, es-
colhidas: foi necessário encontrar dimen-
sões da secção transversal e comprimen-
tos que permitissem “controlar” a proxi-
midade entre as tensões críticas locais-
de-placa e distorcionais das colunas ou
vigas (σcrl and σcrd - nas vigas, s repre-
senta o valor da tensão uniforme aplica-
da no banzo comprimido). Esse objetivo
foi atingido através de uma estratégia de
“tentativa e erro”, que permitiu identifi-
car 12 “seções transversais primárias”
(6 para colunas e 6 para vigas), cujas
dimensões são de utilização corrente e
asseguram valores de σcrl e σcrd coinci-
dentes (i.e., maximizam a interação local-
de-placa/distorcional - obviamente, para
os comprimentos associados a σcrd). Essa
busca conduziu às colunas e vigas que
se definem a seguir (bw, bf, bs, t e L são a
largura da alma, a largura dos banzos, a
largura dos reforços, a espessura da pa-
rede e o comprimento) - note-se que to-
das as seções transversais dessas colu-
nas e vigas satisfazem os requisitos es-
tipulados para a aplicação do MRD
(“pre-qualified columns and beams” -
Schafer, 2006a,b):

(i) Três colunas de esbelteza distorcio-
nal elevada (“esbeltas” - 1.4 ≤ λd ≤ 2.6):

(i1) bw=100, bf=50, bs=5, t=1.0mm e
L=270mm.

(i2) bw=120, bf=80, bs=10, t=1.3mm e
L=550mm.

(i3) bw=95, bf=80, bs=10, t=0.95mm e
L=600mm.

1 Não existem formulações do MRD calibradas e validadas para vigas flectidas em torno do eixo de menor inércia.
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(ii) Três colunas de esbelteza distorcional baixa-intermédia (“compactas” - 0.6 ≤ λd ≤ 1.4):

(ii1) bw=180, bf=100, bs=20, t=3.4mm e L=650mm.

(ii2) bw=110, bf=78, bs=30, t=2.8mm e L=800mm.

(ii3) bw=100, bf=100, bs=26, t=2.0mm e L=950mm.

(iii) Três vigas de esbelteza distorcional elevada (“esbeltas” - 1.4 ≤ λd ≤ 2.6):

(iii1) bw=180, bf=70, bs=15, t=1.1mm e L=750mm.

(iii2) bw=400, bf=150, bs=26, t=2.0mm e L=1400mm.

(iii3) bw=390, bf=100, bs=12, t=1.4mm e L=750mm.

(iv) Três vigas de esbelteza distorcional baixa-intermédia (“compactas” - 0.6 £ λd ≤ 1.4):

(iv1) bw=120, bf=75, bs=24, t=1.8mm e L=770mm.

(iv2) bw=160, bf=80, bs=23, t=1.7mm e L=820mm.

(iv3) bw=80, bf=50, bs=10, t=0.8mm e L=450mm.

Subseqüentemente, a proximidade entre os valores de σcrl e σcrd foi, ligeiramen-
te, alterada, através da variação de uma única das dimensões da seção transversal:
largura dos banzos bf, largura da alma bw ou largura dos reforços bs. Esse procedi-
mento tornou possível identificar várias colunas e vigas com (i) dimensões da seção
transversal geradas a partir das “seções transversais primárias” e (ii) valores de σcrl
e σcrd bastante próximos (mas não necessariamente idênticos) - eles são tais que se
tem sempre 0.85 ≤ σcrl /σcrd ≤ 1.20.

Os comprimentos das colunas e vigas consideradas, nesse trabalho, corres-
pondem sempre a modos de instabilidade distorcionais com uma única semi-onda
associados à tensão crítica σcrd e foram obtidos através de análises por faixas finitas.
O comportamento do aço é caracterizado por E=210 GPa (módulo de Young), n=0.3
(coeficiente de Poisson) e fy=250-350-550 MPa (colunas) ou fy=250-350-450 MPa
(vigas) - essas tensões de cedência satisfazem, também, os requisitos estipulados
para a aplicação do MRD (“pre-qualified columns and beams” - Schafer, 2006a,b).
Finalmente, é importante (i) referir que não se consideraram os efeitos das tensões
residuais (normalmente desprezíveis em perfis de aço enformados a frio) e (ii) abor-
dar o critério adotado para escolher as imperfeições geométricas iniciais que foram
incluídas nas análises não lineares que fornecem as resistências últimas das colunas
e vigas:

(i) Independentemente do valor da relação σcrl /σcrd, todas as colunas e vigas anali-
sadas, nesse trabalho, continham imperfeições geométricas iniciais que exibem a
forma do modo de instabilidade distorcional com uma semi-onda e amplitude
(deslocamento do canto banzo-reforço comprimido da secção de meio vão) igual
a 10% da espessura da parede t e envolvem abertura (colunas) ou fecho (vigas)
do conjunto banzo-reforço - estudos recentes, relativos a colunas e vigas com
seção em C e σcrl=σcrd, mostraram que essas imperfeições iniciais são as mais
prejudiciais, no sentido em que correspondem à menor resistência de pós-en-
curvadura e aos valores das cargas ou momentos de colapso mais baixos (Dinis
& Camotim, 2005, Dinis et al., 2005, 2006 e Martins, 2006).

(ii) As colunas esbeltas (não as vigas) com σcrl /σcrd < 1.0 (i.e., que instabilizam em
modos locais-de-placa com várias semi-ondas) foram, também, analisadas con-
tendo imperfeições iniciais com a forma do modo de instabilidade crítico (local-
de-placa) e contendo de novo amplitude igual a 0.1 t - agora essa amplitude diz
respeito ao deslocamento transversal (de flexão) do ponto médio da alma da
seção de meio vão.

Analisaram-se um total de (i) 66
colunas esbeltas; (ii) 45 colunas com-
pactas, (iii) 45 vigas esbeltas e (iv) 45
vigas compactas, correspondendo a to-
das as possíveis combinações  de 16
(colunas) ou 15 (vigas) diferentes se-
ções transversais e 3 valores da tensão
de cedência. Todas as dimensões da se-
ção transversal (bw, bf, bs e t), compri-
mentos (L), tensões de cedência (fy) e
imperfeições geométricas iniciais (D, LP)
considerados, nesse trabalho, assim
como os valores das correspondentes
tensões críticas (σcrl, σcrd), são apresen-
tados nas Tabelas 1A-C (colunas) e
2A-C (vigas) e serão abordados mais adi-
ante.

3.2 Análise numérica
Nessa subseção, aborda-se a de-

terminação numérica dos valores “exa-
tos” das resistências últimas das colu-
nas e vigas, os quais são, subseqüente-
mente, utilizados para avaliar os méritos
da formulação do MRD descrita anteri-
ormente. Esses valores das resistências
últimas foram obtidos através de análi-
ses por elementos finitos (AEF) efetua-
das com o programa ABAQUS (HKS 2002)
e discretizando os elementos estruturais
em elementos de casca. No que respeita
ao desempenho dessas AEF, é impor-
tante destacar os seguintes aspectos
(Dinis & Camotim 2006):

(I) Discretização. Os planos médios dos
elementos estruturais (colunas e vi-
gas) foram discretizados em elemen-
tos finitos S4 (terminologia do ABA-
QUS: elementos de casca isoparamé-
tricos com 4 nós e rigidez de corte
obtida por meio de uma regra de inte-
gração completa) - pode-se destacar
que trabalhos anteriores (Dinis &
Camotim 2003, 2004) mostraram que
estes são os elementos mais adequa-
dos para levar a cabo essa tarefa.
Consideraram-se 20-30 elementos ao
longo da linha média da seção (lar-
gura de aproximadamente 10 mm),
tendo estudos de convergência/pre-
cisão preliminares permitido concluir
que os elementos finitos devem pos-
suir uma relação comprimento/largu-
ra compreendida entre 1 e 2.
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(II) Condições de apoio. As seções ex-
tremas de todos os elementos estru-
turais analisados são apoiadas local
e globalmente e podem empenar li-
vremente. No que respeita ao primei-
ro aspecto, essas condições de apoio
foram modeladas através da imposi-
ção de deslocamentos transversais
de membrana e flexão nulos em to-
dos os nós das seções extremas - para
eliminar a ocorrência de uma transla-
ção longitudinal do elemento estru-
tural (espúria), impediu-se o deslo-
camento axial de um dos nós das
suas seções de meio vão.

(III) Carregamento das colunas. Apli-
caram-se forças de compressão, equi-
valentes a uma distribuição unifor-
me de tensões normais, em cada um
dos nós das seções extremas das
colunas. Como o valor de referência
do parâmetro de carga p é t N/mm
(t é a espessura da parede), o qual
corresponde a uma distribuição uni-
forme de tensões igual a 1 MPa, o
valor de p fornecido pelo ABAQUS é,
numericamente, idêntico à tensão
média que atua na coluna (expressa
em MPa).

(IV) Carregamento das vigas. Aplica-
ram-se forças de compressão e trac-
ção de valor igual a p=σ t, equiva-
lentes à distribuição de tensões nor-
mais linear provocada pelo momen-
to-fletor, nos nós das secções extre-
mas das vigas. Como o valor de refe-
rência do parâmetro de carga p cor-
responde a distribuições uniformes
de tensões iguais a 1 MPa nos ban-
zos, o valor de p fornecido pelo
ABAQUS é, numericamente, idêntico
à tensão média que atua nesses mes-
mos banzos (expressa em MPa).

(V) Modelação do comportamento
material. O comportamento material
do aço de que são formadas as colu-
nas e vigas, o qual se admite homo-
gêneo e isotrópico, foi modelado atra-
vés de leis constitutivas (i) linear
elástica (análises de estabilidade) ou
(ii) elástica-perfeitamente plástica
(análises de pós-encurvadura). No
segundo caso, adotou-se o conheci-

do modelo de Prandtl-Reuss (teoria
do escoamento plástico do tipo J2), o
qual combina o critério de cedência
de Von Mises com a regra de escoa-
mento associada. Essas leis consti-
tutivas encontram-se disponíveis na
“biblioteca de comportamentos ma-
teriais” do programa ABAQUS, sendo
apenas necessário fornecer os valo-
res de E, ν e fy.

(VI) Imperfeições geométricas iniciais.
Todas as imperfeições geométricas
iniciais definidas anteriormente (con-
figurações dos modos de instabili-
dade com amplitude 0.1 t) foram in-
cluídas nas análises através de um
comando específico do programa
ABAQUS. Nas colunas/vigas que ins-
tabilizam em modos locais-de-placa
(σcrl < σcrd), a imperfeição distorcio-
nal com uma semi-onda é, de fato, o
modo de ordem superior da coluna/
viga que mais se lhe assemelha, o que
significa que não é possível garantir
a “pureza” da forma distorcional - e.g.,
uma pequena participação de um
modo local-de-placa com várias semi-
ondas é imperceptível.

3.3 Resultados numéricos
Os resultados numéricos incluídos

nas Tabelas 1A-C (colunas) e 2A-C (vi-
gas) consistem em (i) tensões de bifur-
cação locais-de-placa e distorcionais e
(ii) valores da tensão média no colapso
(σu). Para permitir uma melhor apreensão
do significado físico desses resultados,
eles encontram-se ilustrados na Figura
1(a), onde se mostram trajetórias de equi-
líbrio não lineares (σ /σcr vs. v/t) de colu-
nas com (i) σcrl=σcrd (≡σcr), (ii) imperfei-
ções distorcionais de “abertura” idênti-
cas e (iii) quatro valores da tensão de
cedência: fy /σcr≈ 1.2, 2.0, 3.5, 5.5. É im-
portante referir que o início da cedência,
o qual tem sempre lugar nas extremida-
des livres dos reforços da seção de meio
vão (ver Fig. 1(b1)), ocorre nos pontos
de equilíbrio identificados pela letra A e
pode ou não desencadear o colapso da
coluna - depende do valor da relação fy /
σcr. De fato, para valores de fy /σcr sufici-
entemente altos, o colapso correspon-
de a um ponto-limite (identificado pela
letra B), que tem lugar após (i) a ocor-
rência de um fenômeno de “snap-
through” e (ii) a pastificação das zonas

Figura 1 - (a) Trajetórias de equilíbrio não lineares (σ /σcr vs. ν/t), (b) distribuições de
deformações plásticas e (c) mecanismo de colapso de colunas afetadas por interação
local-de-placa/distorcional.
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do troço central da coluna localizadas
em redor dos cantos alma-reforço - ver
Figura 1(b2) (Dinis et al., 2005, 2006). No
que diz respeito à Figura 1(c), ela mostra
o correspondente mecanismo de colap-
so (predominantemente distorcional).

4. Avaliação das
estimativas
fornecidas pelo MRD

Os resultados numéricos (AEF) e
analíticos (MRD) relativos à resistência
última das 108 colunas e 90 vigas anali-
sadas, apresentados nas Tabelas 1A-C
e 2A-C, tornam possível comparar os
valores “exatos” (σu) e as estimativas
fornecidas pela aplicação das fórmulas
do MRD (σnd e σnl - eqs. (1)-(4)). A obser-
vação desses resultados motiva os se-
guintes comentários:

(i) Os valores de σu relativos às colu-
nas com impefeições iniciais locais-
de-placa (as suas dimensões variá-
veis estão assinaladas pela presen-
ça do índice superiorLP - tabelas 1A-
B) nunca são inferiores aos seus con-
gêneres obtidos com imperfeições
iniciais distorcionais, o que vem con-
firmar a afirmação (anterior) de que
estas últimas são as imperfeições
mais desvantajosas (Dinis et al., 2005,
2006, Silvestre et al., 2005, 2006).
Como o MRD não consegue captu-
rar a influência da configuração das
imperfeições geométricas iniciais, as
suas estimativas devem, preferenci-
almente, aproximar, adequadamente,
os valores de σu associados às im-
perfeições distorcionais. Nesse caso,
as estimativas de σu fornecidas pelo
MRD subestimam os valores “exa-
tos” σu das colunas com imperfeições
locais-de-placa.

(ii) As relações entre os valores estima-
dos e “exatos” da resistência última
das colunas (σnl /σu e σnd /σu) tomam,
freqüentemente, valores bastante su-
periores a 1.0. De fato, a utilização
das fórmulas preconizadas pelo
MRD, para prever a resistência últi-
ma de colunas, cujo colapso ocorre
em modos locais-de-placa e distorci-

Tabela 1A - Comparação entre os valores “exatos” da resistência última de 42 (entre
108) colunas e as estimativas fornecidas por aplicação das fórmulas do MRD (σnl, σnd e
σnld).
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onais, conduz a estimativas 52% e
20% superiores aos valores “exatos”
(em média). Além disso, os valores
de σnl /σu e σnd /σu exibem, também,
uma dispersão bastante considerá-
vel (desvios-padrão iguais a 0.48 e
0.27, respectivamente) - i.e., tanto σnl
como σnd sobrestimam, de forma
substancial, as verdadeiras resistên-
cias últimas (σu) em colunas afeta-
das por fenômenos de interação lo-
cal-de-placa/distorcional.

(iii) Tal como sucedeu no caso das colu-
nas, as relações entre os valores es-
timados e “exatos” da resistência úl-
tima das vigas (σnl /σu e σnd /σu) tam-
bém tomam, freqüentemente, valores
superiores a 1.0 - no entanto, as dis-
crepâncias são, agora, um pouco me-
nos acentuadas. Na realidade, as fór-
mulas que o MRD preconiza para
estimar a resistência última de vigas
que colapsam em modos locais-de-
placa e distorcionais fornecem pre-
visões 28% e 15% superiores aos
valores “exatos” (novamente em mé-
dia) - os desvios-padrão de σnl /σu e
σnd /σu valem, agora, 0.24 e 0.17, res-
pectivamente. Apesar de as diferen-
ças serem algo menores, subsiste o
mesmo comportamento qualitativo:
as verdadeiras resistências últimas
(σu) das vigas afetadas por fenôme-
nos de interacção local-de-placa/dis-
torcional também são, consideravel-
mente, sobrestimadas pela aplicação
das metodologias do MRD que fo-
ram desenvolvidas para colapsos lo-
cais-de-placa (σnl) e distorcionais
(σnd) puros.

Finalmente, as Figuras 2(a) (colu-
nas) e 2(b) (vigas) mostram a variacão
da relação σnd /σu com a esbelteza distor-
cional λd. A observação dos resultados
apresentados nessas figuras mostra, cla-
ramente, que aplicar as fórmulas do MRD
relativas a colapsos distorcionais puros
a colunas e vigas afetadas por fenôme-
nos de interacção local-de-placa/distor-
cional (Recorde-se que as fórmulas do
MRD relativas a colapsos distorcionais
puros fornecem melhores aproximações
dos valores de σu - i.e., sobrestimam-nos
menos - que as suas congêneres locais-

Tabela 1B - Comparação entre os valores “exactos” da resistência última de 36 (de
entre 108) colunas e as estimativas fornecidas por aplicação das fórmulas do MRD (σnl,
σnd e σnld).
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de-placa  - ver Tabelas 1A-C e 2A-C -)
conduz a:

(i) Estimativas de su razoavelmente pre-
cisas e maioritariamente conservati-
vas nas colunas e vigas mais com-
pactas, i.e., aquelas com menores es-
beltezas distorcionais - λd ≤ 1.2.

(ii) Estimativas de σu pouco precisas e
maioritariamente não conservativas
nas colunas e vigas mais esbeltas,
i.e., aquelas com maiores esbeltezas
distorcionais - λd ≥ 1.2. Além disso,
constata-se que o erro das estimati-
vas aumenta com o valor de λd.

Os fatos expressos, no segundo
ponto anterior, permitem concluir, sem
qualquer sombra de dúvida, que os efei-
tos devidos à presença de acoplamento
com instabilidade local-de-placa fazem
com que a resistência última distorcio-
nal de uma coluna ou viga sofra uma
redução significativa. Além disso, cons-
tata-se, ainda, que essa redução cresce
à medida que o valor da relação entre as
tensões de cedência fy e crítica distorci-
onal σcrd aumenta. Assim, tudo parece
indicar que apenas é necessário tomar
em consideração a influência dos fenô-
menos de interação local-de-placa/dis-
torcional na resistência última de colu-
nas e vigas (associada a mecanismos de
colapso distorcionais), quando o valor
da respectiva esbelteza distorcional λd
for moderado a elevado, no sentido de
se ter λd ≥ 1.2.

5. MRD incluindo
interação local-de-
placa/distorcional

Adotando uma estratégia seme-
lhante à que foi seguida, para desenvol-
ver uma formulação do MRD, para esti-
mar a resistência última de elementos
estruturais que exibem acoplamento en-
tre modos de instabilidade locais-de-pla-
ca e globais, torna-se possível propor
expressões que fornecem curvas de di-
mensionamento aplicáveis a colunas e
vigas afetadas por fenômenos de intera-
ção local-de-placa/distorcional. No caso
das colunas, essa abordagem pode im-

Tabela 1C - Comparação entre os valores “exatos” da resistência última de 36 (entre
108) colunas e as estimativas fornecidas por aplicação das fórmulas do MRD (σnl, σnd e
σnld) e indicadores globais.
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plementar-se através da substituição de
(i) Py por Pnd, nas Eqs. (1), ou de (ii) Py
por Pnl, nas Eqs. (2) (Schafer, 2002b),
onde Pnd e Pnl são as resistências últimas
distorcional e local-de-placa fornecidas
pelas Eqs. (2) e (1) -, conduzido-se, en-
tão, às estimativas da carga última Pnld e
Pndl, respectivamente. Yang e Hancock
(2004a,b) adotaram, recentemente, a pri-
meira metodologia, a qual se encontra
representada, esquematicamente, no dia-
grama seqüencial da Figura 3(a) - o “pa-
pel” da resistência nominal global Pne é
agora, desempenhado pela sua congé-
nere distorcional Pnd. A mesma aborda-
gem pode ser aplicada a vigas, conforme
se ilustra no diagrama seqüencial da Fi-
gura 3(b) - obtém-se o valor de Mnld, o
qual constitui uma estimativa da corres-
pondente resistência última de viga. Fi-
nalmente, destaca-se que a aplicação da
metodologia que acaba de ser descrita
pressupõe a determinação de valores
rigorosos das cargas/momentos de bi-
furcação locais-de-placa e distorcionais
(Pcrl e Pcrd ou Mcrl e Mcrd), tarefa que pode
executar-se através de análises basea-
das no método dos elementos finitos (de
casca), no método das faixas finitas ou
na Teoria Generalizada de Vigas (GBT).

Inicialmente, Yang e Hancock
(2004b) compararam as estimativas da
resistência última fornecidas pela meto-
dologia do MRD por eles proposta2  com
os resultados de uma série de ensaios
experimentais envolvendo colunas com
seção em C e reforços intermédios “em
forma de v” na alma e nos banzos (Yang,
2004, Yang & Hancock, 2004a). Esses
autores mostraram, claramente, a existên-
cia de efeitos negativos devidos à inte-
ração local-de-placa/distorcional. Com
base nessa comparação, os referidos

Tabela 2A - Comparação entre os valores “exatos” da resistência última de 30 (entre
90) vigas e as estimativas fornecidas por aplicação das fórmulas do MRD (σnl, σnd e σnld).

2 Por uma questão de rigor, não pode deixar
de referir-se que essa metodologia do MRD
foi, originalmente, proposta por Schafer
(2002b) alguns anos antes - no entanto, Yang
e Hancock (2004b) foram os primeiros auto-
res a explorar essa metodologia e a compará-
la com resultados experimentais em que foi
inequivocamente detectada a existência de
interação local-de-placa/distorcional.
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autores concluíram que (i) as referidas
estimativas eram quase sempre conser-
vativas e razoavelmente precisas (dife-
renças na ordem dos 10-20%) e, tam-
bém, que (ii) era necessário realizar in-
vestigação adicional sobre o dimensio-
namento de colunas com tensões de bi-
furcação locais-de-placa e distorcinais
quase coincidentes. Por outro lado, os
autores desse trabalho (Silvestre et al.,
2005) compararam as duas metodologi-
as do MRD descritas anteriormente (Pnld
e Pndl - abordagens LD e DL), no âmbito
de colunas simplesmente apoiadas com
seção em C (sem reforços intermédios)
afetadas por fenômenos de interação lo-
cal-de-placa/distorcional, tendo conclu-
ído que ambas conduziam a estimativas
da carga última muito semelhantes. Ten-
do em vista todos esses fatos, foi deci-
dido adotar, nesse trabalho, a “aborda-
gem LD”, utilizando-a, assim, para se
obterem as estimativas das resistências
últimas do conjunto de colunas e vigas
aqui analisadas.

6. Avaliação das
estimativas do MRD
com interação L-P/
DIST

Além dos valores da ressitêncis úl-
tima gerados pelas fórmulas do MRD
relativas aos colapsos locais-de-placa e
distorcionais puros, as Tabelas 1A-C e
2A-C incluem, também, os valores de σnld
(abordagem LD do MRD) - a sua obser-
vação motiva os seguintes comentários:

(i) Apesar de os valores de σnld relati-
vos às colunas serem, razoavelmen-
te, precisos em média (a média da re-
lação σnld /σu vale 0.97), observa-se
uma dispersão considerável: o des-
vio-padrão de σnld /σu é igual a 0.13.
Entre a totalidade das estimativas σnld
para colunas, 1 é exata, 38 são con-
servativas e precisas (σnld /σu ≥ 0.9),
36 são demasiado conservativas
(0.79≤ σnld /σu < 0.90), 16 são ligeira-
mente inseguras (σnld /σu ≤ 1.10) e 17
são muito inseguras (1.10 <σnld /
σu ≤ 1.36).

Tabela 2B - Comparação entre os valores “exatos” da resistência última de 30 (entre
90) vigas e as estimativas fornecidas por aplicação das fórmulas do MRD (σnl, σnd e σnld).



Nuno Silvestre et al.

351REM: R. Esc. Minas, Ouro Preto, 60(2): 341-354, abr. jun. 2007

(ii) Os valores de σnld relativos às colu-
nas são, também, razoavelmente pre-
cisos em média (a média da relação
σnld /σu é, agora, igual a 0.95). No en-
tanto, ao contrário do que sucedia
no caso das colunas, a dispersão é
relativamente, baixa: o desvio-padrão
de σnld /σu vale 0.069. A totalidade das
estimativas σnld para vigas compree-
ende 3 exatas, 44 conservativas e
precisas (σnld /σu ≥ 0.9), 28 demasia-
do conservativas (0.82≤ σnld /σu < 0.90)
e 15 precisas, mas um pouco insegu-
ras (σnld /σu  1.10).

As Figuras 4(a) (colunas) e 4(b) (vi-
gas) mostram a variação das relações
σu /fy e σnld /fy com a esbelteza distorcio-
nal λd=(fy /σcrd)

0.5. Essas figuras incluem,
também, as curvas de “tipo Winter” de-
finidas pelas Eqs. (1)-(2) (colunas) e (3)-
(4) (vigas), as quais fornecem as estima-
tivas do MRD associadas a colapsos
locais-de-placa e distorcionais puros.
A partir da observação conjunta de to-
dos esses resultados, podem extrair-se
as seguintes conclusões:

(i) Todas as estimativas fornecidas pela
metodologia do MRD proposta (cír-
culos negros) (i1) estão situadas abai-
xo das curvas relativas aos colapsos
locais-de-placa e distorcionais puros,
no caso das colunas e vigas esbel-
tas (λd >1.2) e (i2) estão próximos da
curva relativa aos colapsos distorci-
onais puros, no caso das colunas e
vigas compactas (λd <1.2). Isto sig-
nifica que, pelo menos no intervalo
de relação de tensões de bifurcação
considerado (0.85 ≤ σcrd /σcrl £ 1.20,
com a esmagadora maioria dos valo-
res situados entre 0.90 e 1.10), a in-
teração local-de-placa/distortional
provoca uma redução substancial da
resistência última em todas as colu-
nas e vigas esbeltas (redução medi-
da em relação aos valores das resis-
tências aos colapsos locais-de-pla-
ca e distorcionais, considerados in-
dividualmente).

(ii) Independentemente do valor da es-
belteza distorcional da coluna ou
viga, os círculos negros (ii1) perma-
necem sempre bastante “alinhados”

Tabela 2C - Comparação entre os valores “exatos” da resistência última de 30 (entre
90) vigas e as estimativas fornecidas por aplicação das fórmulas do MRD (σnl, σnd e σnld)
e indicadores globais.
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e (ii2) estão situados numa vizinhan-
ça bastante próxima dos valores “exa-
tos” da resistência última (círculos
brancos), muito embora se observe,
também, uma considerável “disper-
são vertical” - na grande maioria dos
casos (sobretudo nos relativos a vi-
gas) ficam abaixo desses valores.

7. Recomendações
de dimensionamento

Todas as colunas e vigas analisa-
das (num total de 198) exibem valores
da esbelteza distorcional situados no
intervalo para o qual as curvas de di-
mensionamento do MRD relativas aos
colapsos locais-de-placa e distorcionais
puros foram calibradas através da com-
paração com resultados experimentais.
Se a diferença entre os valores das ten-
sões críticas σcrl and σcrd das colunas e
vigas for inferior a 15%, parece lícito afir-
mar que:

(i) No caso das colunas e vigas de me-
nor esbelteza distorcional (λd ≤ 1.2),
os valores de σnd estimam com razoá-
vel precisão a resistência última σu,
i.e., contabilizam, devidamente, os
efeitos da interação local-de-placa/
distorcional3 - assim, utilizar as dis-
posições atuais do MRD relativas a
colapsos distorcionais puros conduz
a resultados bastante satisfatórios.

(ii) Nas colunas e vigas com maior es-
belteza distorcional (λd ≥  1.2), en-
quanto as disposições atuais do
MRD (colapsos locais-de-placa e
distorcionais puros - σnl e σnd) forne-
cem resultados insatisfatórios, a

Figura 2 - Variação da relação σσσσσnd /σσσσσu com λd em (a) colunas e (b) vigas.

Figura 3 - Diagramas seqüenciais respeitantes à aplicação do MRD a (a) colunas (Pnld)
e (b) vigas (Mnld) afetadas por fenômenos de interação local-de-placa/distorcional.

3 Por outras palavras, o valor da resistência
última dessas colunas e vigas é pouco influ-
enciado pelos fenómenos de interacção local-
de-placa/distorcional - como o início e o es-
palhamento da plasticidade ocorrem antes de
a influência desses fenômenos se fazer sentir
com algum significado no comportamento de
pós-encurvadura, o mecanismo de colapso é,
praticamente, “distorcional puro” (i.e., “se-
melhante” às imperfeições iniciais).
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“abordagem LD” (σnld) conduz a esti-
mativas precisas da resistência últi-
ma σu, i.e., contabiliza, com sucesso,
a interação local-de-placa/distorcio-
nal - no entanto, deve chamar-se a
atenção para o fato de, em colunas
com banzos largos e tensões de ce-
dência elevadas, os valores de σnld
fornecerem estimativas da resistên-
cia última visivelmente inferiores aos
correspondents valores “exatos” 4.

(iii) Independentemente do nível de es-
belteza distorcional e com a ressalva

do aspecto referido no final do pon-
to anterior, os valores de σnld forne-
cem, praticamente, sempre estimati-
vas bastante precisas da resistência
últimas das colunas e vigas suscep-
tiveis à ocorrência de fenômenos de
interação local-de-placa/distorcional
- não é possível conseguir esse tipo
de desempenho através das atuais
fórmulas do MRD, calibradas e vali-
dadas para estimar resistências últi-
mas associadas a colapsos em mo-
dos locais-de-placa e distorcionais
puros.

8. Conclusão
Nesse trabalho, apresentaram-se e

discutiram-se resultados de uma inves-
tigação em curso sobre a utilização do
Método da Resistência Direta (MRD)
para estimar a resistência última de colu-
nas e vigas com seção em C afetadas por
fenômenos de interação envolvendo
modos de instabilidade locais-de-placa
e distorcionais. Com base nos resulta-
dos (cargas e momentos últimos) de um
estudo paramétrico alargado, utilizando
análises elasto-plásticas de 2ª ordem efe-
tuadas através do método dos elemen-
tos finitos (programa ABAQUS e discreti-
zações em elementos de casca) e envol-
vendo 108 colunas e 90 vigas, foi pos-
sível (i) demonstrar (numericamente) a
existência de uma significativa redução
da resistência última provocada pela in-
teração local-de-placa/distorcional e (ii)
mostrar a incapacidade das atuais fór-
mulas do MRD (validadas e calibradas
no contexto de mecanismos de colapso
locais-de-placa e distorcionais puros)
para estimar essa redução em colunas e
vigas com seção em C e uma variada
gama de dimensões. No entanto, mos-
trou-se, também, que uma formulação do
MRD, a qual se baseia nas fórmulas re-
feridas (modos de colapso puros), foi,
originalmente, proposta por Schafer
(2002b) e tem sido, recentemente, utiliza-
da por Yang e Hancock (2004a,b), permi-
tindo prever, com bastante rigor, a resis-
tência última de colunas e vigas com se-
ção em C afetadas por interação local-
de-placa/distorcional - apesar desse bom
desempenho, foi, ainda, possível identi-Figura 4 - Variação de σnld /fy e σu /fy com λd para (a) colunas e (b) vigas.

4 Nas colunas com banzos largos o modo
local-de-placa é desencadeado pela instabili-
dade dos banzos (e não da alma, como sucede
nas colunas de banzos curtos), o que implica
seguramente uma redução da resistência à ins-
tabilidade distorcional (existe um “enfraque-
cimento” dos banzos) - i.e., acentuam-se os
efeitos da interacção local-de-placa/distorci-
onal, sobretudo se a tensão de cedência for
elevada. Para uma discussão mais detalhada
sobre estes aspectos, recomenda-se ao leitor
a consulta do trabalho recente dos autores
(Silvestre et al., 2005).
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ficar alguns aspectos que deverão ser
incluídos numa formulação do MRD mais
elaborada e desenvolvida especificamen-
te com o objetivo de contabilizar este
tipo de interação modal. Finalmente, in-
cluíram-se, também, no artigo, algumas
recomendações de dimensionamento re-
lativas à aplicação da nova formulação
do MRD a colunas e vigas com seção
em C e que possuem tensões de bifurca-
ção locais-de-placa e distorcionais com
valores muito próximos.
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