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RESUMO

Com o presente trabalho teve-se por objetivo a determinacdo de variancias para o estudo do ponto critico de uma e-
quagdo de regressdo de segundo grau, em situagOes experimentais com diferentes variancias, por meio de simulagdo Monte
Carlo. Em muitos estudos, tedricos ou aplicados, o pesquisador depara-se com o problema que envolve quociente entre varia-
veis aeatdrias e, principalmente, entre variaveis normais. Como exemplo, aquelas que surgem em pesquisas de dose econdmi-
ca de nutrientes em experimentos de adubaggo, de compactagdo de solos e em outros problemas em que ha interesse navariavel
deatdria X = 6/(- 26) , estimador do ponto critico na regressdo 9 = a + bx + Cx?. Para estudar a distribuicéo do ponto
critico de uma equagdo de regressdo quadratica, foram utilizados dados de producdo de algoddo de 536 ensaios, gjustando-se
um modelo quadrédtico. A estimagdo dos parametros foi feita pelo método dos quadrados minimos ordinarios. Com base nessas
estimativas, implementou-se por meio do software MATLAB® uma rotina para simulagéo de duas séries com 5000 erros alea-
térios de distribuico normal de média zero relativos a cada uma das variancias consideradas tedricas; s 2=0,1; 0,5; 1; 5; 10;
15; 20 e 50. As estimativas da variancia do ponto critico foram obtidas por meio de trés métodos:. (a) férmula comum do calculo
de variéncias; (b) formula obtida pela diferenciacéo do estimador do ponto critico e (c) formula demonstrada para o caculo da
variancia de uma razdo, considerando-se a covarianciaentre b e ¢ . Pelos resultados obtidos para as estatisticas médias dos
coeficientes de regressdo 6 e ¢ , bem como suas respectivas variancias em func&o das diversas variancias tedricas (s 2) ado-
tadas, verificou-se que esses valores tedricos estdo proximos aos reais. Ainda ocorre uma tendéncia de que, com o aumento da
variéncia tedrica, esses valores aumentem. Pode-se concluir que a variancia do ponto critico calculada usando-se a expressso
que leva em consideracio a covarianciaentre b e ¢ apresenta resultados mais satisfatorios e que ndo segue uma distribuicéo
normal, pois apresenta uma distribuiggo de freqliéncia com assimetria positiva e formato leptocurtico.

Termos para indexagdo: Regressdo quadrética, quociente de varidveis aleatdrias, variancia do ponto critico, intervalo de con-
fianca.

ABSTRACT

The aim of this paper is determine variances for the analysis of the critical point of a second-degree regression equation in
experimental situations with different variances through Monte Carlo simulation. In many theoretical or applied studies, one
finds situations involving ratios of random variables and more frequently norma variables. Examples are provided by
variables, which appear in economic dose research of nutrients in fertilization experiments, as well as in other problems in

which there are interests in the random variable X =6/(- 26), estimator of the critic point in the regression

9 —a+ Bx + Cx2. Data of five hundred thirty six trials in cotton yield were utilized to study the distribution of the critical

point of a quadratic regression equation by adjusting a quadratic model. The parameters were evaluated using a least square
method. From the estimations a MATLAB routine was implemented to simulate two sets with five thousands random errors
with normal distribution and zero mean, relative to each of the theoretical variances: s 2= 0.1; 0.5; 1; 5; 10; 15; 20 and 50. The
estimation of the variance of the critical point was obtained by three methods: (a) usua formula for the variance; (b) formula
obtained by differentiation of the critical point estimator and (c) formula for the computation of the variance of a quotient by

taking into consideration the covariance between b and ¢ . The results obtained for the statistic average for the regression
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between b e € , aswell as its respective variances in terms of the several theoretical residual variances (S 2) adopted show

that those theoretical values are close to real ones. Moreover, there is a trend of increasing b and C with increase of the
theoretical variance. It may be concluded that the critical point variance calculated taking into consideration the co-

variance between b and C gives more satisfactory results and does not follow a normal distribution, presenting a fre-
quency distribution with positive assmetry and leptokurtic shape.

Index terms: Quadratic regression, quotient random variables, variance of the critica point, interva of confidence.

INTRODUCAO

Entre os varios modelos de regressio usados nas
pesquisas, merece destague o modelo de regresséo
quadratico, devido ao seu amplo uso, facilidade de
ciculos e enorme adaptacdo na explicagdo e
interpretacdo de fendmenos bioldgicos, como nas
pesquisas agropecudrias, com 0 uso de fertilizantes.
Sga 0 modelo de regressdo quadrédtica, com uma
varidvel independente, dado por Neter et al. (1990) por

y; =a+bx, +¢x?, pode-se obter um estimador para
0 ponto critico dessa equagdo, conforme Kaplan
(1972), derivando-se Y, em relacdo a X e fazendo
sua derivadaigual a zero, assim:

ay _ d(a+bx +6x?) —h+28x =0,

dx dx
logo, 0 estimador do ponto critico da equacdo de re-
- b
gressdo quadréticaé X = o gue serd a abscissa de

um ponto de méaximo, se C for negativo, e de minimo,
se € for positivo.

Estimativa da variancia do ponto critico

O conhecimento da variéncia de um ponto critico
pode ser de muita importéncia em algumas pesquisas, pois
possibilita congtruir intervalos de confianca para o verda
deiro valor do ponto critico e testar sua validade ou n&o por
meio de uma hipdtese de interesse a seu respalto.

Para estimar a variancia do ponto critico em um
estudo usando simulagdo, D’Aulisio (1976) utilizou a
expressdo usua

n 2.2
2 i=
dnofhe
Var(x)—'zl—l,
n_

citada por Spiegd (1993). Segundo Mood et d. (1974), a
variancia de um quociente de duas variaveis deatérias X e
Y édadade forma aproximada pela expressfo:

éxu_am, 6 avar[] Var[y] 2Cov[x, y]

Var »o—— = -
g;H gﬂmg g ny mm g

Aulisio (1976), estudando a variancia dos pontos

de méximo ou de minimo de equactes de regressdo de
-b

segundo grau, demonstrou que se X = 2_c € um esti-

mador consistente do ponto critico, sua variancia pode
ser estimada aproximadamente pela primeira derivada
do estimador do ponto critico em relagdo a X, e, por-
tanto, o estimador da variancia € dado pela expressao:

Vor ()_}e\/arz(b)erz\ﬁr(c)E
eEi c c u

Coseficientes de assimetria e cur tose

Testes que avaliam assimetria e curtose séo
Uteis e ajudam a verificar a significancia da variagao
de certos momentos da amostra, em relagéo aos va-
lores esperados, de uma populagdo normal. Nas
aplicacbes praticas, porém, podem-se ter valores
préximos de zero e, principalmente, neste caso, e
xiste a necessidade de saber se o valor obtido é dife-
rente ou néo de zero.

O coeficiente de assimetria pode ser estimado,
conforme definido por Fisher (1930), usando-se a ex-
presséo g, =

% . Paraverificar se os valores estimados

de Ql diferem ou ndo de zero, esse pesquisador sugeriu

a aplicagdo do teste de “t” de Student t = 9.~ 9

S (g 1)
em que o valor da estatistica “t” € a razdo entre a esti-
mativa do parametro (gl) e seu erro-padréo, obtido a
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partir da raiz quadrada da variancia Var (Ql) , dada
6n(n - 1)

(n-2)(n+1)(n+3)

O coeficiente de curtose foi definido por de Fi-

por Var (g,) =

sher (1930) como ¥, =§ﬂ;- 3. Para verificar se os

valores estimados de @2 diferem ou ndo de zero, apli-

case o teste “t” dado por t = para o qual

Qz -9,
s(d,)

var (g,) = 24n(n- 1)2
22 (n-3)(n- 2)(n+3)(n+5)

I ntervalos de confianga

Um método para se obter intervalo de confianga
para um quociente é o baseado no teorema de E.C. Fid-
ler, Finney (1964).

Sendo X; e X, duas varidveis deatérias nor-
malmente distribuidas com média zero e variancia S ;
es 22 , respectivamente, a novavariavel U= X - MX,,
funcdo linear das observacbes X, e X, , tera também
distribuicdo normal de média zero e variancia
Var(u)=s?+nfs?,

Sendo S” e S? estimadores ndo-viesados de S ?
ede S 2, respectivamente, o quociente:

u _ X
War (@) s +mis;

de Student (KENDALL e

tem distribuicdo  “t”
STUART, 1977).
Assim sendo, em um certo nivel de
probabilidade a apropriado, a inequacdo
2 2a2 2 2a2 z
(x2 +t°s, )mz- 2x,x,m+x’ - t°S* £0 da os extre-
mos do intervalo de confianca.

MATERIAL E METODOS
Material

Os dados utilizados neste trabalho foram
0s mesmos utilizados por Freitas (1978), e sdo
provenientes de 536 ensaios conduzidos com a cul-
tura de algoddo, realizados nos Estados do Pa-

rand, Minas Gerais e Goiés,
1970/1975.

no periodo de

M étodos

Este trabaho foi realizado por meio de simula-
¢do Monte Carlo, para avaliar distribuic6es de freqién-
cias do ponto critico de uma equagdo de regressdo do
segundo grau. Consideraram-se como referéncia os va
lores médios obtidos por Freitas (1978) para os coefici-
entes de regressdo cujas edimaivas foram

b=90,1713 e ¢ =-98,8947 , necessérias para 0
cdculo do ponto critico, e considerando que as variancias
eram proporcionals, sendo

Var (€)=24,4532 Var (b). Paa smua dados

experimentais para b e ¢ , com média e va
ridncia estipulados conforme a situagéo, foi desen-
volvido um procedimento utilizando o software
MATLAB® - Matrix Laboratory. Consideraram-se
as seguintes dosagens com 4 repeticOes cada uma:
0.0; 0.2; 0.4; 0.6 e 0.8, caracterizadas pelas diferen-
tes variancias tedricas, S° = 0,1; 0,5; 1,0; 5,0;
10; 15; 20; 50. A partir desses valores reais,
geraram-se duas séries com 5000 erros aleato-
rios cada uma, com distribuicdo normal de média
zero para cada uma das variancias tedricas conside-
radas, denominando € a primeira sériee € ase
gunda, de forma que
e,~N@©O,s?) e e,~N(O,s?).

Obtiveram-se, entdo, 5000 erros e; apos multi-
plicar & por /24,4532 : assim, asestimativasde b e
c podem ser escritas como
b=90,1713+e e C=-98,8947+e,. Assim,
congiruiu-se um vetor com 5000 obsarvagdes, cujos ele-

mentos sio X = TS Determinaram-se entéo, os va-

lores médios para as estimativas b, C e X, suas res
pectivas variancias com a finalidade de verificar a qua-
lidade da simulagéo.

A variancia do quociente ou do ponto critico

b
-2¢
Var, (X), Var, (%) e Var,(X) , asaber:

X=

foi calculada utilizando-se trés expressies
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(4)
n a XI)
é X|2 _\i=l
Var, ()“() 1=1 n
n-1
16var(b) bZVar(é)u
Ve, % V=48 g @ &
2 %o ngS [] 2Cov€eb cUou
_1 ebu 18 Var[¢

Para cada snuagao do conjunto de 5000
simulagdes, foi obtida a média do ponto critico e das
trés variancias. Do mesmo modo, procedeu-se para 0
calculo do coeficiente de assimetria e curtose. Para
os coeficientes de assimetria e curtose, calculam-se

0., 0,, cujas respectivas variancias sdo constantes

em todos os casos, visto que todos os vetores tém
5000 observagdes, assim:

Var(g,)=0,0012 e Var(g,)=0,0048

para o cdculo da estatistica “t” de Student. Conhecidas as
estimativas das varidncias, determinaram-se os intervalos

de confianca para X= estimador do ponto critico, a

-2¢’
um coeficiente de confianca de 95%, estimando-se os seus
extremos, da seguinte forma:

R+t Var (%), Xtvar, (%) e Xt var, (%)

em que t=2. Procedeu-se também a construcdo dos his-
togramas de freqiiéncia para verificar graficamente se a
distribuicdo dos pontos criticos aproxima-se de uma
distribui¢do normal.

RESULTADOSE DISCUSSAOQ

Com a findlidade de verificar a aplicagdo das
trés expressdes para o cdlculo da variancia do ponto
critico e de se ter uma idéa se os valores simulados do
ponto critico seguem uma distribuicdo normd, sfo apre-
sentados a seguiir os resultados oriundos de vérias smula
¢Oes redizadas. Os resultados obtidos para as estatiticas

médiias dos coeficientes de regressio b e € , bem como
suas respectivas variancias em funcdo das diversas varian-

ciastedricas (S 2) adotadas, estéo gpresentadas na Tabela
1. Pode-se veri_ficar gue os vaores médios dos coeficientes
de regressdo b eC etio proximos aos valores tedricos
resis considerados. Os valores de b variam de 90,1741 a
90,2330 e os vaores de C variam de —98,9050 a —

99,1258. Notou-se uma tendéncia de que com 0 aumento
da variancia tedrica, esses vaores tiveram um certo auw-

mento. J& para os valores das varianciasde b e € , ame-
. A s - 2
dida que a variancia tedrica (S ) aumentou, seus valores

também aumentaram; nota-se que as variancias Var (6)

estdo proximas e com tendéncia na variancia tedrica
(S 2 ) ; 0 mesmo ocorrendo para Var (é ) , uma propor-
¢80 proxima de 24,45 vezes, 0 que ja era esperado. Os va
lores das estimativas b e €, assim como Var (6) e

Var (é) , aumentaram amedida que as variancias tedricas
consideradas aumentaram.

Na Tabela 2 apresentam-se 0s vaores médios do
ponto critico e as variancias obtidas pelos 3 méodos cons-
derados. Pelos resultados, verifica-se que houve um
aumento nos vaores do ponto critico a medida que a
variancia tedrica aumentou. Os valores médios do ponto
critico variaram de 0,4560 na variancia 0,1 até 0,5586
na maior varidncia considerada de 50. Observando-se
os valores obtidos para as trés variancias, verificou-se
que a variancia Var, (X) apresentou valores menores
do que os calculados por Var, ) ou Var (X) Pode-
se inferir por esse que a expressdo Var, , Sugerida
por Mood, Grayhill e Boes (1974), deve ser preferida
em vez das outras duas.

Os valores médios obtidos para o0s coefi-
cientes de assimetria e curtose e respectivos testes
“t” estdo apresentados na Tabela 3. Verifica-se

. A . 2
gue, com o0 aumento da variancia (S ) houve um
aumento do coeficiente de assimetria e de curtose,

e os valores de §; e g, foram todos positivos e au-

mentaram com o incremento das variancias teoricas
consideradas, evidenciando uma assimetria positiva
para todas as variancias e uma tendéncia leptocurti-
ca
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TABELA 1 — Valores médios dos coeficientesde b e ¢ e respectivas variancias em fungado das diferentes varian-
cias reais utilizadas.

s? b7 é Var (6) Var (é)
0,1 90,1741 -98,9050 0,1008 2,4370
0,5 90,1775 -98,9178 0,5040 12,1851
1 90,1800 -98,9274 1,0080 24,3701
5 90,1908 -98,9678 5,0402 121,8507
10 90,1989 -98,9981 10,0804 243,7013
15 90,2051 -99,0213 15,1206 365,5520
20 90,2103 -99,0409 20,1608 487,4026
50 90,2330 -99,1258 50,4020 1218,5000

TABELA 2 — Valores médios do ponto cn’tico(?) e variancias do ponto critico calculados pelos métodos:

usual Varl(i), formula deduzida por D’ Aulisio (1976) Var, ()2) , expressdo dada por Mood et al. (1974)
Var, (X).

Ponto critico Variancias

s? _
X Var, (%) Var, (X) Var, (X)
0,1 0,4560 0,000054 0,000054 0,000001
0,5 0,4564 0,000274 0,000271 0,000009
1 0,4569 0,000555 0,000543 0,000019
5 0,4616 0,0030 0,0027 0,000097
10 0,4680 0,0069 0,0054 0,000195
15 0,4751 0,0123 0,0081 0,000293
20 0,4835 0,0211 0,0108 0,000390
50 0,5586 2,7808 0,0270 0,000977
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Distribuicéo de frequéncia dos valores do pon-
to critico

Pode-se observar na Figura 1 que a distribuigéo de
freqUiéncia dos valores do ponto critico ndo estéo muito dis-
tantes dos de uma curva normal. Esse foi 0 aso em queo
coeficiente de curtose se gproximou do de umanormal, néo
diferindo de 3 ou de zero, quando se subtrai essa congtante.
Na Figura 2 e de acordo com a Tabela 3, pode-se observar
uma leve tendéncia de assmetria adireita, caracterizando
uma distribuicdo leptocirtica. Na Figura 3 observa-se uma
forte tendéncia de assmetria adireita e ao formato lepto-
curtico (curtose maior que 3), que ja havia sdo detectada
anteriormente nas andlises redizadasna Tabela 3.

I ntervalos de confianga para o ponto critico

Andisando os intervalos de confianga para o
ponto critico calculados usando-se as trés diferentes va-
ridncias (Tabela 4), notase que esses intervalos sao
bastante satisfatérios, principalmente quando se utili-
zou avariancia Var, (i) . Como ja era esperado, todos

os intervalos de confianga tornaram-se menos precisos
com 0 aumento das variancias tedricas. Desse modo, 0s
interval os de confianca menos satisfatorios foram ague-

les obtidos com Var, (i) e os intervalos mais satisfato-

rios, obtidos com Var, (X) .

TABELA 3 - Vaores médios dos coeficientes de assimetria, curtose e respectivas estatisticas do teste “t”, em fun-

¢do das diferentes variancias.

Cosficiente de assimetria

Cosficiente de curtose

Valoresdoteste“t”

@1 gz t@l t@z
0,1 0,0962 0,1311 27775 1,8928™9
0,5 0,2197 0,2281 6,3447"") 3,2947")
1 0,3157 0,3478 9,1163") 5,0232")
5 0,7906 1,5481 22,8301 22,3559
10 1,3329 4,3136 38,4902 62,2927
15 2,1221 11,2430 61,2783 162,3599¢"
20 3,8834 37,6100 112,1372¢" 543,1243
50 12,4604 1277,7000 359,8073" 18451,0000¢"
800
T

600 o 7

400

200

Std. Dev =,01
Mean = ,4560
N =5000,00

B R R % % B

R N T T

FIGURA 1 — Representacdo gréafica da distribuicdo de fregiiéncia dos valores simulados do ponto critico, para a

variancias 2 = 0,1 evaor médiode X =0,4560 .
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700
600 4

500 4

300 4

200 4

Std. Dev = ,02
Mean = ,457
N = 5000,00

100 4

.3 .3 4 4 4 4 4 4 4 4 .5 .5 .5 .5 .5
81 94 06 19 31 44 56 69 81 94 06 19 31 44 56

FIGURA 2 — Representacdo gréafica da distribuicdo de freqiiéncia dos valores simulados do ponto critico, para a
variancias 2 =1,0 evalor médiode X = 0,4569 .

Std. Dev = ,08
Mean = ,4680
N = 5000,00

2,3 3,4 4 .5 .5 .6 .67 7 .8 .8 .9 .9 i, 1, 1,
75 25 75 25 75 25 75 25 75 25 75 25 75 25 75 02 07 12
n n n n n n n n n n n n 4] 4] 4] 50 50 50

FIGURA 3 — Representacdo gréafica da distribuicdo de freqiiéncia dos valores simulados do ponto critico, para a
variancia s > =10,0 evaor médiode X =0,4680.

TABELA 4 — Vaores médios do ponto critico e intervalos de confianga para o ponto critico considerando as trés
variancias, em fungéo das variancias tedricas.

Varianciatedrica Ponto critico médio Variancias

(s?) (X) Var, (X) Var, (X) Var (X)

0,1 0,4560 [0,4412; 0,4707] [0,4412; 0,4707] [0,4532; 0,4588]
0,5 0,4564 [0,4232; 0,4896] [0,4234; 0,4894] [0,4501; 0,4626]
1 0,4569 [0,4098; 0,5041] [0,4103; 0,5035] [0,4481; 0,4658]
5 0,4616 [0,3514; 0,5718] [0,3574; 0,5657] [0,4418; 0,4813]
10 0,4680 [0,3016; 0,6343] [0,3208; 0,6152] [0,4400; 0,4959]
15 0,4751 [0,2535; 0,6968] [0,2049, 0,6554] [0,4409; 0,5094]
20 0,4835 [0,1929; 0,7742] [0,2755; 0,6916] [0,4440; 0,5231]
50 0,5586 [-2,7765; 3,8937] [0,2301; 0,8871] [0,4961 0,6211]
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CONCLUSOES

As varidncias dos coeficientes de regressao
aumentaram proporciona mente com o aumento das va

ridncias tedricas (S 2) consideradas, caracterizando
uma simulagdo de boa qualidade. A varidncia do ponto
critico calculada usando-se a expressdo de Mood et al.
(1974) apresenta-se como a mais satisfatoria, pois leva
em consideragdo a covariancia entre os coeficientes de

regressio b e C . A variancia s ? afetaa estimativado
ponto critico, maiores variancias estéo relacionados com
maiores valores médios. A distribuicdo de fregliéncia do
ponto critico ndo segue ao de uma distribuicdo normal. O
ponto critico apresenta uma distribuicdo de fregliéncia com
assimetria positiva e formato do tipo leptocurtico. Os in-
tervalos de confianca para o0 ponto critico tornam-se
MEeNOS Precisos com 0 aumento das variancias tedricas

(s 2) em todos os trés casos analisados. Os intervalos
de confianga com menor amplitude foram os obtidos

utilizando-se a variancia cal culada por Var, (X) .
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