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RESUMO

Objetivou-se, neste trabalho, avaliar intervalos de confianca de diferentes fungdes lineares compostas por proporgdes
binomiais construidas com base no método de Wald e Wald gjustado utilizando a técnica de bootstrap infinito. Considerados diversos
tamanhos amostrais (n,), parémetros (p) e nimero de coeficientes das funcGes lineares. Concluiu-se, por meio das probabilidades de
cobertura dos interval os de confianga das popul agBes binomiais, cujas proporcdes foram baixas (p=0,2) e considerando diferentes
tamanhos de amostras, que a generalizagdo bootstrap do método de Wald gjustado foi eficiente para fungdes lineares cujos coeficientes
indicaram a comparagdo de uma proporgao versus as demais.

Termos par a indexacdo: Probabilidade de cobertura, intervalos de confianga, Wald.

ABSTRACT

This work aimed to evaluate confidence intervals of different linear functions of binomial proportions base on Wald and
Wald's adjusted method using the infinity bootstrap technique. Several sample sizes (n), binomial parameters (p) and number of
coefficients of the linear functions were considered. One concluded through the probabilities of binomia population confidence
covered intervals that the bootstrap generalization of adjusted Wald’s method was efficient for linear functions whose coefficients
indicated a comparison of versus the others proportion (p=0.2) considering different sample sizes.

Index terms: Covered probabilities, confidence intervals, Wald.

(Recebido em 9 de mar ¢o de 2006 e aprovado em 31 de mar ¢o de 2008)

Osintervaos de confianca para diferenca de duas
proporcdes sdo usualmente estimados pelo método de
Wald, cujo fundamento esta na aproximagdo assintética
da distribuicdo normal. Contudo, para amostras pequenas,
essas estimativas ndo sdo condizentes com o nivel de
confianca desgjado. Como consegiiéncia desse problema,
Agresti & Coull (1998) propuseram uma modificacdo no
método, que consiste em acrescentar quatro pseudo-
observagOes classificadas, empiricamente, como duas
observacBes representando “sucessos” e duas
representando “fracassos’, para uma populacéo binomial.
Posteriormente, Agresti & Caffo (2000) realizaram essa
modificacdo no intervalo de confianca para diferenca de
duas propor¢des. Com essas modificagdes, originou-se o
teste de Wald ajustado, doravante representado nesse
trabalho por Wald

(gust)”

Price & Bonett (2004) apresentaram uma extenséo
desses métodos, considerando funcg@es lineares de
proporcdes binomiais. O termo fungdo linear se d& por
apenas assumir linearidade nos parametros p. Vale ressaltar
gue a praticidade dessas funcdes lineares dos parédmetros
binomiais consiste em comparar tratamentos néo
estruturados, exemplificados pelas comparagbes multiplas,
ou estruturados, no sentido de grupos de tratamentos serem
previamente determinados paraanalise. Tal estrutura poderé
ser exemplificada pela comparac@o de um tratamento controle
versus os demais. Portanto, nota-se que o uso de funcbes
lineares, perfeitamente enquadra-se em aplicacdes da
estatistica experimental, diferindo apenas no fato de que as
populagdes consideradas so binomiais e ndo normais.

Um exemplo pratico da aplicacdo dessas funcdes
pode ser encontrado em Cohen et a. (1991). O experimento
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realizado por esses autores consistiu em aplicar as funcbes
lineares binomiais paraavaiar o efeito de diferentes dietas
adimentares, em relacdo a formacdo ou ndo de tumores.
Cada dietafoi formada a partir dos fatores: fibra (auséncia/
presenca) e gordura, classificadas nos niveis: ato e baixo,
sendo essas submetidas, aleatoriamente, a 120 ratos. As
respostas de cada tratamento foram determinadas por meio
de contagens de ratos que desenvolveram ou ndo tumores,
de forma a propiciar o célculo das proporc¢des de cada
tratamento, em relacdo ao nimero total de ratos.

Com base nesses resultados, os autores
construiram trés funcdes lineares, de modo que os
coeficientes utilizados para cada fung&o permitiram estimar
asignificancia dos efeitos principais e da interacéo.

Em se tratando do estudo dos métodos utilizados
para estimar as funcdes lineares, Price & Bonett (2004)
obtiveram as probabilidades de cobertura dos métodos
wald e Wald(a.ug_) por meio de simulagdo Monte Carlo,
utilizando diferentes configuragcdes, como numero de
populacdes, diferentes proporgdes e fungdes lineares.
Assim, 0s mesmos autores concluiram que o intervalo de
confianca de Wald ., resultou em probabilidades de
cobertura mais préximas ao nivel de confianca desegjado,
em relacdo as probabilidades propiciadas pelo método de
Wald original. Entretanto, convém salientar que, em
algumas situagdes, Price & Bonett (2004) verificaram que
0s métodos em questdo (Wald e Wald(a.ua_)) revelaram
resultados referentes a probabilidade de cobertura,
inapropriados ao nivel nominal de confianga fixado em 95%.
Com base nessas evidéncias, julgou-se necessario avaliar o
desempenho desses métodos na abordagem bootstrap, na
expectativa de que resultados condizentes com o nivel de
confianga nominal fossem obtidos. Destaca-se, assim 0
objetivo deste trabalho de avaliar os métodos de Wad e
Wald(aus(_) por meio das probabilidades de cobertura e
amplitude intervalar, submetidos & abordagem bootstrap
proposta por Conlon & Thomas (1990), destacando seu mérito
nas situacbes em que os estimadores intervalares
convencionais apresentaram deficiéncias. Para isso,
configuragBes ndo contempladas por Price & Bonett (2004)
foram avaliadas, sendo essas diferenciadas pela estrutura dos
tratamentos e diferentes val ores paramétricos representados
pelas proporcdes p.

Com esse propdsito, consideraram-se k=4, 6 e 8
populagdes binomiais (n,p), em que os tamanhos
amogtrais foram fixados en n=10 e 60 (i=1,...,K) parafun-
¢oes lineares com coeficientes definidos pelos vetores
¢=(11-1-1); ¢=(1,1,1-1-1-1) ec=(1,1,1,1-1-1-1-1) e
p=0,2; 0,5 e 0,9. Tal situagcéo se deu para amostras de
tamanhos iguais para todas as populacdes. No caso de

amostras diferentes, os tamanhos amostrais foram defini-
dos pelarelagdo n=d x10, sendo d aj-€sima componente
do vetor d=(1,2,...,K) e os coeficientes das funcbes linea-
resforam ¢ =(3,-1,-1,-1); ¢,=(5,-1,-1,-1,-1,-1) ec,=(7,-1,-1,-
1,-1,-1,-1,-1). Com base nessas configuracoes, realizaram-
se 2000 simulagdes Monte Carlo, nas quais foram geradas
observacOes binomiais independentes, Y, (i=1, 2,..., k).
Para cada simulacdo, foram estimados os intervalos de
confianga de Wald (1) e Wald . . (2), para funcdes de

(gjust)

k
proporcdes binomiais representadas por \P:ZQQ :

i=1

1

_ (Y, +2/k)
" (n, +4/Kk)

e Z% 0 quantil superior 100(a/2)% da

distribuicéo normal padrao, cujo valor € 1,96, paraa=5%.

Em ambos os métodos, as probabilidades de
cobertura foram obtidas pelas porcentagens de
interval os, que contiveram o valor do parémetro ' eo
comprimento médio pela média das amplitudes
intervalares no final das 2000 simulagdes. O bootstrap
infinito, definido por Conlon & Thomas (1990), consiste
em um método de computacdo intensiva utilizado para
estimar diferenca entre duas propor¢des binomiais,
utilizando-se a distribui¢&o conjunta do modelo binomial
para cada popul agéo.

Neste trabalho, utilizou-se o algoritmo definido por
esses autores, porém expandindo a metodol ogia propos-
ta parak populacdes binomiais, referenciadas por meio de

k
um Unico valor paramétrico definido por Y= Zci Pi-

i=1
Dessaforma, adistribuicéo de probabilidade conjunta
aser utilizada no processo de reamostragem das obser-
vacoes (y,.Y,.....¥,), uma vez que, os tamanhos
amostraisn, (i=1,...,k) foram previamente fixados, foi
dada por:
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IAD(Y1 =Y, Y, =Y, Y, = yk) =

K ni ) A\ Y
:H(priy('n(l_pi('z)) '

i=1 i

©)

emquez=le2

de modo que se z=1, o estimador de p, =P, e assumindo
z=2tem-se P, = P, . Assim, utilizou-se essa expresséo para
gerar amostras bootstrap, de tal forma que, cada combi-
nacdo amostral, obtida pela realizacdo das B=2000
reamostragens foi representada por (y,".y,",....y,")-
Cadavalor gerado foi classificado como “sucesso”, e uti-
lizado para compor as estimativas P, e f, . Isso posto,
para um melhor entendimento da obtenc&o da probabili-
dade conjunta (4), definiu-se o conjunto de pontos
Q= {{O,..., n, }x{0,...,n,}x..x{0,..., nk}} ., no
qual cada valor simulado estar4a contido.

Para cada estimativa de ‘Pb(z) emque z=10u2,
estimou-se a probabilidade D = ¥ de acordo com a

~ b(z)’
expressao
IS(D - lPb(Z)) - Z _ (4

{(y;xy*z ----- yL)EQ/\*Ib(Z)}
=PY,=Y.,Y, =Y, Y=Y, Y =V})

Posteriormente, apos a realizagdo das 2000
reamostragens com reposi¢ao, obteve-se a distribuicdo
empiricadavariavel aleatéria D. Em seguida, esses valores
foram ordenados e os limites inferiores (g,) e superiores
(g,) foram estimados conforme as expressdes (5) e (6).

g =min,: Y IAD(D:‘I’b(Z))sE )
(¥ 2] 2
. a

q,=max,{ > P(Dz‘{'b(z))sE (6)

{‘J’b(z)<‘P}

sendo, z=1 ou 2.

Seguindo a metodol ogia, mencionada anteriormente,
procedeu-se a apresentacdo e a discussdo dos resultados

encontrados na Tabela 1. Observou-se que, parao valor da
proporcéo (p=0,2), quando consideradas amostras menores
(ni(s)zlo), a probabilidade de cobertura foi superior a 95%,
em todos os métodos avaliados.

Nessa primeira andlise, uma atencéo especial deve
ser dada aos resultados relativos ao metodo de Wald .,
justamente por serem concordantes com os resultados
obtidos por Price & Bonett (2004). Contudo, vale ressaltar
gue a metodologia utilizada por esses autores assumiu
diferentes valores para os coeficientes c, tendo o(s)
parémetro(s) p sido gerados por uma distribuicéo uniforme.
Iss0 posto, respalda-se em afirmar que, independente dos
coeficientes assumidos, o método de Wald , . apresentou
probabilidade de cobertura préxima do nivel de confianca
nominal especificado. Além do mais, notou-se similaridade
com o0 método de Wald-L aplace, cujas probabilidades de
caobertura foram cal culadas de forma exata por Greenland
(2002).

Aumentando-se 0 valor dessa propor¢éo para
p =0,5, ainda considerando-se n=10 (i=1,...,k). As
probabilidades de cobertura dos métodos de Wald e
wad d(a'ust.) foram reduzidas, apresentando val ores levemente
inferiores ao nivel de confianca especificado (95%). Esse
fato foi mais notével para propor¢Ges maiores, no caso
p=0,9, em que apenas 0 método de Wald @) Manteve
probabilidades superiores ao nivel de confiangca nominal,
corroborando os resultados obtidos por Price & Bonett
(2004).

Em relacdo a eficiéncia da abordagem bootstrap
dos métodos mencionados, observou-se que nenhum
resultado agregou informagdo no sentido de corrigir os
intervalos, de forma a proporcionar uma probabilidade de
cobertura desgjavel em relagdo a um valor nomina do
coeficiente de confianca. Diante dos resultados
apresentados e discutidos, com base nos valores
paramétricos avaliados, n&o se aconselha a generalizagéo
bootstrap desses métodos.

Analisando-se os resultados referentes as amostras
n,,=60, observou-se que, de modo geral, todos 0s métodos,
inclusive a generalizacdo bootstrap, mostraram
probabilidades superiores ou aproximadas ao nivel de
confianca especificado em 95%, desprezando-se o erro de
Monte Carlo. Portanto, pode-se inferir que os problemas
de aproximacdo assintética, observados por Agresti &
Caffo (2000), no caso de diferenca de duas proporcdes
binomiais, mantém-se para k proporgdes.

Considerando amostras de mesmo tamanho e
fungdes lineares simétricas (=0) para quaisquer valores
de p fixado (ex. p=0,9), os resultados sdo iguais as funcdes
em gue os paréametros sdo definidos como 1-p (ex. p=0,1).
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Tabela 1 — Probabilidade de cobertura de 95% de confianca dos interval os de Wald e Wald

iust)’ nas versoes originais e

bootstrap, parafuncéo de proporgdes binomiais para amostras de tamanhos iguais.

Métodos p=0,2 p=0,5 p=0,9
C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 Co C3
n=10 Wald 0969 0968 0975 0926 0933 0940 0412 0,377 0,385
Wald (Boot) 0971 094 0974 0930 0936 093 0412 0,376 0,388
Waldgus) 090 0952 0964 0954 0948 0941 0983 0976 0,969
Waldus) (Boot) 0,967 0965 0973 0933 0923 0936 0412 0378 0,389
n=60 Wald 0951 0950 0952 093 096 0951 0943 0954 0,936
Wald (Boot) 0950 0949 0949 0950 0953 0946 0936 0,949 0,936
Waldggust)- 0954 0953 0954 0959 0956 0951 0956 0,964 0,956
Waldgusy (Boot) 0,948 0,950 0949 0950 0953 0946 0936 0949 0,937

¢=(1,1-1-1); c=(1,1,1,-1,-1,-1); c=(1,1,1,1,-1,-1,-1,-1).

Facilmente isso é verificado, em virtude da propriedade de
simetria da distribuic&o binomial.

Os resultados encontrados na Tabela 2 referem-se
as probabilidades de cobertura para amostras de tamanhos
diferentes, conforme especificado pela relacdo ni:dj><10,
sendo d. a j-ésima componente do vetor d = (1,2,...,k) e
exemplificado parak = 4 populagdes, como n, = 10; n,= 20;
n,=30en,=40.

Bonnet & Woodward (1987) destacaram que as
funcdes lineares de proporgdes binomiais correspondem a
casos mais complexos de comparagBes, pois um ndmero maior
de populagdes podera ser exigido, podendo envolver néo
apenas os efeitos principals, mas também as interagbes. Em
particular, para duas populagdes, a andise dessas fungdes
coincide com a comparagdo de duas proporgdes binomiais,
comumente realizada por meio de intervalos de confianga ou
testes de hipéteses. Nesse caso, podem-se citar importantes
resultados obtidos por Agresti & Caffo (2000), os quais, em
sintese, afirmam que o intervalo de confianca de Wald,
construido por meio dos estimadores de maxima
verossimilhanca apresentou deficiéncias em sua cobertura.

Posteriormente, Carari (2004) avaliou, por meio de
simulagdo Monte Carlo, este método e concluiu que a
probabilidade de cobertura apresentou probabilidades
inferiores aos valores nominais do coeficiente de confianca,
comprometendo sua aplicagéo pratica para peguenas
amostras. Assim sendo, verifica-se a inviabilidade da
aplicacdo do método de Wald, sgja naforma convencional
ou na sua generalizag&o bootstrap, inferida nesse trabalho
para amostras provenientes de popul agbes binomiais com
o valor da propor¢do p=0,9, dado que, nessa situacdo, as
probabilidades de cobertura foram bem inferiores ao nivel
de confianca especificado em 95%, A deficiéncia no método
de Wald verificada nas funces lineares torna-se plausivel

de ser aceita. Entretanto, a principal vantagem da
generalizacao bootstrap se deu para o método de
Wald(a.ug.), no qual, notoriamente, observou-se que, para
populagBes com baixo valor (p = 0,2), esse método revelou
probabilidades inferiores ao nivel de confianga desejado.
Porém, comparando-se os resultados desse método na
abordagem bootstrap, verificou-se que essa deficiéncia
foi corrigida, revelando em algumas funcdes lineares
ganhos acima de 7 pontos porcentuais, como pode ser
percebido nos resultados dos contrastes ¢, ¢, e ¢, (Tabela
2). Porém, ndo se pode expandir essa vantagem para p=0,9,
de modo que, nesse caso, a generalizacdo desse método
apresentou resultados bastante insatisfatérios, em relagéo
ao nivel de confianga desgjado.

Outro fator relevante é que a eficiéncia do método
wald . .,, mencionada anteriormente, se deu em funcoes
lineares que retratam o teste de uma proporgdo em relacéo
as demais, de maneira semelhante ao caso de contraste,
envolvendo um tratamento controle com os demais. Além
do mais, tais deficiéncias apontadas por esse método
ratificam os resultados obtidos por Price & Bonett (2004),
considerando pegueno nimero de populagdo (K <4) e
diferentes combinagdes dos tamanhos amostrais (n) fixados
em 10, 20 e 30. No entanto, todos os resultados obtidos
por esses autores e citados em toda discussdo desse
trabalho, limitam-se apenas a simulagdo Monte Carlo.
Evidentemente, sdo resultados empiricos e avaliando
algumas situactes escol hidas ao acaso por esses autores,
0 que, de certaforma, restringe a obtencdo de conclusdes
mais amplas.

O método Wald gjustado foi proposto por Agresti
& Coull (1998) com afinalidade de melhorar a coberturado
intervalo de Wald, para duas populacfes binomiais.
Considerando esse fato, os resultados encontrados na
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Tabela 2 — Probabilidade de cobertura de 95% de confianca dos intervalos de Weld eWald,, ,,, nas versdes originais
e bootstrap, considerando as fungdesc,, ¢, e c, de propor¢des binomiais para amostras de tamanhos diferentes.

Métodos p=0,2 p=0,5 p=0,9
C4 Cs Ce Cq Cs Ce Cs Cs Ce
wald 0984 0989 098 0920 0891 0906 0573 0641 0,655
Wald (Boot) 0984 0988 0980 0935 0906 0919 0574 0652 0,654
Wald st ). 0913 0880 0883 0937 0901 0910 0989 0981 0,948
Wald s (Boot) 0980 098 0973 0937 0907 0919 0572 0,649 0,65

¢=(31-1-1); c=(511,-1,-1,-1); c=(7,1,1,1,-1,-1,-1,-1).

Tabela 2 evidenciam que a expansdo desses métodos para
um numero maior de popul agdes, representadas por meio
das fung®es lineares, resultou em probabilidades
questionaveis.

Esse questionamento é coerente, ao avaliar o
método de Wald ajustado, em que as popul agdes foram
simuladas considerando-se o0 valor paramétrico em
p=0,2. Nesse caso, suas probabilidades de cobertura
foram inferiores as probabilidades do método de Wald,
além de terem sido inferiores ao nivel de confianca
nominal. Contudo, enfatizando o estudo da abordagem
bootstrap nos métodos em questdo, pode-se observar
gue, os resultados propiciados pela generalizacdo
bootstrap do método de Wald ajustado, referidos na
Tabela 2 por Wald(ajus.)(Boot), corrigiu essadeficiéncia,
apresentando probabilidades proximas ao método de
Wald original.

Diante desses resultados, parajulgar aviabilidade
de aplicar a generalizagdo bootstrap no método de Wald
austado, uma vez que tal generalizacdo envolve um esforco
computacional relativamente custoso, justifica-se realizar
um estudo de precisdo. Procedeu-se, assim, aumaanalise
que contemplasse medidas das amplitudes médias
intervalares (Tabela 3), considerando apenas os resultados
mais expressivos discutidos anteriormente.

Tabela 3 — Comprimento médio dos métodos de Wald e

Wald(a.ua_) na versdo bootstrap, fixado p=0,2 e funcdes
linearesc,, c, ec,.
M étodos p=0,2
Cs Cs Cs
Wald 1,546 2,468 3,475
Waldus)(Boot) 1,631 2,693 3,276

¢=(31-1-1); ¢.=(51,1,-1,-1,-1); ¢.=(7,1,1,1,-1,-1,-1,-1).

De modo geral, os resultados encontrados (Tabela
3) revelaram que os métodos de Wald e Wal d(aj ust)(Boot)
mostraram praticamente a mesma precisdo, com leves

oscilagdes ocasionadas, supostamente devido ao erro
Monte Carlo. Portanto, no que tange a precisdo dos
métodos, a generalizacdo bootstrap ndo apresentou
resultados que possam justificar seu uso.

Dadas as configuracbes entre os tamanhos
amostrais e os val ores paramétricos e aformalizagéo dos
contrastes avaliados nesse trabalho, concluiu-se que a
generalizagdo do método bootstrap infinito apresentou
desempenho similar a0 dos métodos convencionais. A
excecdo foi apenas para 0 método de Wald )’ cujos
resultados referentes a probabilidade de cobertura
indicaram que a generalizagdo bootstrap foi compensavel,
no sentido de justificar seu esforco computacional, nas
situacBes (p=0,2), em que os coeficientes da funco linear
foram definidos de forma a comparar uma propor¢&o versus
as demais.
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