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Comparing the covariance matrices of dependent normal populations. a case study
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RESUMO

Inferéncias sobre comparactes de matrizes de covariéncias em populactes normais dependentes sdo usualmente obtidas
considerando testes assintéticos baseados na maximizagdo de fungdes de verossimilhangas. Entretanto, se 0 nimero de popul agdes e
ou de variaveis consideradas é excessivo pode-se ter problemas na convergéncia dos métodos numéricos utilizados para obtengéo dos
estimadores de maxima verossimilhanga. Face a esse problema, objetivou-se, neste trabalho, ilustrar por meio de um conjunto de
dados reais, a aplicagdo de um teste para comparar matrizes de covariancias de popul agdes correl acionadas, usando uma estatistica
baseada na raz&o de variancias generalizadas, cuja distribuicéo empiricafoi obtida por meio da técnica bootstrap.

Termos paraindexagéo: Bootstrap, covariancias, variancias generalizadas.

ABSTRACT

Inferences about dependent normal populations are usually obtained considering asymptotic tests based on the maximization
likelihood functions. However, if the number of populations and/or variables considered are too high one way have convergence
problems with the numerical methods used to obtain the maximum likelihood estimators. Thiswork aimed to illustrate, using areal
data set, the application of atest to compare covariance matrices of correlated populations using a statistic based on generalized

variances ratio, whose empirical distribution was obtained via bootstrap methods.

Index terms: Bootstrap, covariances, generalized variances.

(Recebido em 6 dejunho de 2006 e aprovado em 27 de fevereir o de 2008)

Entre as suposic¢des exigidas para a realizacdo da
inferéncia estatistica paramétrica, a suposi¢do de que as
amostras sejam independentes e provenientes de
populacdes cujas distribuicbes sdo conhecidas, é
primordia. No contexto multivariado, essas suposi¢des
também s3o exigidas para arealizacdo de testes estatisticos.
Assim, caso 0 objetivo do pesquisador seja o de comparar
matrizes de covariancias, os testes comumente encontrados
na literatura, como os de Bartlett (O'BRIEN, 1992) e Levene
(LEVENE, 1960) poderdo ser utilizados. Entretanto, podera
haver casos em que as respostas sdo provenientes de
populagdes cujas amostras sdo correlacionadas, levando
aviolacdo da suposic¢éo de independéncia exigida para 0s
referidos testes. Se considerarmos a dependéncia entre as
populagdes, tem-se que, em geral, os testes propostos na
literatura, sdo baseados na razdo de verossimilhancas
(JANG et dl., 1999) e limitados em relacdo a0 numero de
variaveis e de populagdes, uma vez que suas estatisticas

s80 baseadas em aproximactes assintéticas da distribuicdo
qui-quadrado (JANG et al., 1999).

Uma outra questdo que deve ser ressaltada € a
complexidade de obter expressfes analiticas para tais
testes, além do mais, problemas numéricos para
maximizagdo das verossimilhancas considerado um maior
nimero de variaveis e populagdes, comumente
encontrado. Mediante esses problemas, como alternativa
surge o uso de técnicas computacionais, das quais 0s
métodos de computacgéo intensiva, como técnicas de
bootstrap sdo de grande importancia, nas mais variadas
situagBes reais (MANLY, 1997).

Objetivando ilustrar a aplicagdo de um teste baseado
na razéo de variancias generalizadas (CIRILLO, 2006),
sendo que sua distribuicdo empirica foi gerada por meio
da técnica bootstrap, utilizou-se um conjunto de dados
reais cedido pela UNIFAL - Universidade Federal de
Alfenas. Esse conjunto de dados trata-se de um estudo
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referente a andlise do efeito do exercicio de forca sobre o
estresse oxidativo no plasma de mulheres naterceiraidade,
realizado no periodo de 01/09 a 31/10/2004, no laboratério
de Bioguimica Clinica do Departamento de Andlises Clinicas
e Toxicologicas da UNIFAL. Compararam-se as matrizes
de covariancias representadas por duas populacbes
distintas dadas pelas situagcBes em que as mulheres foram
submetidas & avaliacdo antes e apds quatro semanas de
exercicios fisicos.

A estatisticado teste foi determinada em fungéo da
razéo de variancias generalizadas representada pela razéo
dos determinantes (1)

Ay =—— @

em que, S“. correspondeu a matriz de somas de quadrados
e produtos amostral daj-ésimapopulagdo (j =1, 2) .

Convém salientar que a geragéo das matrizes S“. foi
feita considerando a matriz dos desvios de cada
observagéo, em relagdo amédia X ;. O uso dessamatriz
foi necessario para que ndo houvesse a influéncia de
possiveis médias diferentes entre as 2 populagdes
consideradas no estimador das referidas matrizes de
covariancias. Assim, para evitar que essas matrizes
considerando as p-variaveis de uma determinada
populacdo fosse afetada por esse efeito, optou-se por fazer
toda a inferéncia, considerando as observagdes X, . A
matriz S“.foi estimada por:

S; =(X,) QX4 2

em que amatriz de projegéo é dadapor Q= I-(11')/N.,
sendo 1 um vetor composto de 1.

A imposicéo dahipdtese H : S =S, versus S 1S,
foi feitapor meio da técnicabootstrap (CIRILLO, 2006). A
aplicagdo do algoritmo se deu naamostraaeatoria X, da
gua estimou-se S, Em cada reamostragem, obteve-se uma
nova amostra denominada por X ,, em que foi estimadaa
matriz de somas de quadrados e produtos, porém
denominada por S; em que o indice b representou a b-
ésima (b=1,...,1000) reamostragem . Em cada simulacéo
foram computados os valores |, , e confrontados com os
valores de |, obtidos na amostraoriginal (expressdo 1). O
valor-p foi determinado como propor¢do dos valores de
Il(b), obtidos por meio da distribuicdo empirica originada
pelo método bootstrap que superaram 0s respectivos
valores da estatistica proveniente da amostra original

(expressdo 1). Convém salientar que, nesse procedimento,
evitaram-se todas as restrigdes dos métodos numéricos
de maximizacdo da funcdo de verossimilhanca, o que
computacional mente representou uma grande contribuicao.
Conforme mencionado anteriormente, as amostras foram
avaliadas antes e apds arealizacdo de um exercicio fisico
em quatro semanas, definindo-se, portanto, amostras de
duas populagdes (k = 2). Em cada populacdo foram
mensurados 3 variaveis (p=3), respectivamente definida
como proteinas T (g/dl); albumina (g/dl) e perdxido (nmol/
g de proteina). Preliminarmente & comparagcdo dessas
matrizes, realizou-se o teste de normalidade multivariada
de Royston (1983) das kp = 6 varidveis, umavez que, a
construcdo dos testes se deu considerando as popul acbes
normal mente distribuidas e dependentes, Trata-se de uma
situacdo de dados pareados, portanto caracterizando uma
dependéncia entre os valores amostrais, assim, as duas
situacBes avaliadas representadas pela realizacdo do
exercicio fisico antes e apds quatro semanas, no contexto
desse trabalho, caracterizaram as populagles, nas quais
desegjou-se comparar as matrizes de covariancias.

O valor da estatistica do teste de normalidade,
representada pelo valor deW = 0,925. O valor-p, obtido foi
0,6615, sendo a hip6tese de normalidade multivariada ndo
rejeitada em um nivel de significancia de 5%.

Em relacdo a comparacdo das matrizes de
covariancias, as hipoteses estatisticas a serem
investigadas nesse trabal ho foram definidas por:

=3
#= 2

depois ( 3)

depois

Seguindo uma analise exploratoria dos dados
amostrais, estimou-se a matriz de correlacdo para cada

populagdo por:

R, =

(4)

1 1
0,046 1 'R,=| 0420 1
-0,271 -0,032 1 -0,581 0,148 1

Com base nos resultados exploratérios, referentes
as matrizes de correl agdes estimadas para cada popul agdo
R, eR, pode-se verificar que as variaveis utilizadas nesse
estudo, representadas pelas quantidades de proteinas T
(g/dl); abumina (g/dl) e peréxido (nmol/g de proteina)
observadas antes e apds quatro semanas de exercicios
fisicos apresentaram uma baixa correlacao.

A importancia desse resultado, embora sendo
exploratério, é dada em dois aspectos, e 0 primeiro a ser
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ressaltado é a questdo de que o teste proposto nesse
trabalho ird comparar matrizes de covariancias
populacionais, cujas amostras resultaram em matrizes de
correlacdo livre do efeito da multicolinearidade.

Um outro aspecto sugere que a escolha dessas
varidveis foi feita de forma adequada, pois todas as
varidveis sdo relevantes, no sentido de que nenhuma delas
apresentou uma forte correlagdo. Caso uma forte correlagdo
entre duas varidveis fosse identificada, possivelmente uma
delas poderia ser excluida da andlise.

Sem perder o foco de comparar as matrizes de
covariancias dependentes, procede-se com a execugédo do
teste considerando X como a matriz dos dados. Dessa
forma, tem-se o vetor de médias X calculado por:

[6,53125
3,99375
64,2262

6,7375
3,76875
| 65,5731

()

X
Il

Para cada observacdo, os desvios em relacéo a
média de cada variavel foram estimados, originando-se,
assim amatriz dos desvios X ; dada por:

6,0-6,53125 3,7-3,99375 ---
6,0-6,53125 3,5-3,99375 ---

72,3-65,5731
77,0-65,5731

4=

. : : : (6)
6,6-6,53125 4,1-3,99375 .- 65,57-65,5731

Com base namatriz X 4 calculou-se entdo a matriz
de somas de quadrados e produtos determinada por S.

2,394 0143 -26351 1611 0,605 -26,039
0143 4,009 -4015 0053 1436 0,844
26,351 -4,015 3952,380 24,445 2,348 582,980

7| 1611 0053 -27,445 2,317 0,698 -33,568 ()
0,605 1436 -2,348 0,698 1194 6,149
26,039 0,844 582,980 -33568 6,149 1442669

As matrizes indicadas pelos blocos diagonais de
S (3 x 3) representaram as estimativas das matrizes de
somas de quadrados e produtos de cada populagdo dados
por:

2,394 0143 -26,351
Swe=| 0143 4,009 -4,015
-26,351 -4,015 3952,389

)
2,317 0,698 -33,568
Soems=| 0,698 1194 6,149
-33,568 6,149 1442,669

Calculando as estatistica do teste baseado na razéo
dos determinantes (9).

A = Det (SAnts) _ 35069, 412 B

= = =22,382 ©
Det(Speps)  1566,8342

Se for realizada uma avaliagdo preliminar do
resultado obtido por meio da estatistical,, pode-se supor
que as matrizes de covariancias populacionais sejam
heterogéneas, pois se o valor del, estivesse proximo de 1
ter se ia um forte indicativo que essas matrizes seriam
homogéneas. Com o objetivo de realmente comprovar essa
hipétese, dado um nivel de significancia fixado em 5%,
procedeu-se com a obtengéo do valor-p.

O agoritmo utilizado paraimpor a hipdtese H foi
aplicado amatriz X , . Para cada reamostragem, calculou-
se novamente a matriz de somas de quadrados e produtos
S,,comb=1, ..., B =1000. Conseqientemente, obteve-
se 1000 valores para 0s critérios baseado na razdo dos
determinantes ll(b)' A determinacédo do valor-p para a
tomada de decisfo em relaco arejei ¢do ou ndo da hipotese
H,foi realizada computacionalmente. Paraisso, inicialmente
definiu-se umavariavel indicadora Z (10) por:

1sedy >A
ZA =
' {0 c.c. (10
paab=1,2, ..., B.
Assim, obteve-se 0 valor-p dado por:
B
2.7
valor-p=-1% (11)

B

Para o caso especifico desse exemplo, obteve-se 0
valor-p de 0,014. Assim, considerando o nivel de
significancia fixado em 5%, concluiu-se que o teste de razéo
de variéncias generalizadas baseada na razdo dos
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determinantes foi significativo (p<0,014). Concluiu-se que
ha evidéncias estatisticas (p<0,05) de que a covariéncia
do efeito do exercicio de forga sobre o estresse oxidativo
no plasma de mulheres, na terceira idade obtidos apds
guatro semanas de exercicios seja diferente da covariancia
da populacdo inicialmente avaliada, ou seja antes do prazo
de quatro semanas. Um outro importante resultado € que,
caso sgjafeito testes como por exemplo T2 de Hotteling
(JOHNSON & WICHERN, 1998) para comparar
performances do vetor de médias das populacdes
classificadas em antes e depois deve-se considerar a
heterogeneidade das matrizes de covariancias ou testes
aternativos, como os testes bootstrap.
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