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RESUMO

Neste artigo analisamos o apregamento de contratos que tenham seus resultados atrelados a mais de um
ativo subjacente, em especial opgoes bidimensionais. Para isto usamos a férmula desenvolvida por Mar-
grabe (1978) e o modelo de drvores de Rubinstein (1991a). Em segmda apresentamos exemplos praucos de
opgdes bidimensionais e apregamos estas opgdes. Além disto, sugerimos a incorporagio de outros instru-
mentos, negociados no exterior, ao mercado de derivativos brasﬂelro.

Palavras-chave: aprecamento de derivativos, op¢des bidimensionais, op¢des de Margrabe.

ABSTRACT

In this article we analyze the pricing of contracts that have their payoffs linked to more than one underly-
ing asset, in special, bidimensional options. To achieve this purpose we use the formula developed by Mar-
grabe (1978) and the tree model of Rubinstein (1991a). Next, we present practical examples of
bidimensional options and price these options. Moreover we suggest the incorporation of two other instru-
ments, negotiated abroad, to the Brazilian derivative markets
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1 INTRODUGCAO

Em seus trabalhos pioneiros, Black e Scholes (1973) e Merton (1973) encontraram uma f6r-
mula fechada para o prego livre de arbitragem de uma opgio vanilla européia num ativo subjacen-
te. Porém, como é bem sabido, as hipéteses simplificadoras usadas sdo irrealistas, pois assumem
que o mercado é perfeito, no sentido de que nio existem fricgdes. Além disto, elas nio capturam
corretamente o comportamento dos retornos dos ativos financeiros. Desde entdo, vérias extensoes
deste modelo tém sido desenvolvidas.

Uma extensio natural é considerar mais de um ativo subjacente. Esta extensdo é muito im-
portante, pois, como se sabe, os problemas multidimensionais s3o muito interessantes do ponto de
vista académico devido a sua complexidade matemética, bem como por suas aplicagdes praticas,
porquanto muitas sao as varidveis de mercado que afetam os contratos financeiros, tais como infla-
¢do, taxa de cAmbio, taxa de juros etc.

No Brasil existem vérios contratos com paridmetros atrelados a varia¢io cambial, porque o
Brasil é um dos paises que estdo expostos a muita especulagido cambial, dai a necessidade de se ter
papéis bidimensionais com o propésito de hedging estd justificada. Disto decorre a pergunta: como
apregar estes contratos?

Margrabe (1978) foi o primeiro a responder tal pergunta, obtendo uma solugao analitica para
o prego de uma opgio européia de troca de um ativo por outro. Ele utilizou distribui¢bes de proba-
bilidade normais univariadas. Ademais, para o caso de op¢des americanas, ele demonstrou que tais
opc¢oes valem mais “vivas” do que “mortas”, ou seja, ndo existe um prémio pelo exercicio antecipa-
do no caso em que os ativos subjacentes nio pagam dividendos. Logo, a férmula encontrada para
opcoes européias seria também vdlida para opcdes americanas. Generalizacoes deste trabalho estao
presentes em Stulz (1982) e Johnson (1987), enquanto que os trabalhos de Boyle (1988), Boyle,
Evnine e Gibbs (1989) ¢ Kamrad e Ritchken (1991) utilizaram a abordagem /astice para tratar o
mesmo problema e seus similares.

Em seguida surgiu uma cole¢io de trabalhos de Rubinstein (1991-1994), dedicada ao estudo e
avaliagdo destes tipos de instrumentos, e é em um destes textos que Rubinstein desenvolve um mo-
delo binomial para a razdo dos precos dos dois ativos subjacentes. Sua abordagem pode ser consi-
derada um espelho do modelo de Cox, Ross e Rubinstein (1979).

Até este ponto, os modelos desenvolvidos se baseavam na hipétese de mercados completos, o
que se traduzia em uma dnica medida martingal equivalente. Porém, como o nimero de dimen-
sdes € diretamente proporcional 2 incerteza contida no problema, os mercados ndo poderiam ser
considerados completos, o que implica a existéncia de diferentes medidas martingais equivalentes.
Para solucionar este problema, Gerber e Shiu (1994) se valem da transformada de Esscher. Em seu
artigo, os autores, além de relaxarem a hipétese de mercados completos, consideram distribuigGes
de probabilidade diferentes da normal, ou a binomial, para os retornos dos ativos, como, por exem-
plo, os processos de Poisson, Gamma e Gaussiano inverso. J4 para o caso americano, Gerber e Shiu
(1996) estendem os resultados de Margrabe utilizando o Teorema da Amostragem Opcional.

Mais recentemente, Fajardo e Mordecki (2003) aprecam derivativos cujos ativos subjacentes
tenham seus pre¢os modelados por processos de Lévy Geométricos, ou seja, eles generalizam o tra-
balho de Gerber e Shiu (1996) para o caso americano perpétuo. Cabe ressaltar que o caso america-
no finito ainda é um problema em aberto.

O objetivo deste trabalho é apresentar as metodologias usadas por Margrabe (1978) e Rubins-
tein (1991a) para o aprecamento de derivativos bidimensionais, aplicando-as a dados reais de pro-
dutos negociados no exterior e, especialmente, no Brasil, comparando as vantagens e desvantagens
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destas metodologias no apregamento de tais instrumentos, ¢ sugerir a adaptac¢io destas metodologi-
as a dois produtos de correlagio de segunda ordem negociados na Bolsa de Valores de Sao Paulo,
bem como a incorporagio de produtos negociados no exterior ao leque de produtos derivativos ofe-
recidos tanto pela Bolsa de Valores de Sdo Paulo como pela Bolsa de Mercadorias & Futuros.

O artigo estd dividido da seguinte forma: na se¢do 2 faremos uma taxonomia das opg¢des bidi-
mensionais, na qual sdo apresentados exemplos de contratos negociados no exterior e no Brasil,
tanto em mercados organizados de bolsa ou de balcdo como mercados de balcio ndo-organizados.
Na segdo 3 serd feita uma revisdo das metodologias de aprecamento destes instrumentos. A segio 4
¢ dedicada a apresentagio dos resultados obtidos usando dados reais. Por Gltimo sdo apresentadas
as conclusdes e um apéndice com as rotinas em Matlab® utilizadas na obtencdo dos resultados.

2 A TAXONOMIA E A UTILIZACAO PRATICA DOS DERIVATIVOS BIDIMENSIONAIS

Nesta se¢do mostraremos uma classificacio dos diferentes tipos de contratos derivativos bidi-
mensionais existentes, listaremos aplicagdes préticas destas estruturas teéricas, isto é, arranjos fi-
nanceiros que possuam seu pay-off dependente de dois ativos subjacentes e que sejam negociados
tanto em pregdo como em mercados de balcio, organizados ou nio.

2.1 Opcoes de troca’

2.1.1 Opyao para trocar um ativo por ontro

W(Si» S5, T) = (Szr_51r)+

Uma aplicagio direta deste tipo de derivativo seria utilizd-lo para monetizar as apostas de mo-
vimentos relativos de pregos que sio feitas no Brasil entre a¢des preferenciais nominativas e ordiné-
rias nominativas. Estas op¢des sdo essencialmente, como veremos a seguir, opcoes de spread com
offset igual a zero.

2.1.2 Opyao do melhor de dois ativos
w(S, S, T) = max(S;r, S,7)

2.1.3 Opgao do pior de dois ativos
w(S, S, T) = min(S;, S,p)

Estes dois tdltimos tipos de opcdes servem a investidores que ndo possuem opinido definida
sobre o movimento relativo de pregos, e como podemos observar abaixo elas possuem suas fungdes
de pagamento atreladas ao pay-off de uma opgao de troca. Se ndo vejamos:

max(S;r, Srp) =S+ (Sor— SIT)+ ou Syr+ (8S;7— Szr)+

min(S;r, Syp) = 87— (S;7=Sy)” ou Syr— (Syr—S;p)"

1 Sio sindnimos as seguintes expressoes: margrabe option, exchange option ¢ difference option.
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Pode-se perceber que a diferenga entre as duas opg¢des estd na titularidade de uma opgio de
troca, e para cada uma existe um tipo de nota, negociada nos EUA, que serve para hedge ou alavan-
cagem de posi¢oes em diferentes mercados. Nestes instrumentos o investidor obtém, como retorno
um porcentual do maximo, ou do minimo, entre dois ativos diferentes. Especificamente, estas no-
tas sdo definidas conforme abaixo:

BoT(w V,, V,) = omax (V,, V,)

DIB(y, V), V,) = wmin (V,, V,)

Embutida na DIB note estd a venda de uma op¢io de troca. O prémio da opgio ¢ utilizado
para aumentar a alavancagem da nota, enquanto que embutida na BoT note estd a compra de uma
opc¢io de troca. O prémio da opgdo, neste caso, € utilizado para diminuir a alavancagem da nota.

2.1.4 Opgao composta
2.1.4.1 Razao call e put
(S, S» TK) = (Syp/Sir—K)"
p(S;, S, TK)= (K_Szz’/SlT)+
2.1.4.2 Produto call e put
(S, 8, TK)= (SHSZT*K)+

p(S;, S5 TK)= (K*SUSzT)Jr

2.2 Opgoes com risco cambial ou FX-linked options

As fx-linked options ou currency-translated options, como também sio conhecidas, servem como
instrumentos de prote¢io, em diferentes niveis, contra movimentos adversos em taxas de cAmbio
assim como preco de ativos. Esta classe de opg¢des envolve invariavelmente um componente de taxa
de cAmbio cuja fun¢io € agir como numerdrio, isto é, um fator de conversio usado para mudar as
unidades monetdrias de uma moeda para outra. As fx-linked options sio divididas em:

* Cross-currency options,
* Quantity-adjusted options (Quanto);
* Composite options (Compo);

2.2.1 Cross currency

Exemplos de cross-currency options sdo as opgdes sobre titulos nos quais o prémio, o prego de
exercicio e o pay-off sio denominados numa moeda diferente da moeda na qual os cupons dos titu-
los e o principal sdo pagos. Logo, o pay-off de uma cross-currency é dependente de dois fatores de
risco: dos pregos dos titulos e das taxas de cAmbio. O primeiro uso deste tipo de derivativo foi feito
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por companhias de seguros, no Japao, que possufam US Treasury Notes ¢ Bonds em carteiras basea-
das em ienes. Estes investidores queriam tanto comprar op¢des de venda para proteger o valor de
suas carteiras como vender op¢des de compra em programas buy-write.

2.2.2 Quanto

Aplicacdes de quanto options encontram-se na aquisicio de um ativo numa moeda diferente
da moeda doméstica do comprador. Claramente, podemos inferir duas variantes para este tipo de
derivativo, uma com taxa de cAmbio fixa e outra com taxa de cAmbio flutuante.

2.2.2.1 Quanto com taxa de cambio fixa

Aqui, o comprador de uma op¢ao numa agio estrangeira quer que a opgio seja exercida na moeda
estrangeira, mas prefere que o pay-off final seja convertido para sua moeda doméstica a uma taxa de
cAmbio preestabelecida. Assim, o investidor se protege de movimentos adversos na taxa de cAmbio, mas
simultaneamente deixa de ser favorecido por movimentos de apreciagio da moeda doméstica em rela-
¢do 2 moeda estrangeira.” Entdo, o pay-off de uma quanto com taxa de cAmbio fixa, isto ¢, previa-
mente estabelecida sobre a acio denominada em moeda estrangeira ¢ exercida na mesma moeda,
com o pagamento sendo feito na moeda doméstica, é:

C(SEOJ Sp, Kp) = SEO (SF_KF)+

P(SEO» Sp, Kp) = SEO (KF_SF)+

O valor desta op¢do depende, obviamente, da correlacdo entre o preco da agdo estrangeira e da
taxa de cAmbio. Como as taxas de cAmbio sdo, na pritica, flutuantes, o aprecamento de quanto pré-
fixada requer um ajuste ao prego a termo da agio estrangeira por um fator proporcional ao diferen-
cial de taxa de juros acumulado ao longo da vida da op¢io. Adicionalmente, como a taxa de cimbio
e a agdo sdo correlacionadas, um fator extra precisa ser introduzido no prego a termo.

2.2.2.2 Quanto com taxa de cambio flutuante

Aqui, a taxa de cAmbio de conversio nio ¢ fixa e sim a taxa prevalecente no dia de exercicio.
Esta quanto flexivel, obviamente, nio oferece prote¢io contra o risco cambial. No pay-off, final, o
resultado é convertido por S;’. O aprecamento utiliza o modelo de Black e Scholes com Sy, e Kj; e
multiplicada por S5, ou seja:

C(SETr Sk, Kp) = SET (SF_KF)+
P(SET’ Sk, Kp) = SET (KF*SF)Jr

2.2.3 Compo

Sido instrumentos, em contraste com as quanto options, sobre agdes estrangeiras (denominados
ou em moeda local ou em moeda estrangeira) exercidos tanto em moeda local como em moeda es-
trangeira. Existem duas variantes:

2 Para este fim existem os chamados BEACH (Best Equity-Adjusted Currency Hedge) options.
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2.2.3.1 Opgoes em acOes estrangeiras exercidas em moeda doméstica
(S, Sp, K) = (Sg'Sp—K)*

P(SET, Sp, K) = (K~ SET*S'F)Jr

Como o ativo subjacente neste instrumento é o produto S5’ Sy, a opgio dependera da correla-
¢do entre a taxa de cAmbio e a agdo estrangeira. Portanto, esta estrutura prové prote¢io contra o ris-
co na taxa de cimbio, j4 que o efeito de correlagio é explicitamente levado em consideragio
durante a avaliacdo da opcio. Tratando-se o produto S;’S; como um ativo, ela é simplesmente a
opcdo de Margrabe para trocar um montante de moeda local K com agdes do ativo estrangeiro de-
nominadas na moeda doméstica S’ Sy

2.2.3.2 Equity-linked foreign-exchange option
c(Sg', Sp. K) = Sp(Sg' ~K)”

P(SET, Sp, K) = Sp(K - SET)+

Esta opgdo é, na verdade, uma opgio de taxa de cAmbio que coloca um piso na exposi¢io
cambial do investidor. O investidor estd exposto 2 alta e queda da acdo estrangeira. Entdo, o inves-
tidor estd exposto ao downside risk da agdo, embora completamente protegido contra o downside risk
da taxa de cAmbio devido ao piso. Em outras palavras, ¢ um investimento que combina uma opgao
de cAmbio com um termo de acdo. O titular tem o direito de comprar ou vender uma agdo estran-
geira com moeda doméstica, que pode ser convertida da moeda estrangeira usando um preco de
taxa de cAmbio de exercicio, expresso em unidades de moeda doméstica por unidades de moeda es-
trangeira.

Observagio

No Brasil, existe uma variante que combina uma opg¢io sobre uma a¢io com a taxa de cAmbio.
Nessa modalidade, o preco de exercicio € expresso em pontos, sendo que cada ponto equivale a um
centésimo da taxa de cAmbio real por délar norte-americano, divulgada pelo Banco Central do Bra-
sil. Todas as negociagbes nesse segmento, tanto com relagdo aos prémios pagos e recebidos quanto
aos montantes de exercicios, sio efetuadas em reais. Outra particularidade desse tipo de opgido € a
existéncia de séries protegidas e ndo protegidas. As séries protegidas, assim como acontece com as
opg¢oes vanilla, tém seus pregos de exercicio ajustados sempre que a empresa emissora das agdes-
objeto distribui algum provento. J4 as séries ndo protegidas somente sdo ajustadas no caso de pro-
ventos envolvendo a¢des do mesmo tipo (bonificacoes, desdobramentos e grupamentos).

Além desta, existe uma modalidade denominada Opgées em IGP-M, que possui a particulari-
dade de ter seu prego de exercicio corrigido diariamente, a partir do dia de abertura da série, inclu-
sive, até o dia de exercicio, exclusive. A correcio € feita pela multiplicagdo do valor em moeda local
do dia por um fator de corre¢io que corresponde a taxa de variagio do IGP-M do més anterior
"pré-rateada” pelos dias tteis do més corrente.®* O aprecamento destes dois tipos de derivativos é
feito utilizando-se o modelo de original de Black-Scholes com uma adaptagdo diferente para cada
caso. Como a questio bdsica do apregamento de opgdes de troca é como avaliar opgdes para as

3 As especificaces contratuais deste tipo de opgao podem ser encontradas em www.bovespa.com.br.
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quais o prego de exercicio € incerto, e sendo este o caso para as opgdes com pregos de exercicio cor-
rigido pela variagio cambial bem como por algum indice de pregos, um dos objetivos do texto serd,
exatamente, sugerir uma nova metodologia de aprecamento de tais instrumentos.

2.3 Opcoes arco-iris
2.3.1 Opgao multi-index
max(S;y, Sor, X) = X + (max(Syr, Syp)~X)"

min(S;r, Syr, X) = X — (X - min(S,, Sy7)"
2.3.2 Opydes sobre o mdximo ou minino
(max(S;r, S;p) —K)"©  ou  max(S;y, Syr, K) —K
(K - max(S;r, S,7))"  ou  (max(S;r, Syp) —K)" —max(S;y, Syp) + K
(min(Sp, S;p) =K)* ou  (S;p—K)" + (Syr—K)" — (max(S;y, Sry) —K)"

(K - min(S;z, Syp)” ou  (min(S;y, Srp) —K)" —min(S;y, Syp) + K

Foi Stulz (1982) quem derivou as solugdes analiticas para o problema das opgdes de méximo e
de minimo sobre dois ativos de risco. Posteriormente, suas solugdes foram generalizadas para o
caso de 7 ativos de risco. A aplicacio direta deste tipo de opcio consiste no hedge de carteiras com
ativos com correlagdes negativas, sendo a Bond-Over-Stock (BOS) Warrant do Bankers Trust Interna-
tional um exemplo prético deste derivativo.

Cabe ainda mencionar que, em conjunto, as opgdes de maximo e de minimo sao referidas
como min-max options, enquanto que as opc¢oes de melhor ou pior entre 7 ativos, cujas respectivas
tradugdes para a lingua inglesa sdo best-of e worst-of, sdo referidas coletivamente como alternative
options.

2.3.3 Opgao de spread
(S, S5 TK) = ((Sor =S - K)*

p(S;, S, T K)= (K- (Sﬂ*SIT))+

Pode-se perceber que se K for igual a zero, estas opgdes se tornam opgoes de troca. Exemplos
de aplicacoes praticas deste tipo de opgao sdo encontrados na familia de opg¢oes de spread desenvol-
vidas pela Goldman Sachs para investidores em mercados de renda fixa. Abaixo discorremos breve-
mente sobre cada uma destas estruturas:

4 Ver Johnson (1987).
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Slope-of-the-Yield-Curve Options (SYCURVE):® servem para a negociacio do formato da estru-
tura a termo de taxas de juros na medida em que oferecem a oportunidade para comprar ou
vender a yzeld curve. Comprar a yield curve significa comprar o vencimento curto e vender o ven-
cimento longo com duragio casada. Vender a yield curve é a estratégia reversa, ou seja, vender o
vencimento curto e comprar o vencimento longo com duragio casada. Exemplos sio as opgoes
do spread entre os US Treasuries de dois anos contra os US Treasuries de dez e de trinta anos,
podendo ser do tipo europeu ou americano e sendo o prego de exercicio cotado como um spread
de yield,® em pontos-base.

Mortgage Over Treasury Options (MOTTO): sio desenhadas para investidores que querem
negociar o risco de mudangas no spread entre hipotecas e os titulos do governo americano. O
comprador de uma call motto se beneficia quando os Morigage Backed Securities possuem um
desempenho melhor que os Treasuries e o comprador de uma put motto quando acontece o con-
trdrio. Devido a inexisténcia, no mercado de ativos hipotecirios, de uma correspondéncia
biunivoca de prego e yield, por serem os futuros fluxos de caixa de um ativo hipotecirio desco-
nhecido,” a liquidacio ¢ sempre fisica, ou scja, no caso de uma call motto, seu detentor compra
determinada quantidade de MBS e vende uma quantidade predeterminada de Treasuries a um
prego de exercicio também predeterminado; jd no caso de uma puz motto, o detentor vende deter-
minada quantidade de MBS e compra uma quantidade predeterminada de Treasuries a um
prego de exercicio também predeterminado.

International Spread Options (ISO): sio iguais as sycurve, mas os ativos subjacentes s3o denomi-
nados em moedas diferentes. A moeda na qual o comprador da opcio é pago quando a opg¢io
expira dentro do dinheiro é previamente especificada e esta é a moeda na qual a opgdo é deno-
minada. Também tal como as sycurve, os pay-offs sio cotados em pontos-base.

Spread-Lock Options: sio op¢des sobre swaps de taxas de juros. O detentor da call tem o direito de
comprar um swap de taxas de juros (receber um montante fixo e pagar um montante flutuante) a
um spread predeterminado, enquanto que detentor da put tem o direito de vender um swap de
taxas de juros (pagar um montante fixo e receber um montante flutuante) a um spread predeter-
minado. Diferenciam-se de swaptions, caps ¢ floors j4 que estes sio opgdes sobre niveis de taxas de
juros e nio sobre spreads de taxas de juros.

Observacao

No Brasil, a aplicagdo das spread-lock options é direta, em especial no caso dos swaps negocia-

dos na Bolsa de Mercadorias & Futuros, na qual sdo admitidos a negociagio dezenove tipos de vari-
dveis, conforme abaixo:

PRE: Taxa pré-fixada.
DII: Taxa Média de Depésitos Interfinanceiros de Um Dia (DI), divulgada pela CETIP.

DOL: Taxa de cAmbio de R$ por US$ dos EUA, no segmento de taxas livremente pactuadas,
divulgada pelo BCB.

TR: Taxa Referencial, divulgada pelo BCB.
IGP: Indice de pregos.

“Sycurve Options: Puts and Calls on the Slope of the Yield Curve” (Goldman, Sachs & Co., Novembro 1989).

Como os pay-offs sao determinados por spreads de yields e ndo pelos niveis de yields as durations ¢ convexidades dos dois ativos sdo,
aproximadamente, zero. Isto porque um deslocamento paralelo na estrutura a termo de taxas de juros, isto ¢, a yield curve espe-
rada para a data de exercicio da opgdo nido afetard os valores das opcdes, mas um deslocamento paralelo na yield curve corrente
nio necessariamente implica um deslocamento paralelo na yield curve a termo e, portanto, nio se pode garantir que mudangas na
yield curve corrente nao implicam mudangas na exposi¢io aos niveis de yield nas opgoes.

Isto se deve ao fato de nio se conhecer as taxas de pré-pagamento das hipotecas individuais que lastreiam o ativo.
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* OZ1: Preco do ouro, negociado no mercado disponivel da BM&F.

* SEL: Taxa Média Ajustada dos Financiamentos Didrios Apurados no SELIC para os Titulos
Publicos Federais.

* TBF: Taxa Basica Financeira, divulgada pelo BCB.
* ANB: Taxa média de depésitos a prazo, divulgada pela ANBID.
e IND: Indice de acoes da BOVESPA (IBOVESPA).

* TJL: Taxa de Juro de Longo Prazo (TJLP), divulgada pelo CMN.

* SBI: Carteira de acdes (Stock Basket 1), constituida de a¢des negociadas na BOVESPA, dentre as
autorizadas pela BM&F.

* SB2: Carteira de acdes (Stock Basket 2), constituida de a¢bes negociadas na BOVESPA, dentre as
autorizadas pela BM&F.

* REU: Taxa de cAmbio de reais por euro.
e IGM: Indice Geral de Precos-Mercado (IGP-M), calculado pelo IBRE da FGV.
* IGD: Indice Geral de Precos-Disponibilidade Interna (IGP-M), calculado pelo IBRE da FGV.
e IPC: Indice de Pregos ao Consumidor (IPC), calculado pela FIPE da USP.
e INP: Indice Nacional de Precos ao Consumidor (INPC), calculado pelo IBGE.
 IAP: Indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo (IPCA), calculado pelo IBGE.

Tabela 1
1.PRE[2.D11[3.00L[4.TR]5.1GP[6.071] 7.SEL [8.TBF| 9.ANB|10.IND[ 11.TJL| 12.5B1] 12.5B2 14.REU | 15.1GM [ 16.1GD[ 17.IPC| 18.INP| 19.1AP | 20.0PY

TPRE | - - - - - - - - - - B - B B - - - - - B
2D1__| sbP | - - - - - - -
3.DOL SCP | SDC - - - - - - -
4. TR STP | SDT | SCT - - - - - - - -
5.1GP SGP | SDG| SGC |STG - - - - - - - -
6.0Z1 SOP | SDO| SCO |STO| SGO - - - - - - -
7.SEL SSP | SDS| SSC |SST| SSG | SSO - - - - - - -
8.TBF SBP | SDB| SBC |STB| SBG [ SBO | SBS - - - - - - -
9.ANB SAP | SDA| SCA |STA| SAG [ SAO | SAS | SBA - - - - - - -
10.IND SNP | SDN| SCN |STN| SNG | SNO | SNS | SBN | SNA - - - - -
11.TJL SJP | SDJ| SCJ | STJ| SJG | SJO | SJS | SBJ SJA SNJ - - - - -
12.SB1 SPB | SBD | SCB |SBT| SGB| SOB | SSB | SBB | SAB SNB SJB - SBK - -
13.SB2 - - - - - - - - - - - SBK - - -
14.REU | SEP [ SDE| SCE |STE - SOE | SSE | SBE | SAE SNE SJE SEB - - -
15.IGM | SMP | SDM | SCM |STM - SOM | SSM [ SBM | SAM | SNM | SJM SMB - SME - -
16.1GD SIP SDI | SCI | STI - SI0 SSI SBI SAl SNI SJI SIB - SEI SMI - -
17.IPC SPF | SFD| SFC | SFT - SFO | SFS SFF SFA SFN SJF SDD - SEF SMF SIF - -
18.INP SXP | SDX| SCX [STX - SOX | SSX | SBX | SAX SNX SJX SXB - SXE SMX SIX SFX - -
19.1AP SLP | SDL | SCL | STL - SOL | SSL | SBL SAL SNL SJL SLB - SLE SML SIL SFL SXL - -
20.JPY SYP | SDY | SCY |STY - SOY | SSY | SBY | SAY SNY SJY SYB - SYE SMY SIY SFY SXY SLY -

Pode-se observar que dentre as 19 varidveis admitidas sete sdo taxas de juros, seis sdo indices
de inflacdo, duas sdo taxas de cAmbio, trés sdo varidveis ligadas ao mercado de renda varidvel e uma
é o prego de uma commodity, o ouro. Da Tabela 1 podemos ver um potencial de possiveis combina-
¢Oes destas varidveis: sdo 165 tipos diferentes de spread-lock options considerando-se somente estes

ativos.

A seguir apresentaremos as metodologias para o apregamento de virios destes contratos.
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3 MODELOS DE APRECAMENTO

Dentre os derivativos apresentados, determinados tipos possuem férmulas analiticas fechadas
de apregamento enquanto outros nio, isto €, seu aprecamento depende do emprego de métodos
numéricos. Aqui, apresentamos a solugdo analitica de Margrabe para o problema das op¢des de tro-
ca bem como a solu¢io numérica de Rubinstein para o mesmo problema, com a vantagem de po-
der ser aplicado, no Brasil, ao caso das op¢des vanilla com pregos de exercicio corrigidos por
variagio cambial.

3.1 Modelo de Margrabe

Formalmente, o problema da opgio de troca é o seguinte:

w=(S,-5)" (M

Pode-se observar que uma opgio de troca do ativo 2 pelo ativo 1, conforme (1), pode ser enca-
rada tanto como uma cal/ sobre o ativo 1 com prego de exercicio flutuante, sendo o valor do ativo 2,
quanto como uma puz sobre o ativo 2 com preco de exercicio flutuante, sendo o valor do ativo 1.
Também de (1) vemos que uma opgio de troca nada mais é do que uma generalizagdo do proble-
ma de uma opgao vanilla, resolvido por Black e Scholes (1973) e Merton (1973), na qual o prego de
exercicio deterministico desta Gltima € substituido por um processo estocdstico e, portanto, as hipé-
teses usadas sdo as mesmas:

* A taxa de juros de curto prazo é conhecida e constante através do tempo;

* Nio existem dividendos, juros sobre capital proprio® ou bonificacdes; logo, todos os retornos
advém de ganhos de capital;

* O ativo ¢ contingente, isto é, ¢ uma opg¢io européia, a qual somente pode ser exercida em sua
data de vencimento;

* Os mercados sdo perfeitos, isto é, nio existem fric¢des, como custos de transacio e tributagio,
tanto para os ativos subjacentes como para o derivativo;

* Além de perfeitos, os mercados sio eficientes, isto é, os pregos dos ativos subjacentes refletem
plenamente a informagio disponivel;

* Os ativos subjacentes sdo perfeitamente divisiveis;

* E permitida a venda a descoberto.

O Processo de Preco e a Condicao Terminal

Sejam dois ativos (i=1,2) e sejam §; e S, os pregos dos ativos 1 e 2, respectivamente. Como os
processos de pregos dos ativos subjacentes sdo erriticos, para modelar sua dinimica assume-se que
o h . PN
as taxas de retorno em cada ativo sdo dadas por um Movimento Browniano Geométrico:

dSi = di+o.dz,
. (2)

8 Podem ser tratados como dividendos com a vantagem fiscal de serem contabilizados como despesa no balango patrimonial.
9 Denotado simplesmente por MBG daqui em diante.
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Como pode ser visto, a taxa de retorno é um processo de Ito, e define-se a correlagio entre os
processos de Wiener dz; e dz, como p;,. O objetivo aqui € encontrar o valor de uma opgao européia
com vencimento no tempo em 7 e cujo pay-off seja:

S, S, 1) =(S;r— SzT)+ (3.1

(S, S5 )= (Syr— SJT)+ (3.2)

A abordagem utilizada por Margrabe é a mesma de Black e Scholes, isto é, o da carteira equiva-
lente, que serd detalhada adiante. Antes, porém, de entrar na derivacio propriamente dita, e j4 de pos-
se da condig¢do terminal da opgio, é necessario estabelecer as condigdes limitrofes de prego, pois para
se chegar a solugdo encontrada por Margrabe € preciso resolver uma equagio diferencial parcial.

Condzgao terminal do prego

No tempo ¢, consideremos duas carteiras, conforme as Tabelas 2 e 3 abaixo:

Tabela 2
Valorem T
Valor Presente S;r<Sy Sir>Syp
12 carteira Opcéo de Troca do ativo 2 pelo ativo 1 ¢(Sy, Sy) 0 +Si1-Syr
2% carteira +$, +Sy +Syr +Syr
-S -Sy -Sor -Sor
Total S48y +S4r-Syr +S41-Syr
Tabela 3
Valorem T
Valor Presente S;1<Sy Sir>Syr
32 carteira Opgao de Troca do ativo 1 pelo ativo 2 Sy, S4) +Sy1—Sir 0
47 carteira -S -S4 Sir ~Si
S, +Sy +Sor +Sor
Total Sy Sir Sy Sir 31— Sir

Como se pode notar, as carteiras com as opgoes sdo dominantes sobre as outras duas carteiras

com as posi¢des nos ativos e, portanto, o valor das op¢oes ndo pode ser menor que o valor das car-

. . 10
teiwras com oS ativos. LOgO,

10 Note que se a opgio de troca fosse americana o exercicio antecipado geraria somente +S,,-S,, ou +8S,,-S}, e, portanto, nio haveria
prémio pelo exercicio antecipado. Logo, a opgio americana deveria valer o mesmo que a européia.
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c(Sy, $2, 1) 2(S1t_S21)+ (4.1)
P(Sy, S5, )2 (Sy,—S1)" (4.2)

O apregamento

Como dissemos, para chegar a uma solugdo analitica Margrabe utilizou um conceito de car-
teira equivalente. Esta metodologia se baseia na idéia de preco racional, isto é, ela identifica qual
seria o prego do derivativo sendo ele um ativo atingivel, isto é, existiria uma carteira/estratégia au-
tofinancidvel'' que replicaria o valor de seu pay-off. Fica claro que Margrabe supunha mercados
completos, isto é, seria possivel obter o prego racional do derivativo considerando a hipétese de
nio-arbitragem combinada com a redundincia do derivativo, que é conseqiiéncia da prépria hipé-
tese de mercados completos.

Seja, entdo, w=w(S,S,). Assim, para se proteger uma posi¢io assumida em uma opgao de
troca assume-se uma posigio em w, unidades do ativo 1 e w, unidades do ativo 2."* A férmula de
apre¢amento de w/(.) deve ser linear em §; e §, Assim, utilizando-se o Teorema de Euler pode-se
expressar o valor da opg¢do como:

w=wS;,—wyS,, =0 (%)
onde w; = w/cS;, (1=1,2).

Logo, para que nio seja possivel arbitragem, tal carteira deve retornar a zero,

dW7W1dS117W2dSzz:O (6)
Aplicando-se a versdo multidimensional do Lema de It6, o valor da op¢io é:

% 0 WZUIZSIZf+ﬂO-1(72p|2SIrS2:+ aszGiS; (7)
oS 0S1 Sx 082

dw =wdS.+ w.dS.+wsdt +

Substituindo (7) em (6), obtém-se a seguinte equagio diferencial parcial,

2

W, 22w W,
g 1008t 0 6102p12S1/S21+6720-252/ =0 (8)

8S 1t 8S1, SZL GS 2t

Sua solugio é:

1
Wzdt +5

w(S;pS5) = SN(d)) — S;N(d>) ©

onde,

11 Sao carteiras/estratégias que nao recebem recursos adicionais ao longo do tempo e reinvestem todos os ganhos obtidos.
12 Como esta ¢ a carteira autofinancidvel, ndo deve requerer qualquer investimento inicial.
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S 1 2 _
6277:/”( %21)4_20 (T ly ddel_o"/ﬁ
oNT—¢

2 2 2
o =0y =20,0,p, +0;>

¢ a volatilidade de /2(S,/S,).

A solugdo da equagio (9) satisfaz (1), (3), (8) e é Gnica.

Opcies americanas

A equacio (9) também fornece o prego para as opgdes americanas se S; e S, sdo precos de
equilibrio dos ativos 1 e 2. Para provar isto, basta considerar, como no estabelecimento dos limites
inferiores de prego, duas carteiras conforme tabela abaixo,

Tabela 4
Valor Presente Valorem T
12 carteira OpgZo de Troca do ativo 2 pelo ativo 1 W(S1,Sz) (Syr=Syr)*
2° carteira +5,-5, Sii— Sy Sit— Syt

Como a carteira 1 é dominante sobre a carteira 2, entdo 1 deve valer pelo menos tanto quanto 2:
W(S1pS2) 281= Sy

Logo, o valor de uma opgdo curopéia excede o que se conseguiria se exercéssemos uma opgao
americana. Entio,

W(S,552,) = W(S)5)

Paridade entre calls e puts

De forma andloga, pode-se obter uma relagdo de paridade entre calls e puts:

Tabela 5
Valorem T
Instrumento Valor Presente Sir<Sy Sir> Sy
12 carteira Opgao de Troca do ativo 2 pelo ativo 1 c(Sy, Sy) 0 +S:7-Syr
Opgéo de Troca do ativo 1 pelo ativo 2 —pi(Sy, Sy) +Syr-Syr 0
Total ¢St S)-p(Sz Sy) +Si7=Sy1 +S7-Syr
2° carteira Posig&o comprada no ativo 1 +Sy +Syr +Si7
Posicéo vendida no ativo 2 =Sy =Sy -S,r
Total *+S4-Sy *S1rSyr S-Sy
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Aqui as carteiras 1 e 2 produzem os mesmos pay-offs; logo, seus valores iniciais devem ser os
mesmos. Conseqlientemente,

c(S1p So)-p(Syy Si) = +85,- Sy (11)

3.2 Modelos lattice para avaliacio de derivativos bidimensionais

Desde que Cox, Ross e Rubinstein (CRR) publicaram, em 1979, seu trabalho sobre o aprega-
mento de op¢des utilizando um método lartice, extensoes e generalizagdes de tal modelo foram de-
senvolvidas, em especial aquelas destinadas a avalia¢do de derivativos multidimensionais. Dentre
estas extensdes estdo os trabalhos de Boyle (1988), Boyle, Evnine e Gibbs (1989), Kamrad e Ri-
tchken (1991) e Rubinstein (1991) e € exatamente de tais artigos que estaremos tratando nesta parte
do texto.

O modelo CRR assumia que o prego do ativo subjacente seguisse um processo binomial mul-
tiplicativo ao longo de sucessivos intervalos de tempo discretos. Além disto, o fato de as probabili-
dades de ocorréncia de movimentos ascendentes e descendentes de pregos ndo constarem das
fé6rmulas de aprecamento implica que mesmo se investidores diferentes possuirem diferentes pro-
babilidades subjetivas sobre tais movimentos, ainda assim poderiam concordar sobre a relagio en-
tre o prémio da op¢io, o prego do ativo-objeto e suas taxas de retorno e a taxa de juros livre de risco.
Assim, o valor do derivativo ndo dependeria das atitudes dos investidores em relagdo ao risco. Em
resumo, o principal resultado do modelo é mostrar que o valor de uma opg¢io pode ser interpretado
como a expectativa de seu valor futuro descontado num mundo neutro ao risco.

Boyle (1988) foi o primeiro a utilizar a abordagem de CRR para a avalia¢io de contratos bidi-
mensionais. A idéia bdsica utilizada foi a mesma, ou seja, se conhecermos as hipéteses sobre a dis-
tribui¢do de probabilidade dos pregos dos ativos subjacentes, e se nos certificamos de que um
apregamento neutro ao risco é apropriado, entdo aproximagoes discretas podem ser utilizadas. A
diferenga consistiu na substitui¢io do processo de duplo salto por um processo trinomial, o que,
para o problema bidimensional, resultou em um processo com cinco resultados possiveis. Como
premissa bésica, Boyle assumia a distribui¢io de probabilidade dos pregos dos dois ativos subjacen-
tes como lognormal bivariada. Assim, com a utilizagdo de uma avaliagdo neutra ao risco, ambos os
ativos deveriam render a taxa de juros livre de risco e, portanto, para especificar a distribui¢io de
probabilidades era necessaria a matriz de varidncias e covaridncias. Logo, como a distribui¢io de
probabilidade discreta deveria possuir os mesmos valores esperados e de variincias e covariincia da
distribui¢do de probabilidade original, entdo seriam necessarios, no minimo, cinco graus de liber-
dade para a constru¢io da distribuigio de probabilidade discreta. Além disso, era necessirio asse-
gurar que as probabilidades dos saltos somassem um, o que seria um outro condicionante.
Portanto, a construgio do processo de cinco saltos mencionada no pardgrafo anterior € justificada, e
o Gnico problema a ser enfrentado era como obter, nos moldes de CRR, as probabilidades (ndo ne-
gativas) e amplitudes dos saltos de precos para os dois ativos subjacentes.

Foi exatamente o problema de obtencdo dos valores ndo negativos para as probabilidades neu-
tras ao risco que o préprio Boyle, em conjunto com Evnine e Gibbs, atacaram um ano depois. Em
seu trabalho, eles constroem uma distribuigio de probabilidade discreta para aproximar a distribui-
¢do de probabilidade lognormal multivariada, e para isto escolhem os tamanhos e probabilidades
dos saltos de tal forma que a funcio caracteristica das duas distribui¢gdes de probabilidade convirja.
Eles propuseram um modelo que, para problemas bidimensionais, utiliza uma laztice de quatro
saltos.
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Kamrad e Ricthken (1991) atendem, da forma mais objetiva e generalizada possivel, 2 deman-
da por métodos de avaliagio de derivativos multidimensionais com a utilizagio de modelos lazzice.
Em seu artigo, os autores utilizam o fato de que prover uma ligagao direta entre o processo de pre-
¢os e a estratégia de arbitragem nio € essencial; na verdade, se os mercados sdo completos e nio
existem oportunidades de arbitragem, entio uma medida de probabilidade martingal equivalente
existe, e esta medida permite a avalia¢io de qualquer ativo contingente por meio do cédlculo de
uma expectativa condicional apropriada.’® Além disso, seu principal resultado é um modelo multi-
nomial, o qual permite, ao contririo do modelo de Boyle, Evnine e Gibbs, saltos horizontais de
pregos.

Simultaneamente, Rubinstein provém uma derivagio binomial para o resultado encontrado
por Margrabe. Como no caso de opgdes vanilla, a abordagem binomial clarifica a intuigdo econé-
mica que estd por detrds da férmula de Margrabe podendo lidar com a possibilidade de exercicio
antecipado das op¢des americanas, e é com este intuito que apresentamos a solugio obtida por Ru-
binstein.

O modelo binomial de 2 periodos de Rubinstein

A principio, pode parecer que uma abordagem binomial ndo funcionaria, j4 que apés o pri-
meiro periodo de tempo existem quatro possiveis resultados:

* §,eS,sobem

* §;eS,descem

* §;sobeeS, desce
* §,descee S, sobe

No limite de tal processo, a medida que & — 0, isto €, & propor¢do que os intervalos de tempo
entre cada perfodo tendem a zero, o que se quer é que a distribui¢do das duas varidveis seja univa-
riada lognormal. Isto sugere o primeiro insight do autor, que é modelar a razdo de pregos entre os
dois ativos como binomial univariada. Assim, é proposto um ajuste que resulta em dois resultados
possiveis em vez de quatro.

Redefinindo a equagio (1) para
w=S,[S/S,—1]" (12)

a arvore binomial para dois periodos seria

UU(SZ/Sj)

S

U(Sz/SJ) \
ud(Sg/Sj)

dd(S/S))
onde,
# = 1 + taxa de crescimento dos pregos relativos dos dois ativos;

d = 1 + taxa de decrescimento dos pregos relativos dos dois ativos.

13 Ver Cox e Ross (1976) e Harisson e Pliska (1981).
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E 6bvio que os caminhos de prego relativo ud e du terminam no mesmo ponto e que u>1e
d<1. Pode-se ver também que,

W = Sy [utt(Sy/S)~1]"
Wya = Suar [ud(SyS)-1]"
Wau = Sguy [du(SyS)~1]"
Waa = Saar [dd(SYS)~1]"

Definindo-se

Ry, = [uu(Sy/S)~1]*
R,q =[ud(Sy/S)~1]"
Ry, =[du(Sy/S)~1]"
Ry =[dd(SyS)~1]"
Entio,
War = Suut Ry
Waa = Sudi Rua
Wau = Saus Rau

Waa = Saar Raa

Cabe observar, antes de prosseguirmos, que estamos assumindo os dois ativos subjacentes
como tendo uma taxa de dividendos constante a cada periodo, pois como o interesse é na avaliagdo
de opg¢des americanas, e como por (12) a troca de numerdrio iguala o problema da opc¢io de troca
ao de uma ca/l americana vanilla, com o ativo subjacente tendo prego igual a §,/S; e preco de exer-
cicio igual a 1, ndo h4 ganho nesta abordagem caso os ativos nao tenham dividendos.

Consideremos, agora, as duas situagdes possiveis durante o perfodo 1:

movimento ascendente de S,/S,

W = Suul{AZMu(SZ/S1)§2 + A151} = Suu] Ruu

uu

Woa = S Aud(Sy/S,) 6, + 4,6} = 8,01 Ry

U

Auu(S,/S)5, + 4,8, =R, (13.1)
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Aud(SyS)S + A,8,= R, (13.2)
movimento descendente de S,/S,
Waw = 858320 + 4184101 = A3 S du(Sy/S 1) 6, + 4,846,
Waa = 8554420 + 41844101 = A3 S0 dd(S/S}) 6, + 4;S4410;
W = Saurl A:du(Sy/S )6y + 4,6} = Sy R,
Waa = Saarl 4,dd(S/S )6y + 4,6)) = Sgq; Raa
Aydu(Sy/S )8 + 4,8, = R, (14.1)
Add(Sy/S )8, + A,8,= Ry (14.2)

Para se encontrar os valores de 4; e 4, basta resolver ou o sistema de equagdes simultineas

(13.1) e (13.2) ou (14.1) e (14.2). Logo,
Ay = (uR, g~ dR,,)/5,(u~ d) (15)

A= Ry = Ryg) [u(u = d) (55/S,) 5] (16)

Considerando o potencial de exercicio antecipado (caso das opgdes americanas) no final do
perfodo 1, e se ndo existem oportunidades de arbitragem sem risco, o valor da op¢do nio pode ser
inferior ao valor da carteira equivalente no inicio do perfodo 2. Se assim fosse, poderia ser obtido
um lucro sem risco e sem investimento liquido comprando-se a opg¢do e vendendo-se a carteira. O
contrdrio nio é, necessariamente, verdadeiro, pois o comprador da op¢io de troca americana que
estaria sendo vendida poderia exercé-la imediatamente. Assim, € possivel concluir, de acordo com o
modelo CRR, que se nio existem oportunidades de arbitragem:

movimento ascendente em S,/S; no periodo 1:
W, = A,S,,0, + A,S,,0,, se isto ¢ maior que S,, — S,,;

w,=S,-S,; caso contrario

u

Logo, W, = max(S,, = S,;, 4,5,,0, + 4,8,,6)) (17)
movimento descendente em S,/S; no periodo 1:
W, = A4,8,,6, + 4,S;,6,, se isto € maior que S, — S,

W,=S8,—S, caso contrario

Logo, W, = max(S,,—S,;, 4,S,0, + A,5,,6,) (18)
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Substituindo, (15) e (16) em (17) e (18):

W, =S8, max{[u(SyS)-1], [pPR,, + (1- )R 4]/5}} (19)

W, =Sy max{[d(SyS))-1], [DRy, + (I- p)R;]/0)} (20)
onde,

p=((6/6) —d)/(u—d) (21)

Para apregar a opgido no inicio do periodo 1, devemos definir, como antes:
R, = max{[u(S,/S)-1], [pR,, + (1= p)R,4]/6}}
Ry =max{[d(SyS)~1], [PRy, + (1= P)Ry4]/5}}

tal que W, =S,R, e W;=S;R,.

Portanto,

W =8, max{[(SyS)-1], [PR, + (I- P)R,]/6)} (22)

Isto mostra como se pode avaliar uma opg¢io americana de troca binomialmente trabalhando-
se com backwardation na drvore com pregos relativos usando somente o preco corrente de um dos
dois ativos no dltimo passo. Em resumo, o apregcamento de uma opc¢do de troca americana por
meio de um modelo binomial segue, a partir de uma troca de numerério, os mesmos moldes do
modelo original de CRR para uma call vanilla com as seguintes adaptacoes:

* o preco relativo dos dois ativos substitui o prego do ativo subjacente no problema unidimen-
sional;

* 0, substitui a taxa de juros;
* 0, substitui a taxa de dividendos do ativo subjacente;
* 1 é o prego de exercicio;

A nica resposta que precisa ser dada ainda é como obter os valores de u e d. Como se pode
intuir, estes parAimetros também sdo obtidos conforme CRR, ou seja:

u = i d=1/u ud=1

A tnica diferenca reside no termo 0;,, que € o desvio padrio de /2(S,/S;), ou seja:

2 2 2
o, =0, —20,0,p, +0,

Cabe ainda destacar mais dois trabalhos de Rubinstein,'* nos quais ele desenvolve um modelo
lattice tri-dimensional que faz uso de pirdimides binomiais, as quais nada mais sio do que “discre-
tizagdes” de dois MBGs correlacionados, sendo sua principal vantagem a flexibilidade no trato de
opcoes sobre dois ativos correlacionados.

14 Ver Rubinstein (1994 ¢ 1995).
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4 EXEMPLOS PRATICOS

Nesta se¢do usaremos os modelos anteriormente apresentados para aprecar opgdes do mercado.
Para tal, no caso europeu, trabalharemos com o caso simples de uma opgio de troca onde utilizaremos
a férmula fechada de Margrabe. Em se tratando de op¢des americanas, atacaremos o outro problema-
chave, que € o de avalia¢do de opg¢ao sobre acio com preco de exercicio corrigido por variagdo cambial.
Para tal, utilizaremos o modelo binomial de Rubinstein.

4.1 Caso europeu

Além da possivel criagio das spread-lock options para os swaps negociados na BM&F, em espe-
cial os swaps DI-Pré e DI x US$ comercial, é possivel vislumbrar uma aplicacio para o caso de ope-
ragdes de troca entre ag¢des ordindrias e preferenciais com ag¢des de emissio de uma mesma
empresa, entre acoes de empresas do mesmo setor e entre agdes de empresas controladas e suas res-
pectivas holdings.

Estes trés tipos de operagdes se traduzem, aqui no Brasil, em uma compra e uma venda si-
multinea de agdes com as caracteristicas acima, com o intuito de se aproveitar do movimento rela-
tivo de pregos entre os dois ativos. Assim, a sugestio aqui colocada, de se criar um derivativo que
fosse uma op¢io de troca, traria as seguintes vantagens para a operacionalizacdo destas estratégias:

® Cria-se um instrumento de /edge ¢ alavancagem,;

* Sendo seu pay-off pago/recebido por diferenga, os custos transacionais seriam minorados, pois
ndo haveria necessidade de troca fisica de acoes, isto é, de compra e vendas de acdes, as quais
possuem, necessariamente, um valor financeiro maior que o da opgao;

* A necessidade de se possuir o ativo a ser vendido ou a obrigac¢io de toma-lo emprestado deixa de
existir, o que, além de ajudar a diminuir custos, facilita a operacionalizacio;

Abaixo apresentamos uma tabela com os valores das volatilidades e das correlacoes entre titu-
los negociados na BOVESPA e que sdo passiveis se serem objeto de uma opgio de troca de acio
ON por PN e vice-versa.

Tabela 6
Volatilidade
Empresa ON PN Correlagao
Brasil Telecom Participagbes 39,00% 35,00% 72,00%
Copel 40,00% 48,00% 77,00%
Eletrobras 52,00% 49,00% 90,00%
Embraer 41,00% 45,00% 83,00%
Embratel 75,00% 70,00% 83,00%
Petrobras 28,00% 26,00% 85,00%
Tele Norte Leste Participagdes 38,00% 34,00% 78,00%
Vale do Rio Doce 30,00% 29,00% 93,00%

Fonte: Software Economitica Versdo Agosto-2003.

Periodo de Célculo: dltimos 252 dias dteis com pregdo em 15 de Novembro de 2003.
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Além disto, relacionamos os spreads intra-setoriais e entre empresas do mesmo grupo, também
negociados na BOVESPA, conforme abaixo:

Tabela 7
Spread Intra-setorial Spread Holding/Operacional

TNLP4 BRTP4 TNLP4 TMAR5
CPLE6G CMIG4 BRTP4 BRTO4
USIM5 CSNA3 GGBR4 GOAU4
PRGA4 SDIA4 ITAU4 ITSA4
BBDC4 ITAU4

ARCZ6 VCPA4

Daqui podemos depreender o potencial mercado para o derivativo sugerido.

4.2 Caso americano

As agdes sobre ac¢des com prego de exercicio corrigido por variagdo cambial e pelo IGP-M, ne-
gociadas na BOVESPA sio avaliadas, aqui no Brasil, utilizando-se o modelo de Black-Scholes
(1973) para opgdes vanilla européias sobre agdes sem dividendos e com preco de exercicio determi-
nistico. As Gnicas adaptagdes feitas sdo a utilizag¢io da expectativa de variagdo cambial para o preco
de exercicio, obtida via utilizagio da taxa do cupom cambial ‘limpo’,"” para o primeiro caso, ¢ a uti-
lizagdo de uma expectativa de juro real, para o segundo caso, sendo este nimero obtido por meio
da curva de rendimento dos titulos piblicos em IGP-M, notadamente as NTN-Cs, ou por meio da
estrutura a termo de taxa de juros nominais com o mercado futuro de IGPM.

Cabe aqui ressaltar que para a determinacdo dos valores de garantias/margens a serem reque-
ridas dos vendedores descobertos destes instrumentos, por parte da Geréncia de Controle de Risco
da CBLC, nio é levada em conta, ou seja, nio se embute nenhuma expectativa de risco cambial, ou
risco de inflagdo, e isto tem como conseqiiéncia a existéncia de restrigdes, por parte tanto da BO-
VESPA como da CBLC, para a autorizagio do lancamento de tais instrumentos, e isto explica, ao
menos em parte — ao lado da dificuldade inerente de aprecamento —, a baixa liquidez deste tipo de
derivativo.

4.3 Resultados

Foram realizados os seguintes exercicios empiricos, conforme detalhado abaixo:'°

1. Estimamos os valores para opg¢oes de troca de agdes ordindrias por agdes preferenciais para dife-
rentes tempos de maturagdo e coeficientes de correlagio. O objetivo deste teste é verificar se os
resultados condizem com a intui¢io econbémica, isto é, prémios diretamente proporcionais ao
tempo de vencimento da opgdo e inversamente proporcionais ao coeficiente de correlagio entre
os ativos subjacentes;

15 Esta expectativa é calculada por meio da utilizagdo de interpolagdes da curva nominal de juros futuros no Brasil, representada pelo
DI de um dia, e da curva de cupom cambial ‘limpo’, obtida dos mercados de forward rate agreement de cupom cambial, ambos
negociados na BM&F.

16 No apéndice pode-se encontrar os programas desenvolvidos no MATLAB® para cada um dos exercicios.
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2. Encontramos as diferengas entre os resultados financeiros obtidos em duas estratégias competiti-
vas para aposta em movimentos relativos de pregos relativos, ou seja, comparamos os ganhos/
prejuizos obtidos por meio da compra e venda simultinea de agoes (da forma como efetivamente
se opera tal aposta no Brasil) com os obtidos mediante a compra de uma opgao de troca. O obje-
tivo € mostrar que, quando as expectativas com relacio ao movimento de pregos relativos nio se
concretizam, ou pior, quando o mercado se move no sentido oposto ao esperado, os prejuizos
sdo minorados por meio da utilizagio de opg¢des de troca no lugar das compras e vendas simul-
tAneas dos ativos subjacentes;

3. Para o caso americano utilizamos o modelo binomial de Rubinstein (1991a) para uma opgio
desprotegida de proventos em dinheiro sobre a¢des preferenciais nominativas da Petrobrds com
preco de exercicio corrigido por variagio cambial e testamos a consisténcia do modelo, com-
parando, desta vez, a evolugio dos prémios da opgdo com o tempo de vida desta e com o ndmero
de passos na drvore binomial;

4. Para o mesmo problema acima, verificamos a existéncia de diferencas significativas entre os
prémios estimados para este tipo de opgdo utilizando tanto a adaptagio do modelo de Black-
Scholes (1973) para opgdes européias vanilla sobre agdes sem dividendos utilizadas pelo mercado
financeiro no Brasil como a abordagem binomial para opg¢des de troca sugerida por Rubinstein

(1991a).

As séries usadas sdo formadas pelos pregos de fechamento dos ativos subjacentes nos periodos
assinalados apesar de serem estes pregos ‘viesados’ por investidores ndo tomadores de pregos. Pode-
rfamos ter utilizado, no lugar de pregos de fechamento, precos médios, caso considerdssemos o
ponto de vista de um gestor de fundos de investimento, pois a marcagio a mercado ¢ feita utilizan-
do precos médios, ou ainda poderfamos ter utilizado precos de pivo!” caso considerassemos o ponto
de vista de um investidor que baseia suas decisdes em andlise técnica; além disso, fica 6bvio que os
valores de pivo, por se tratarem de uma média, contém mais informacio estatistica do que cada um
de seus valores isolados.

4.3.1 Prémios de opgoes de troca x tempo de vida x coeficiente de correlagao

Grifico 1 — Opcio de troca de TNLP3 por TNLP4

Valor do Premio

Coeficiente de Correlagao 00 Tempo de Vida da Opgao

17 E, por definigdo, uma média aritmética entre os precos méximo, minimo ¢ médio e fechamento a cada perfodo.
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O grifico acima confirma nossa intuicdo, isto é, como podemos observar, os prémios para
uma opg¢io de troca de TNLP3 por TNLP4, calculados segundo a f6rmula fechada de Margrabe
(1978), sdo diretamente proporcionais ao tempo de vida da opg¢ao e inversamente proporcionais ao
coeficiente de correlagio entre os dois ativos subjacentes.

4.3.2 Compra e venda simultaneas dos ativos-objeto x opeao de troca

Para entendermos melhor o objetivo deste teste, consideremos um investidor que, numa de-
terminada data, queira apostar numa melhor performance das ac¢ées preferenciais da Embratel em
relacio as agdes ordindrias da mesma empresa. Ora, para efetivar tal aposta o investidor ndo possuli,
no Brasil, nenhum instrumento que permita realizar, com seguranga, este tipo de estratégia; efeti-
vamente, ele é obrigado a comprar a agio que teoricamente terd um desempenho melhor e vender
a outra (chamemos esta de estratégia 1). Neste ponto, como observamos acima, ou o investidor j4
possui a a¢ido que iré ser vendida ou deverd alugi-la na CBLC. Isto ocasiona dois problemas: cus-
tos e operacionalizagio. Caso fosse possivel negociar uma opcio de troca (chamemos esta de estra-
tégia 2) dos dois ativos, os prejuizos, no caso de um movimento adverso de pregos, estariam
limitados ao prémio da opgio; além disto, a BOVESPA poderia determinar que o pay-off da opgao
fosse pago por diferenca, sem a necessidade de troca fisica de a¢des, o que eliminaria o condicio-
nante operacional.

Tabela 8
Tempo de Vida da Opgao Resultado Estratégia 1 — Estratégia 2 Resultado Estratégia 1 — Estratégia 2
(anos) sem Custos Transacionais (R$) com Custos Transacionais (R$)
0.25 0.1599 0.1278
0.50 0.0356 -0.0060
0.75 0.6254 0.5845
1.00 -1.6783 -1.7395

Estratégia 1: Compra de EBTP4 ¢ Venda de EBTP3.
Estratégia 2: Compra de uma Opgao de Troca.
Pregos utilizados: Fechamento.

Tempo:0(29/11/2002), 0.25(05/03/2003), 0.50(04/06/2003), 0.75(03/09/2003), 1(28/11/2003).

4.3.3 Opygdes sobre agoes com prego de exercicio corrigido por variagao cambial

O Grifico 2 mostra a consisténcia do modelo binomial de Rubinstein para a avalia¢io de op-
¢oes sobre ac¢des com prego de exercicio corrigido por variagio cambial. O modelo, por defini¢ao,
consegue captar o prémio extra pela possibilidade de exercicio antecipado. Note-se que este prémio
é, como pode ser intuido, diretamente proporcional ao tempo de vida da opgio, e em especial no
caso das op¢des desprotegidas para o pagamento de proventos em dinheiro, sejam estes dividendos
ou juros sobre o capital préprio.
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Grifico 2 — Modelo de Rubinstein (1991) — PETR4

Opgao Americana Vanilla sobre Agoes
com Prego de Exercicio Corrigido por Variagao Cambial

Premio da Opgao

Numero de Passos na Arvore Binomial Tempo de Vida da Opgao

4.3.4  Opgies sobre agies com preco de exercicio corrigido por variacao cambial: Rubinstein (1991) x Black-
Scholes (1973) adaptado

Os resultados apresentados na Tabela 9 demonstram a existéncia de divergéncia entre os pré-
mios estimados pelos dois modelos, mas nio hd qualquer indicagido que permita escolher um mo-
delo em detrimento do outro.

Como observamos, nio existe liquidez neste tipo de derivativo que se traduza em uma série
histérica e, portanto, nio € possivel comparar reais observagdes de mercado com os prémios estima-
dos, e mesmo que isto fosse possivel, ndo € estritamente verdadeiro que as reais observagoes de
mercado sejam valores obtidos de forma eficiente, neste caso, sem possibilidades de arbitragem.
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Tabela 9"
Tempo de Vida da Black-Scholes (1973)  Rubinstein (1991) Opgdes Diferenca (R$) %
Opgéo (anos) adaptado de Troca
0.10 1,6957 2,7698 (1,07) 63,34%
0.20 2,5407 4,1208 (1,58) 62,19%
0.30 3,1238 5,1347 (2,01) 64,37%
0.40 3,5615 5,9748 (2,41) 67,76%
0.50 3,9029 6,7043 (2,80) 71,78%
0.60 4,1750 7,3554 (3,18) 76,18%
0.70 4,3947 7,9473 (3,55) 80,84%
0.80 45734 8,4924 (3,92 85,69%
0.90 4,7196 8,9994 (4,28) 90,68%
1.00 4,8396 9,4746 (4,64) 95,77%

Ativo Subjacente: Petrobris PN (PETR4).

Data de Avaliagdo: 29/11/2003.

Prego do Ativo Subjacente: preco médio fechamento do dia da avaliacdo — R$ 66,60.
Prego de Exercicio — R$ 68,00.

Taxa de Cambio — PTAXS800 do dia da avalia¢do arredondada para a 2* casa decimal — R$ 2,95.
Taxa de Juros Nominal: 16% a.a. (base 252 dias uteis).

FRA de Cupom Cambial: 2% a.a. (base 360 dias corridos).

Volatilidade do Ativo Objeto: 28% a.a.

Volatilidade da Taxa de Cambio: 15% a.a.

Correlagdo entre PETR4 e a Taxa de Cambio: —0,26.

Dividend Yield de PETR4: 5% a.a.

Taxa de Juros EUA: 1%.

Namero de Passos na Arvore: 100.

5 CONCLUSOES

No presente artigo, analisamos os derivativos bidimensionais. Como ji4 mencionado, estes
contratos sio de muita importincia para a cobertura de posi¢des tanto em bolsas de valores como
de mercadorias e de futuros, além dos mercados de balcdo de virios paises, incluindo o brasileiro.
Embora neste dltimo o volume de operagdes nio seja significativo, o aprecamento correto destes
contratos torna-se imprescindivel para a melhor compreensio e uso destes contratos.

O aprecamento de papéis com dois ou mais fatores de risco é um assunto muito interessante e
matematicamente complexo. Neste sentido, o0 modelo de Margrabe (1978) e o modelo de Rubins-
tein (1991a) mostraram-se de ficil implementag¢io. Como pdde ser observado no caso do aprega-

18 Tanto a taxa de juros nominal em R$ como a taxa de juros dos EUA e a taxa de cupom cambial sdo mantidas constantes para
os diferentes periodos considerados; porém isto NAO reflete a realidade.
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mento da opgio de troca de TNLP3 por TNLP4 e das opcoes de PETR4 com preco de exercicio
corrigido por variagdo cambial, verificamos que os prémios sdo diretamente proporcionais ao tem-
po de vida da opgio e inversamente proporcionais ao coeficiente de correlagao entre os dois ativos.
No caso da opgido de PETR4, o prémio obtido por meio do modelo de Rubinstein foi maior para
todas as maturidades do que o prémio obtido via Black e Scholes adaptado, o que pode nos dar evi-
déncias de que existe um apregamento errado que conduz a possibilidades de arbitragem. Devido a
falta de liquidez nestes contratos, nio € possivel obter conclusdes mais exatas a este respeito.

Fica claro que o aprecamento e uso destes contratos s3o de muita importincia em paises como
o Brasil, que possuem alto risco cambial. Também foi sugerido que outros fatores de corregao po-
deriam ser considerados pela BM&F, tais como a inflagio, o que permitiria um melhor Aedging.

Por outra parte, como j4 mencionado, existem modelos que consideram processos mais sofisti-
cados e que requerem maior esforgo computacional, porém mais realistas, no sentido de que cap-
turam melhor o comportamento dos retornos dos ativos subjacentes, como, por exemplo, os
considerados por Gerber e Shiu (1996) e Fajardo e Mordecki (2003), nos quais é permitida a pre-
senga de caudas grossas.

Um problema nio analisado neste artigo € o relacionado aos mercados incompletos e 2 exis-
téncia de diferentes medidas martingalas equivalentes. O leitor interessado neste tipo de problema
pode dispor de uma metodologia, que permite encontrar estas medidas, em Fajardo (2004). Infeliz-
mente, a implementagio requer uma base de dados substancial que permita a estimagio dos para-
metros, ¢ que nio existe atualmente no Brasil, dado o baixo volume de operagdes.

APENDICE: CODIGOS EM MATLAB®

Aprecamento de opcio de troca utilizando a f6rmula de Margrabe

function y=trocamargrabe(S01, S02, sigmal, sigma?2)

for rho12=0:0.01:1

for T=0.01:0.01:2

d1=(log(S01/S02) +T*0.5*(sigmal ™ 2-rhol2*2*sigmal *sigma2 +sigma2 ~ 2))/
(sqrt(sigmal ™ 2-rho12*2*sigmal *sigma2 +sigma2 ™ 2)*T ™ 0.5);

d2 = d1-(sqrt(sigmal ™ 2-rho12*2*sigmal *sigma2 +sigma2 ™ 2) *T ™ 0.5);

y = S01*normcdf(d1)-S02*normcdf(d2);

plot3 (Tirhol2,y)

axis square; grid on; hold on

end

end

Aprecamento de opg¢ao vanilla americana com prego de exercicio corrigido por variacio cambial
com o modelo de Black-Scholes (1973) adaptado

% Cédigo para Avaliagio de Opg¢do Americana Vanilla com Preco de Exercicio em Délar

% nao protegida para proventos em dinheiro com o modelo de Black-Scholes (1973) adaptado
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function y =kdolar(S0, K, sigma, ¢, tipo, DU, DC, R, FRA)

% S € o prego do ativo subjacente e K e o prego de exercicio em R$

% sigma € a volatilidade do ativo subjacente

% ¢ a taxa de cAmbio spot

% tipo = 1 ou 0, para call ou put, respectivamente

% DU ntmero de dias tteis e DC nimero de dias corridos até o vencimento da opgao

% R juro nominal, interpolado da curva do DI futuro na BM&F, para o vencimento da op¢io
% FRA taxa do forward rate agreement de cupom cambial para o vencimento da opcio

% Célculo da Expectativa de Variagdo Cambial

Ee = ((1+R) ™ (DU/252)/(1+FRA*DC/360))-1;

% Calculo da Expectativa do Délar Futuro

% Calculo do Prémio da Opcio

dl = (log(SO/K*(1+Ee)) + (log(1+R)+sigma ™ 2/2)*(DU/252))/(sqrt(sigma ™ 2*(DU/252)));
d2 = dI - (sqrt(sigma ™ 2*(DU/252)));

if tipo == 1

Ndl = normedf(dl);

Nd2 = normcdf(d2);
else

Ndl = normcdf(-d1);

Nd2 = normcdf(-d2);
end
iftipo == 1

kdolar = S0*Nd1 - K*(1+Ee)*exp(-log(1+R)*(DU/252)) *Nd2
else

kdolar = - SO*Nd1 + K*(1+Ee)*exp(-log(1+R)*(DU/252)) *Nd2
end

Estratégia de compra e venda simultinea de ac¢oes versus opcao de troca

% Estratégia Principal (BOVESPA): comprar agdo PN e vender acio ON

% Estratégia Sugerida: comprar uma Opgdo de Troca

% 1 - Sdo 4 os horizontes de Tempo: 12,9, 6 e 3 meses até o vencimento da opgao

% 2 - Série Histérica de Precos: 1 ano de pregos de fechamento didrios das duas a¢des

% 3 - Custo de Oportunidade é desconsiderado

% 4 - Troca de Acoes propriamente dita € desfeita no dia do exercicio da op¢io

% 5 - De posse da série histérica de pregos calcula-se a matriz VA de variincias-covariincias
% (abaixo imputamos diretamente sigmal, sigma2 e covl2)

function y=troca(S01, S02, sigmal, sigma2, sigmal2)

% Custos de Transagio (em %)
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emolumento = 0.00035

registro = 0.001

corretagem = 0.005

devolugio = 0.7

% Para calcular os valores sem considerar os custos igualamos os valores acima a zero
rhol2 = sigmal2 ™ 2/(sigmal *sigma2)

sigmaquadrado = (sigmal ™ 2-rho12*2*sigmal *sigma2 +sigma2 ~ 2)

covaridncia = rhol2*2*sigmal *sigma2

% Agora usamos o Cédigo para Opgio de Troca pela Formula de Margrabe

T = linspace(0.25,1,4)

dl = (log(S01/S02) +T.*0.5* (sigmaquadrado))/(sqrt(sigmaquadrado) *T. ™ 0.5)

d2 = dl-sqrt(T.*sigmaquadrado)
trocamargrabe=(-(S01*normcdf(d1)-S02*normcdf(d2)))'* (1 + (emolumento +registro+correta-
gem*(1-devoluc¢io)))

% Calculo do desembolso/recebimento de caixa inicial

pl = -S01*(1+ (emolumento+registro+corretagem™ (1-devolugio)))

p2 = S02*(1-(emolumento+registro+corretagem™® (1-devolucio)))

cS1vS2 = pl+p2

% Célculo do desembolso/recebimento de caixa final (reversido da operagio)

% Precisamos, em primeiro lugar, da matriz de precos de fechamento das duas ag¢oes
% a cada data de vencimento S1S2final

S1S2final = [(imputar aqui os valores de S1 e S2 de fechamento a cada T)]
i=linspace(1,4,4);
vS1c¢S2=+S1S2final(i,1)*(1-(emolumento+corretagem™(l-devolucio)))-
S1S82final(i,2)* (1 + (emolumento+ corretagem* (1-devolugio)))

% Cailculo do Pay-off da Opgao

Pay-off(i,1) =max(0,+S1S2final(i,1) * (1-(emolumento +registro+ corretagem* (1-devolugao))) -
S1S2final(i,2)* (1-emolumento+registro+ corretagem* (1-devolucio))))

% Resultado Final da Operacio de Troca de Papéis

resultadoS1S2 = vS1c¢S2+cS1vS2

% Resultado Final da Compra da Opgao

Resultado da op¢do = pay-off+trocamargrabe

% L/P da Estratégia Efetiva Troca de A¢oes em vez de Compra da Opgio de Troca
L Ptrocanormal = -resultadoop¢io+resultadoS1S2

plot(T,L._Ptrocanormal,'--rs','LineWidth',2,'MarkerEdgeColor','k',' MarkerFaceColor','g', '"MarkerSi-
ze',10)

Aprecamento de opgio de troca com a abordagem binomial de Rubinstein

% Cébdigo para Avaliagdo de Opgdo Americana Vanilla com Prego de Exercicio em Délar

Econ. Aplic., 9(3): 385-414, jul-set 2005



412 Aprecamento de derivativos bidimensionais

% nao protegida para proventos em dinheiro como uma Opgao de Troca

% Modelo de Mark Rubinstein "One for Another", RISK (July 1991)

% K = prego de exercicio, inicial, em pontos

% e = taxa de cAmbio (R$/US$)

% delta2 = taxa continua de pagamento do ativo 2 a cada periodo (dividend yield)

% deltal = taxa continua de pagamento do "ativo 1" a cada perfodo (taxa de juros estrangeira)
% sigma2 = volatilidade do ativo 2 (agdo)

% sigmal = volatilidade do "ativo 1" (taxa de cAmbio)

% rho = correlagdo entre o ativo 1 e 2

% T = tempo para o vencimento

% N = nimero de passos na arvore

% Pay-off da Opcao: max(S02 - Ke;0)

function y=trocabinomial (S02,K,e,delta2,deltal,sigma2 sigmal,rho,T,N)

% Tamanho do Passo no Tempo e Volatilidade

de=T/N

sigma=sqrt(sigmal ™ 2+sigma2 ~ 2-2*rho*sigmal *sigma2)

% Célculo da Probabilidade de um Movimento Ascendente ¢ de um Movimento Descendente
u = exp(sigma*sqrt(dt))

d=1/u

p = (exp((deltal-delta2)*dt)-d)/(u-d)

% Constréi a Arvore de Pregos do Ativo seguindo um Processo Binomial

fori=1:N+1

forj=1:N+1

Stree(i,j) = (S02/(K*e))*(d ™ (i-1))*(u ™ (-1))
end

end

% Constréi Arvore de Pay-offs da Opgio seguindo um Processo Binomial

fori=1:N+1

forj=i:N+1

Streefinal(i,j) = Stree(i,j)-1
end

end

% Condig¢io de Contorno da Op¢io
fori = 1:N+1

if Stree(1,N+1)>1

ftree(i,N+1) = Stree(i,N+1)- 1
else ftree(i,N+1) = 0

end

end
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% Como a op¢io e americana, testa-se para checar se seu valor intrinseco e maior do que o seu pre-
¢o % esperado. Se for, ela é exercida.

forj = N:-1:1

fori= 1y

ftree(i,j) = max(exp(-(deltal-delta2)*dt)* (p*ftree(i,j+1) + (1-p) *ftree(i+1,j+1)), Stree(i,j)-1)
end

end
binomial = K*e*ftree(1,1)
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