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Resumo

Este trabalho desenvolve um indice de carteiras de minima variancia
global (MVP) para as a¢des mais liquidas do Brasil. Os resultados indica-
ram que a MVP sem limites sobre os pesos das a¢des nao apresenta dife-
renca significativa de desempenho em relacao ao IBOVESPA. A imposicao
de um peso maximo de dez por cento em cada acdo tornou possivel supe-
rar o IBOVESPA. Contudo, os resultados desta estratégia sao comparaveis
aos de uma carteira igualmente ponderada e sao superados por alguns
fundos de gestao ativa em testes fora da amostra. Ainda assim, estas estra-
tégias simples baseadas nestas restri¢des facilitam a replicagdo do MVP
por investidores individuais e exchange traded funds e sustenta o poder
de estratégias ingénuas de investimento.
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Abstract

This paper develops an index of global minimum variance portfolio
(MVP) for the most liquid stocks in Brazil. The unconstrained MVP shows
no significant difference in performance over the IBOVESPA. The imposi-
tion of a ten percent ceiling on the MVP weights for each asset made it
possible to beat the IBOVESPA. However, this strategy is comparable to an
equally weighed portfolio and is beaten by a number of actively managed
stock funds in out of the sample tests. Nevertheless, these constraints fa-
cilitate the replication of the MVP by individual investors and by ETFs
and support the power of naive diversification strategies.
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1 Introducéao

Investir em ac¢des pode oferecer alto potencial de retorno, porém com risco
elevado. Tversky & Kahneman (1991) admitem que a possibilidade de per-
das influi nas preferéncias dos individuos mais do que o potencial de ganhos.
Kahneman & Tversky (1979) também afirmam que as pessoas dao mais peso
aos resultados certos do que aos resultados provaveis. Clarke et al. (2006) e
Ang et al. (2006) concluiram que os ativos com mais volatilidade histérica ofe-
receram retornos menores do que os menos volateis. A aversdo a perda dos
investidores e os resultados ruins de investimentos de alta volatilidade certa-
mente afasta muitos deles do mercado de agdes. E possivel que o investimento
em agOes por meio de um veiculo que ofereca a menor volatilidade possivel e
que seja facil de compreender seja bem aceito pelos investidores mais reticen-
tes.

O Fundo de Investimento em Ac¢oes (FIA) é um veiculo muito comum para
se investir em a¢des. Um fundo de acdes pode balizar seu desempenho se-
gundo um dos indices de a¢des mais comuns do pais, como o IBOVESPA ou
o IBrX!'.Contudo, nao h4 qualquer garantia que a carteira destes indices seja
uma carteira eficiente no sentido de Markowitz (1952), isto é, uma carteira
que ofereca o maior retorno esperado possivel para seu nivel de risco, medido
pelo desvio-padrao dos retornos histéricos das agdes. A carteira de um indice
pode ser formada segundo critérios de liquidez ou de valor de mercado das
companhias e pode ser limitada a um ntimero arbitrario de empresas. E possi-
vel, portanto, que haja uma carteira com o mesmo risco da carteira teérica do
indice que ofereca maior retorno e que seja eficiente, pelo menos em relagao
ao conjunto de agdes considerado.

A proposta deste trabalho é verificar se uma carteira eficiente, em relagao a
uma amostra limitada de a¢des, pode ser uma referéncia de desempenho supe-
rior aos indices tradicionais. Considerando o possivel apetite dos investidores
por veiculos para investimento em a¢oes com a menor volatilidade possivel, a
carteira eficiente que é candidata natural para andlise é a de menor variancia
na fronteira eficiente. Essa carteira foi chamada na literatura internacional
de global minimum variance portfolio (MVP), ou carteira de minima varian-
cia global, como em Constantinides & Malliaris (1995), por exemplo. Uma
MVP pode servir tanto de referéncia de desempenho para gestores de fundos,
na forma de um novo indice de a¢des, quanto se pode criar produtos a serem
oferecidos aos investidores baseados nesta carteira, como um exchange traded
fund (ETF), um fundo que negocia como uma ag¢ao em bolsa, tal como o bem
conhecido PIBB (Papéis de Indice Brasil Bovespa), que busca resultados se-
melhantes ao desempenho do IBrX-50, similar ao IBrX, mas com somente 50
acoes.

A analise realizada investigou se MVPs formadas segundo varios critérios
simples apresentaram desempenho superior, relativo ao risco, ao do indica-
dor mais usado no mercado nacional, o IBOVESPA. As MVPs também foram
comparadas a fundos de acoes de gestdo ativa e a uma carteira igualmente
ponderada de agbes. Os resultados sugerem que as MVP tém grande poten-
cial para servir de base para indices de mercado, estratégias de investimento

I Respectivamente, Indice Bovespa, composto por cerca de 70 acdes selecionadas e pondera-
das a cada quadrimestre segundo sua liquidez, e Indice Brasil, composto por 100 agoes seleciona-
das segundo sua liquidez e ponderadas pela quantidade de a¢des disponivel para negociagao.



Um Indice de Varidncia de Acées Brasileiras 537

e produtos, como os ETF, e que as regras comumente empregadas pelos pro-
fissionais de mercado, como a limita¢do tanto do valor dos pesos dos ativos
nas carteiras quanto da amostra de a¢des a serem consideradas, tém grande
mérito.

2 Antecedentes na Literatura

A construcao de um indice que emprega a metodologia de Markowitz (1952)
encontra respaldo na literatura. Constantinides & Malliaris (1995) afirmam
que Markowitz (1952) conseguiu desenvolver uma metodologia racional para
selecao de carteiras sob incerteza porque seu método vai além de reduzir o
risco, ja que preconiza a busca por ativos que apresentem rela¢des de baixa
covaridncia. Michaud (1989) admite que a teoria de selecao de carteiras por
média-variancia é um meio de racionalizar o valor da diversificacao e apre-
senta muitos beneficios para os investidores. Entre eles, estd um maior con-
trole do risco da carteira pela insercao de restri¢oes concebidas pelos inves-
tidores na programac¢ao matematica do calculo dos pesos dos ativos na car-
teira. O autor também ressalta que o modelo é flexivel porque permite que
quaisquer expectativas de retornos sejam consideradas e que é possivel anali-
sar rapidamente grande quantidade de dados em pouco tempo. Clarke et al.
(2006) destacam que essas analises podem ser feitas por meio de calculo ma-
tricial, sem necessidade de usar simulacao de Monte Carlo, reduzindo e sim-
plificando o esfor¢o computacional necessario.

A carteira de minima variancia global (MVP) possui caracteristicas impa-
res dentre as carteiras da fronteira eficiente. Clarke et al. (2006) afirmam que
sua principal vantagem e nado depender de estimativas de retornos futuros. A
carteira e determinada exclusivamente em fun¢ao da matriz de covaridncias
entre os ativos e, por isso, e menos subjetiva do que as demais carteiras na
fronteira eficiente. A equagao 1 apresenta a forma de se obter os pesos dos
ativos da MVP e foi obtida de Constantinides & Malliaris (1995). Wg e o ve-
tor de pesos da MVP, ¥ ! e a matriz amostral de varincias e covariancias, 1 é
um vetor coluna unitario e 17 seu transposto. Nao ha a necessidade de se ter
estimativas para o retorno esperado de cada ativo. Naturalmente, e preciso
empregar a media histérica amostral para se calcular as variancias e covari-
ancias, mas isto ndo implica que estes valores sao os retornos esperados pelo
investidor.

y 1
1Tz
A MVP também se destaca por ser independente da funcao utilidade do inves-
tidor, que é diferente para cada individuo. DeMiguel et al. (2009) destacam
que a MVP se enquadra na estrutura geral da utilidade esperada de média-
variancia quando se supde que todos os retornos esperados em todos os esta-
dos da natureza sdo iguais.

De fato, Jobson & Korkie (1981) empregam uma propriedade da estatistica
matematica derivada por W. James e C. Stein cuja aplicacdo ao problema de
otimiza¢do de Markowitz é bastante simples. O estimador de James-Stein é
a média das médias historicas dos retornos de cada a¢do, usado quando ndo
se pode afirmar que o retorno esperado de uma a¢ao é realmente diferente do
que o retorno esperado de outra agdo qualquer. Jobson & Korkie (1981) afir-

Wg (1)
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mam que, quando isso ocorre, a carteira 6tima é a MVP e os retornos esperados
sdo reduzidos (encolhidos, shrinked) a um Gnico nimero, a média das médias.
Disatnik & Benninga (2007) concluem que os resultados obtidos com métodos
mais simples de shrinkage, como o uso da MVP amostral sugerido por Jobson
& Korkie (1981), nao se distinguem de métodos mais complexos. Ledoit &
Wolf (2004) empregam o modelo de correlacdo constante para sua versao de
shrinkage em que a matriz de covaridncias amostral é combinada em certa
propor¢ao com uma matriz de covariancias estimada empregando a correla-
¢do média de todas as correlagdes para calcular as novas covariancias. Eles
também apresentam algoritmos para determinar a constante de proporc¢ao
para a combinag¢do das duas matrizes e concluem que seu método apresenta
vantagens claras sob métodos mais complexos de shrinkage e sobre o método
classico de Markowitz (1952). Ledoit & Wolf (2004) também concluem que
quanto menor o numero de ativos no problema de otimiza¢ao, melhor o de-
sempenho do método de shrinkage. Mendes & Leal (2005) apresentam sua
proposta de shrinkage visando dar mais robustez a matriz de covaridncias e
afirmam que seu método apresenta vantagens sobre a otimizacao classica de
Markowitz (1952) ao comparar as carteiras MVP classica e robusta. Almeida
(2012) analisou diversas metodologias para definir o modelo mais adequado
ao mercado brasileiro. Em seu estudo, o autor corrobora que o método de
shrinkage é capaz de proporcionar melhores estimativas de covariancia para
ativos negociados no Brasil.

Gohout & Specht (2007) demonstram que carteiras formadas a partir de
premissas racionais, que levam em consideragao as relagdes entre os ativos,
tendem a superar os indices usuais de mercado uma vez que estes nao sao
necessariamente carteiras eficientes. Os autores concluem que a carteira for-
mada de acordo com as diretrizes de Markowitz (1952) superou o indice ale-
mao DAX no periodo analisado. A MVP ¢, teoricamente, a carteira que oferece
0 menor risco para o investidor.

O ntmero de ativos a ser manejado também é um fator importante, parti-
cularmente para o investidor individual ou para um fundo de investimentos
pequeno ou de objetivo restrito ou, ainda, um clube de investimentos. Blo-
omfield et al. (1977) e Oliveira & De Paula (2008) afirmam que os custos de
manutencao e gestdo de uma carteira estdo diretamente relacionados a quan-
tidade de ativos da carteira, ao tamanho da amostra de ativos analisados pelo
gestor e a sua frequéncia de atualizagdo. Limitar o nimero de ativos e seus
pesos na carteira pode ser um dispositivo eficaz para reduzir o custo de ges-
tdo. DeMiguel et al. (2009) apresentam evidéncias que favorecem as praticas
de arbitrar limites aos pesos dos ativos na carteira e de restringir o namero de
ativos considerados.

Apesar dos beneficios aparentes, Michaud (1989) afirma que o modelo de
média variancia é pouco aplicado na pratica. O autor acredita que os inves-
tidores estao acostumados a tomar decisdes informais e alerta que o motivo
principal para que as institui¢des ndo o empreguem reside em problemas po-
liticos internos. O uso dessa metodologia reduz o poder dos gestores e dos
investidores mais seniores, além de demandar mudangas na estrutura da or-
ganizagao, principalmente nos setores de contabilidade e de controle de risco.
Michaud (1989) retine os motivos para a baixa aceitagdo do modelo entre os
investidores em dois grupos. O primeiro é fruto da percep¢do dos investi-
dores de que o beneficio real proporcionado pelo método nao justificaria o
esfor¢o necessario para implementa-lo. O segundo é a resisténcia a mudanga



Um Indice de Varidncia de Acées Brasileiras 539

por parte dos investidores.

Green & Hollifield (1992) ressaltam que as participag¢des dos ativos indivi-
duais calculadas pelo modelo de média-varidncia nao se aproximam de zero
a medida que o numero de ativos disponiveis aumenta. Alguns ativos perma-
necem na carteira com pesos que podem ser considerados excessivos. Black &
Litterman (1991) afirmam que a inconsisténcia entre os pesos intuidos pelos
investidores em uma diversificacdo adequada e os pesos resultantes dos mo-
delos de alocagao de ativos calculados pelo método de média-variancia é uma
das maiores barreiras para sua implementa¢ao. Green & Hollifield (1992) afir-
mam que os praticantes suspeitam das alocag¢des resultantes da aplica¢ao do
modelo de média-varidncia e o implementam juntamente com diversas restri-
¢Oes quanto aos pesos.

Michaud (1989), Best & Grauer (1991) e Mendes & Leal (2005), entre ou-
tros, afirmam que pequenas mudangas nos dados de entrada para o célculo
dos retornos médios e da matriz de covaridncia podem causar mudancas sig-
nificativas nos pesos dos ativos nas carteiras da fronteira eficiente. O modelo
do Markowitz (1952) pressupde que a covariancia entre os ativos permane-
cera estavel. Clarke et al. (2006) confirmam que os ativos possuem variancia e
covaridncia relativamente estaveis e, por isso, razoavelmente previsiveis. No
entanto, Bauer et al. (2004) duvidam do éxito das técnicas tradicionais de for-
magao de carteiras em momentos de crise e instabilidade do mercado. Os
autores afirmam que, nestas situagdes, a volatilidade e as correla¢des tendem
a aumentar e, portanto, propoem que se recalcule a ponderacao das cartei-
ras com a metodologia de média-variancia sempre que o mercado apresentar
indicios de crise. Todavia, os autores reconhecem que a estratégia sugerida
nao apresentou vantagens significativas ao final de seu estudo. Leal & Men-
des (2010) realizam um ajuste na matriz de covaridncias empregando uma
medida de correlacao ajustada pela dependéncia nas caudas das distribuigoes
obtida por meio de coépulas. Seus resultados indicam que o método obtém
melhores resultados que o método classico de Markowitz apenas em alguns
casos, quando a dependéncia de cauda é fraca ou moderada e ndo quando é
grande, como acontece nas crises.

Michaud (1998) apresentou uma alternativa para o modelo de Markowitz
(1952) por meio de reamostragem com a técnica de bootstrapping, em que di-
versas fronteiras eficientes sdo obtidas por meio de simulac¢io e os pesos das
carteiras para niveis selecionados de risco sdo obtidos dentro dos intervalos
de confianca derivados da distribuicdo de pesos simulada. No entanto, ha
varias contesta¢oes ao método de Michaud (1998). Fletcher & Hillier (2001)
afirmam que o desempenho de carteiras com pesos calculados pelo método
de Michaud (1998) nado é superior ao método classico de Markowitz (1952).
Handa & Tiwari (2006) asseveram que a incorporacao da incerteza nos para-
metros de entrada por meio de métodos Bayesianos nao melhora o desempe-
nho das carteiras. Mendes & Leal (2010) criam um método de bootstrapping
semi-paramétrico que se sai melhor do que o método proposto por Michaud
(1998) em simulac¢des. Harvey et al. (2008) empregam métodos Bayesianos em
simulac¢Oes de alocag¢Oes de carteiras e concluem que eles superam os métodos
baseados em reamostragem propostos por Michaud (1998).

Samuelson (1970), Rubinstein (1973) e Arditti & Levy (1975) defendem
que momentos de ordem superior nao podem ser desconsiderados. Harvey
et al. (2010) acomodam momentos de ordem superior e métodos Bayesianos
em sua analise e afirmam que obtém resultados superiores aos procedimentos
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de reamostragem uma vez que o procedimento de Michaud (1998) sempre
acaba selecionando uma carteira sub-6tima .

DeMiguel et al. (2009) apresentam uma evidéncia devastadora para todos
os modelos de alocacgdo de carteiras, inclusive o original de Markowitz (1952).
Eles testam 14 modelos diferentes em simula¢des fora da amostra e concluem
que nenhum deles supera a diversificacdo ingénua feita com proporcoes de
investimento igual em cada ativo (1/N). Eles também afirmam que seria ne-
cessaria uma janela de estimacdo de 250 anos para que os modelos de média-
varidncia e seus aprimoramentos superassem a estratégia 1/N quando se con-
sideram 25 a¢oes na carteira. O tamanho da janela passa para 500 anos com
50 ativos. Os resultados de DeMiguel et al. (2009), no minimo, favorecem a
visdo muito comum entre os profissionais de mercado de imposi¢ao de limites
para a participagdo dos ativos na carteira e para o total de ativos a ser anali-
sado, além de restri¢des a venda a descoberto. Os modelos sujeitos a restri¢oes
apresentam resultados melhores com dados reais do que os sem restrigoes.

A conclusao desta revisao da literatura é que hd méritos no emprego de
carteiras que procuram niveis mais baixos de risco, como a MVP, assim como
para restri¢des quanto ao numero de ativos considerado e a propor¢ao de cada
ativo na carteira. A restricdo a vendas a descoberto também parece ser susten-
tada pela evidéncia empirica e pode ser que o emprego de métodos robustos
de estimativa da matriz de covariancia apresentem vantagens sobre a estima-
tiva classica da MVP. Contudo, é possivel que uma simples carteira com pon-
deragao 1/N também se apresente como um bom indicador de desempenho.

3 Amostra e método

Os valores de fechamento diarios do IBOVESPA, as cotag¢oes diarias médias e
de fechamento das a¢des, com ajuste de proventos e dividendos no periodo
de janeiro de 1998 até dezembro de 2008 foram obtidos da Economatica®.
A base de noticias Bloomberg® forneceu as informagdes necessarias sobre as
mudancas de c6digos, fusdes e cancelamentos dos ativos ao longo do periodo
estudado. A composicao das carteiras tedricas do IBOVESPA, que sao altera-
das a cada quadrimestre, foram obtidas no web site da BM&FBovespa e por
meio de mensagem enviada diretamente ao suporte da instituicdo. As agoes
consideradas na analise sao as das empresas que faziam parte do IBOVESPA e
variam a cada quadrimestre segundo a regra de revisao de sua carteira teérica.
Uma relagao das ac¢oes que foram analisadas a cada quadrimestre encontra-se
disponivel com os autores. A base de dados Quantum Axis® forneceu o valor
das cotas liquidas diarias dos fundos de investimento empregados na compa-
racao com os indices de minima variancia. A escolha das a¢cbes mais liquidas
é coerente com o objetivo do trabalho de obter um indice de minima variancia
global que seja facilmente replicavel e que sirva de alternativa de referéncia de
desempenho aos indices de acoes tradicionais. Essa escolha também ¢é susten-
tada pela evidéncia recolhida na revisao da literatura de que se deve limitar a
amostra de a¢des analisadas para que os resultados dos modelos de otimizagao
de média-varidncia sejam melhores.

Algumas empresas fecharam seu capital e outras foram objeto de fusoes
e de aquisi¢oes no periodo analisado. As cotacdes de algumas agdes que dei-
xaram de negociar durante o periodo de estudo e que permaneceram na base
de dados foram usadas até o ultimo dia em que seus precgos foram registra-
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dos para reduzir o viés de sobrevivéncia. No entanto, em diversos casos, o
banco de dados Economatica® ndo mantém as cotacdes anteriores a essas mo-
dificacoes e, por isso, nesses casos, o estudo considerara somente as agdes que
nao sofreram alteracdes ou aqueles que somente mudaram o cédigo do ativo
negociado. Essa restri¢ao reduz a quantidade de ativos disponiveis e, conse-
quentemente, o numero de combinacdes possiveis para a carteira de minima
variancia. Foram excluidas, também, as a¢des que nao negociaram em pelo
menos um dia durante o quadrimestre. Houve 192 exclusdes de 75 ativos dife-
rentes durante o periodo de analise, sendo que os periodos com mais exclusoes
foram os mais distantes, como esperado. A partir do segundo quadrimestre
de 1998, o primeiro periodo considerado, até o terceiro quadrimestre de 1999,
foram excluidas, respectivamente, 32, 30, 24, 17 e 20 empresas. Uma lista
detalhada das empresas excluidas esta disponivel com os autores.

As MVP foram construidas com as cota¢les diarias de fechamento de cada
quadrimestre. Os pesos da primeira carteira foram obtidos com base nos pre-
¢os do primeiro quadrimestre de 1998 para as agoes da carteira tedrica do
IBOVESPA, menos as exclusoes, e vigoraram no segundo quadrimestre deste
ano. A otimiza¢dao de média-varidncia realizada nao admitiu vendas a desco-
berto, para manter a compatibilidade com os indices tradicionais de a¢des e a
facilidade de replicacao, e nao considerou momentos de ordem superior. Os
limites maximos de participagdo de um ativo na MVP foram de 10, 25, 50 e 75
por cento, além de uma carteira MVP sem este limite. Esses limites reduzirao
a variabilidade dos pesos das a¢cdes quando do seu calculo quadrimestral.

A MVP é composta por agdes que sao mantidas durante os quatro meses
seguintes a cada pondera¢do. A quantidade tedrica das a¢des na carteira ndo
se altera, mas os pesos variam por influéncia dos precos de mercado. O peso
obtido na otimizag¢ao é empregado para calcular a quantidade tedrica da acdo
na MVP, como é explicado mais adiante. Manter a quantidade teérica cons-
tante durante o periodo de analise do desempenho da carteira equivale a nao
rebalancear a carteira diariamente. O uso de cota¢oes diarias ja ajustadas para
proventos e dividendos tornou desnecessario o rebalanceamento das quanti-
dades tedricas nas datas destes eventos, mas equivale a este rebalanceamento.
Este método foi adotado para que as MVPs analisadas equivalessem aos indi-
ces tradicionais, que mantém suas quantidades tedricas constantes durante os
periodos entre as mudangas de suas carteiras, e as ajustam para dividendos e
proventos.

Uma vez obtida uma MVP, seu desempenho sera aferido no quadrimestre
subsequente. A cotac¢do do dia anterior de uma agao sera repetida quando ela
nao for negociada no periodo de teste, indicando retorno nulo naquele dia. A
MVP sera rebalanceada dividindo-se o peso de uma a¢ao que deixe de nego-
ciar permanentemente entre as agdes que permane¢am na carteira. Este pro-
cedimento fara com que as a¢gdes com o peso maximo permitido ultrapassem
o limite até que haja nova ponderacao.

A matriz de covariancias foi estimada na forma classica com os retornos
histéricos do quadrimestre anterior e, alternativamente, por um método ro-
busto. Ledoit & Wolf (2004) acreditam que a metodologia classica de célculo
da matriz de covariancia apresenta vantagens, como o baixo esfor¢o computa-
cional e a auséncia de viés, e como principal desvantagem o erro de estimacao
elevado. Eles também alertam que o uso exclusivo de estimadores mais estru-
turados reduz o erro da estimativa, mas introduzem vieses, e concluem que
os modelos hibridos, combinando a matriz de covariancia e um estimador es-
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truturado sao capazes de proporcionar resultados melhores. Mendes & Leal
(2005) adotam essa estratégia empregando duas matrizes de covaridncia que
sdo ponderadas para formar uma matriz robusta que ndo seja muito distor-
cida pelos valores extremos da amostra. Estes autores adotam o estimador
Minimum Covariance Determinant (MCD) de Rousseeuw (1984) juntamente
com uma varia¢do da matriz de covaridncia histérica. As MVPs foram calcu-
ladas tanto na forma classica de Markowitz (1952) quanto na forma sugerida
por Mendes & Leal (2005) com base no estimador MCD com o auxilio do al-
goritmo FAST-MCD desenvolvido por Rousseeuw & Van Driessen (1999). A
rotina computacional para MATLAB foi obtida no web site do Departamento
de Estatistica Robusta da Katholieke Universiteit Leuven? (Universidade Ca-
toélica da Lovaina). O ponto de ruptura de 75 por cento e os demais parametros
usados seguiram as recomendagoes de Rousseeuw & Van Driessen (1999).

A equacdo 2 descreve como foram obtidas as quantidades teéricas que ser-
viriam de base para o calculo do desempenho do indice MVP durante um
quadrimestre. Todas as MVP sao indices que iniciam com 100 mil pontos.
Este valor foi multiplicado pelo peso calculado para cada acdo na MVP pelo
método de otimiza¢ao de média-variancia e dividido pela cotagdo de fecha-
mento da a¢do no dia anterior, o tltimo dia do quadrimestre anterior, que foi
usado para estimar os pesos, como se a agao tivesse sido comprada por este
preco neste dia. Diariamente a quantidade tedrica de cada acao calculada no
primeiro dia do quadrimestre foi multiplicada pelo preco de fechamento da
a¢ao no dia como na equagao 3. A soma da quantidade de cada agao multipli-
cada pelo respectivo preco forneceu o valor do indice para cada um dos dias
do periodo de analise do desempenho. Assim como no IBOVESPA, as MVDPs
nao foram rebalanceadas diariamente. Esta metodologia faz com que o peso
de cada ativo na carteira se altere diariamente de acordo com as oscila¢oes do
preco de fechamento de cada acao.

MVPt—l X wl"
Qpg= 2)
1q
N
MVP =) PyixQig (3)
i=1

Onde:

MVP; = indice MVP no dia ¢, sendo que MV Py =100.000;

N = ntmero total de a¢des na carteira tedrica;

P, ; = Gltimo prego da agdo i no dia ¢;

Qi 4 = quantidade tedrica da acao i no quadrimestre q em que esta o dia t;

w; , = peso da agao na MV P no primeiro do quadrimestre

g calculado com dados do quadrimestre anterior.

Do segundo quadrimestre em diante, o valor do indice no final do quadri-
mestre anterior foi multiplicado pelos novos pesos de cada agao, referentes
ao novo quadrimestre e calculados com base no quadrimestre anterior, e di-
vidido pelo preco de cada agdo no ultimo dia do quadrimestre anterior para
determinar a nova quantidade tedrica de cada agdo a viger no novo quadri-
mestre. Este processo de calculo da quantidade de cada ativo e do valor do

2 Acesso em 13 de setembro de 2010 <http://wis.kuleuven.be/stat/robust.html>.
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indice se repetiu até o Gltimo dia do estudo. A partir do valor diario de cada
um dos indices foi possivel calcular seu retorno diario (MVE/MVP,_1—1)e
acumulado (MVP/MV P, —1).

O value at risk (VaR), ou valor em risco, historico foi calculado a um ni-
vel de 99 por cento de significancia como medida complementar ao desvio-
padrao das MVPs. Este indicador consiste em empregar determinado quantil
da distribui¢ao empirica dos retornos para estimar a maior perda diaria pos-
sivel com 99 por cento de seguranca. Este estudo usou o percentil 1 por cento.
A equacgdo 4 mostra a féormula de calculo. O VaR, e a perda | que uma car-
teira pode ter, cuja probabilidade de uma perda L excedé-la é menor ou igual
a(l-a). O VaR, e um percentil da distribui¢cao de perdas.

VaR, =inf{le R: P(L>I)<1-a} (4)

O teste nao paramétrico da soma das ordens de Wilcoxon foi usado para
avaliar a diferenca estatistica entre as séries de retornos. Levine et al. (2005)
asseguram que este teste é amplamente empregado e é provavelmente mais
eficaz do que o teste t quando nao se pode afirmar que os dados apresentam
uma distribui¢do normal. Triola (2005) afirma que é preciso supor que a amos-
tra analisada possui distribui¢do normal para usar o coeficiente de correlacdo
de Pearson. O coeficiente de correla¢dao de Spearman é uma estatistica nao pa-
ramétrica que ndo requer suposi¢des acerca da distribuicdo dos dados e que
permite detectar relagdes nao lineares e foi, portanto, usado como a medida
de correlacao neste estudo.

4 Resultados

4.1 Comparacao das MVP com o IBOVESPA

A Tabela 1 apresenta um resumo estatistico do desempenho dos indices no
periodo total. A carteira com peso maximo de dez por cento por acio apresen-
tou desvio-padrao menor do que a carteira sem limite para os pesos. Todas
as MVP apresentaram desvio-padrao menor do que o do IBOVESPA, como se-
ria de se esperar. O V4R nado paramétrico com 99 por cento de significancia
dos indices de minima varidncia sdo semelhantes entre si e inferiores ao do
IBOVESPA. Todas as MVP superaram o retorno do IBOVESPA. Quanto maior
o limite sobre o peso da acdo maior o retorno observado. A MVP com pesos
limitados a dez por cento da carteira foi a que apresentou o melhor retorno e
a melhor relagdo retorno sobre risco. O IBOVESPA ¢é o indice que apresenta a
maior incidéncia de valores extremos. Nao ha uma tendéncia clara de compor-
tamento das MVP quanto aos valores extremos em rela¢ao aos limites impos-
tos sobre os pesos. A incidéncia de retornos diarios negativos é similar entre
os diversos indices. A Tabela 1 também mostra que as MVP sao formadas por
menos do que um ter¢o do niamero de a¢des que o IBOVESPA. A redug¢ao no
numero de ativos diminui os custos de gestao das carteiras. O numero médio
de ativos em cada MVP aproxima-se de 14 em todos os casos, préximo de 12,
que é o numero considerado ideal por Ceretta & Costa Jr. (2000). A lista com
o numero de a¢oes de cada MVP em cada quadrimestre esta disponivel com
os autores. O teste da soma das ordens de Wilcoxon indica que somente os
retornos da MVP com pesos maximos de dez por cento sao marginalmente
diferentes dos retornos do IBOVESPA. Todas as MVP apresentam correlagdo
alta, positiva e significativa ao nivel de 1 por cento com o IBOVESPA.
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A Figura 1 apresenta o retorno diario acumulado do IBOVESPA e das cinco
MVP para o periodo de 30 de abril de 1998 até 30 de dezembro de 2008.
E possivel perceber que, como esperado, todos os indices de minima varian-
cia possuem comportamento semelhante, comecando a se distanciar do IBO-
VESPA a partir de 2001. A desvaloriza¢do da acao Embratel Participagoes
ON (EBTP3) no final de 2004 prejudicou significativamente o desempenho
das carteiras com restri¢coes de 50, de 75 por cento e sem restricdes porque
constituia grande parte delas. A imposi¢cdo de um peso maximo por agao pre-
servou o desempenho das MVP com os limites de dez e 25 por cento. Todos
as MVP sofreram perdas significativas com os efeitos provenientes da crise do
subprime.

Tabela 1: Estatisticas descritivas para as carteiras de minima variancia global
com pesos maximos variados, para o Ibovespa e para dois fundos de agdes
selecionados no periodo entre abril de 1998 e dezembro de 2008.

Peso Maximo por A¢ao na MVP

10 25 50 75 100 Ibovespa
Retorno 632,8500 465,5600 383,7000 317,6500 315,5300 221,5700
acumulado (%)
Retorno diario 0,0754 0,0656 0,0597 0,0541 0,0539 0,0442
médio (%)
Desvio padrao 0,0165 0,0165 0,0166 0,0167 0,0167 0,0236
VaR 99 (%) 4,5320 4,4952 4,6755 4,6765 4,6765 6,2578
Ret. Médio Dia/ 0,0457 0,0399 0,0360 0,0324 0,0323 0,0188
Desvio-Padrao
Assimetria —-0,0625 -0,1312 -0,1469 —-0,2266 -0,2305 1,1843
Curtose 4,8194 4,1812 4,0917 4,5124 4,5393 19,7282
Mediana 0,1104 0,0998 0,1021 0,1024 0,1024 0,1147
Retorno minimo (%) -11,1100 -10,4900 -9,9200 -10,7900 -10,9300 -15,8300
Retorno maximo (%) 12,2700 11,4400 11,4400 11,4400 11,4400 33,4000
Retornos 47,5600 46,6500 46,6500 46,3900 46,3900 47,8200
negativos (%)
Retornos > 2,5% (%) 5,3700 5,4100 5,6800 5,6800 5,6800 9,5300
Retornos < —2,5% (%) 4,9600 4,5000 4,9200 5,0300 5,0300 10,4000
Retornos > 5% (%) 0,6800 0,6100 0,4900 0,4900 0,4900 1,5900
Retornos < —5% (%) 0,6800 0,7900 0,8300 0,8300 0,8300 1,7400
N° médio de 15,8800 13,0900 12,6300 12,6300 12,6300 56,0000
agoes carteira
Teste de 1,7890 -1,0100 -0,6840 -0,6180 -0,6170 n/a
Wilcoxon (Z,)
Wilcoxon 0,0720 0,3120 0,4940 0,5370 0,5370 n/a
(p-valor)
Correlagdo 0,8350 0,7710 0,7740 0,7450 0,7440 n/a
(Spearman)

Nota: g testes de Wilcoxon foram realizados com base em ordenacdes positivas (Ibovespa >
MVP 10). Todos os coeficientes de correlagao sao significativos ao nivel de 1. "n/a"quer
dizer "ndo se aplica". Para obter o coeficiente de assimetria relativo a curva normal deve-se
subtrair 3. Neste caso, todos os coeficientes serao negativos, indicando assimetria negativa
em relagdo a curva normal.

A Tabela 2 apresenta a frequéncia com que cada um dos indices de minima
variancia superou o retorno e o desvio-padrao do IBOVESPA. O Painel A da
Tabela 2 mostra os resultados para periodos selecionados fixos e nao super-
postos. Os indices de minima varidncia superaram o retorno do IBOVESPA
na maioria dos periodos. As MVPs superaram o IBOVESPA mais frequente-
mente nos periodos mais longos. A MVP com limite de dez por cento de peso
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Figura 1: Retorno acumulado para o IBOVESPA e carteiras de minima va-
riancia com diversos pesos maximos por ativo de abril de 1998 a dezembro
de 2008

por agao superou o IBOVESPA em 63,64 por cento dos quadrimestres. Todas
as MVPs apresentaram desvio-padrao menor do que o do IBOVESPA em pelo
menos em 95,45 por cento dos periodos analisados. A MVP com limite de dez
por cento nos pesos das agdes apresentou desvio-padrao menor do que o do
IBOVESPA em todos os periodos analisados.

O Painel B da Tabela 2 apresenta uma analise alternativa com janelas que
se movem um dia de cada vez de tamanho igual a 21, 42, 63, 126, 252 e 504
dias uteis. O objetivo desta analise adicional foi aumentar o nimero de pe-
riodos. Verificou-se o percentual de vezes em que o retorno das carteiras de
minima variancia foram superiores ao retorno do IBOVESPA e o percentual
de vezes em que o desvio-padrao das carteiras de minima variancia foram in-
feriores ao desvio-padrao do IBOVESPA. Os resultados sdo qualitativamente
os mesmos que os obtidos no Painel A da Tabela 2 para periodos fixos e ndo
superpostos. Os desvios-padrao calculados a partir de periodos superpostos
no painel B sdao muito préximos dos desvios-padrdo calculados a partir de
periodos ndo superpostos do painel A e, por isso, ndo foram estimados com
correcdo para a autocorrelacao.

4.2 Comparagao da MVP com fundos de acées

Os resultados da secao anterior sugerem que a MVP com peso maximo de
dez por cento apresenta desempenho superior ao do IBOVESPA. Por isso, cin-
quenta e seis fundos de a¢Oes com gestdo ativa foram selecionados para uma
nova rodada de comparag¢des com a MVP com peso maximo de dez por cento.
Foram considerados apenas os fundos classificados pela Associacao Brasileira
das Entidades dos Mercados Financeiro e de Capitais (Anbima) como “Ac¢oes
IBOVESPA Ativo” porque eles tém como objetivo superar o IBOVESPA na base
da dados Quantum Axis®. Foram considerados tanto fundos que nao admi-
tem alavancagem quanto os que a empregam porque ambos podem usar a



546 Thomeé, Leal e Almeida Economia Aplicada, v.15, n.4

Tabela 2: Percentual de periodos em que cada MVP supera o retorno e
o desvio-padrao do Ibovespa entre abril de 1998 e dezembro de 2008

Tamanho
do Periodo
em Dias de Numero de

Negociagao Amostras Peso Maximo por A¢ao na MVP
10 25 50 75 100
Painel A: segundo periodos fixos e ndo superpostos

Retorno 1 2643 51,08 50,59 50,47 50,40 50,40
30 88 54,55 48,86 48,86 47,73 47,73

60 44 59,09 59,09 61,36 61,36 61,36

90 29 62,07 58,62 58,62 58,62 58,62

120 22 63,64 54,55 54,55 54,55 54,55

Desvio-Padrao 30 88 100,00 100,00 96,59 96,59 96,59
60 44 100,00 97,73 9545 9545 95,45

90 29 100,00 100,00 96,67 96,67 96,67

120 22 100,00 100,00 100,00 9545 95,45

Painel B: segundo janelas que se movem um dia por vez

Retorno 1 2643 51,08 50,59 50,47 50,40 50,40
21 2623 53,95 51,35 51,54 51,58 51,58

42 2602 55,96 52,61 52,38 52,50 52,50

63 2581 56,99 53,24 53,20 53,31 53,31

126 2518 57,27 52,90 52,22 52,10 52,10

252 2392 59,03 45,65 43,14 43,02 43,02

504 2140 65,98 56,03 48,60 48,46 48,46

Desvio-Padrao 21 2623 97,64 95,77 94,36 94,32 94,32
42 2602 99,27 97,58 96,00 95,81 95,81

63 2581 100,00 97,29 9574 94,69 94,65

126 2518 100,00 99,56 99,52 94,52 94,52

252 2392 100,00 100,00 100,00 99,79 99,75

504 2140 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

MVP com peso maximo de dez por cento como padrao de comparagdo. Em
seguida foram considerados apenas os fundos com cota entre 30/4/1998 e
31/12/2008. Este critério introduz um viés de sobrevivéncia que dificulta a
aceitacao da hipotese da MVP ter desempenho superior aos fundos, o que nao
representa um problema para a andalise. A amostra ficou com 56 fundos. A
relagao desses fundos e sua comparagao com a MVP com peso méaximo de dez
por cento encontram-se nas tabelas incluidas no Apéndice. Os retornos da
MVP com peso maximo de dez por cento, naturalmente, nao sofrem desconto
de uma taxa de administracdo. As cotas dos fundos, contudo, sao liquidas
dessas taxas. As cotas dos fundos foram recompostas usando a taxa de admi-
nistracdo mais recente reportada para ser possivel comparar os retornos dos
fundos com os da MVP com peso maximo de dez por cento. Verificamos se as
taxas de administracao mais recentes eram diferentes das taxas do inicio do
periodo amostral, mas nao contatamos nenhum caso de alteracao de taxa na
amostra. As taxas de performance também reduzem os retornos dos fundos,
mas sua recomposi¢cdo nao é tao simples e, por isso, nao foram consideradas.
Na Tabela A.1 do Apéndice pode se ver que apenas 12 dos 56 fundos cobravam
taxa de performance, todas em relacao ao IBOVESPA. A recomposicao das ta-
xas de administracao foi feita segundo a equacdo 5, onde CA; é a cota ajustada
no dia t para a taxa de administracao (f) e C; é a cota reportada pelo fundo no
dia t. Para iniciar a série, considerou-se CAy = Cy. A taxa de administracao
considerada foi a altima reportada pelo fundo.
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1

CA; = CAy x% x(%) (5)
A Tabela 3 apresenta a frequéncia com que os fundos de a¢des que supera-
ram o retorno do MVP com peso maximo de 10 por agdo em mais da metade
das janelas mdveis analisadas entre abril de 1998 e dezembro de 2008. Ha
um contingente entre 7 e 28 fundos, dependendo da janela empregada, que
supera a MVP com peso maximo de dez por cento. Excetuando-se a janela
com tamanho de um dia, ndo ha uma relagao clara entre o tamanho da janela
e o nimero de fundos que supera o retorno da MVP com peso maximo de dez
por cento no mesmo periodo. Também nao se pode inferir que os fundos que
a superam sejam predominantemente os que empregam alavancagem. Con-
tudo, para as janelas mais longas, os fundos vencedores superam a MVP com
peso maximo de dez por cento com mais frequéncia. Os fundos vencedores
em cada tamanho de janela apresentam desvio-padrao menor do que a MVP
com peso maximo de dez por cento com muita frequéncia. Os resultados da
Tabela 3 sugerem que ha um grupo de fundos que é capaz de superar uma re-
gra simples de investimento como a empregada pela MVP com peso maximo
de dez por cento expondo-se a uma volatilidade menor. O leitor interessado

pode verificar quais foram estes fundos no Apéndice.

Tabela 3: Fundos de acdes que superaram o retorno do MVP com peso
maximo de 10 por agao em mais da metade das janelas méveis analisadas
entre abril de 1998 e dezembro de 2008

Percentual médio de ve-

Tamanho N° de  Percentual mé- zes em que o desvio-
da janela fundos dio de vezes em padrao do MVP foi su-
em dias de alavan-  que o retorno foi perado quando o re-
Negociagao Ne° fundos  cados superado torno foi superado
1 28 10 50,55 n/a
21 10 6 51,96 38,92
42 11 5 52,74 36,25
63 12 6 52,88 34,27
126 12 7 54,61 30,77
252 17 7 55,55 19,51
504 7 3 61,86 41,82

Nota: Janelas que se movem um dia de cada vez; o nimero de amostras decorrentes de
cada tamanho de janela encontra-se na Tabela 2; consideraram-se os retornos dos
fundos de a¢oes antes da deducao da taxa de administracao, recompostos conforme
a equagao 5; os nomes e os dados detalhados para cada fundo encontram-se no
Apéndice. "n/a"quer dizer "nao se aplica".

4.3 Testes de Robustez

Os testes de robustez se concentrardo na MVP com pesos limitados a dez por
cento porque foi a carteira que apresentou melhores resultados. O IBOVESPA
apresenta mais valores extremos do que a MVP e é possivel que eles sejam
responsaveis pela diferenca entre os dois indices. Foram excluidos os dez mai-
ores e 0s dez menores retornos diarios do IBOVESPA, mas a exclusio ndo mo-
dificou qualitativamente os resultados obtidos anteriormente. A MVP com
pesos maximos de dez por cento continuou superando o IBOVESPA quanto
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ao retorno diario médio (0,0786 e 0,0364 por cento, respectivamente). Houve
reducao do desvio-padrao do IBOVESPA para 0,0205, que ainda é bem maior
que o da MVP selecionada. Os dias de retornos extremos excluidos do IBO-
VESPA também foram excluidos da MVP. O teste de Wilcoxon aplicado aos
retornos remanescentes ainda foi significativo a dez por cento (Z, =1,832) e
a correlacdo entre os indices permaneceu elevada (0,831). O boxplot das duas
carteiras, que ndo foi incluido no artigo, mas que esta disponivel com os au-
tores, mostra que a MVP selecionada apresenta uma distribui¢ao de retornos
diarios menos dispersa.

A MVP com pesos limitados a dez por cento foi recalculada com os precos
médios de cada dia. Os resultados continuaram qualitativamente os mesmos.
Talvez os precos médios do dia levassem a resultados diferentes porque as
cotacgoes de fechamento refletem somente um momento do dia e podem ser
alteradas por um tnico investidor. O retorno diario médio variou de 0,0754
por cento com os precos de fechamento para 0,0745 por cento com 0s pregos
médios. O desvio-padrao foi de 0,0165 com os precos de fechamento e passou
para 0,0164 os precos médios. O teste de Wilcoxon para a diferenca entre os
retornos diarios da MVP selecionada e o IBOVESPA deixou de ser marginal-
mente significativo. A estatistica Z, resultou em -1,370 e ndo foi mais pos-
sivel afirmar que existisse diferenca estatistica entre a MVP selecionada e o
IBOVESPA. A correlagdo entre os indices aumentou para 0,963.

DeMiguel et al. (2009) afirmam que nenhuma forma de se calcular os pe-
sos das carteiras eficientes supera uma alocacdo ingénua com pesos iguais em
cada ativo (1/N). Um indice igualmente ponderado foi calculado com as mes-
mas agoes que foram incluidas na MVP sem limites sobre os pesos. A Tabela 4
mostra que este indice igualmente ponderado apresenta retorno didrio médio
e desvio-padrao dos retornos diarios maiores do que os das MVP com pesos
limitados a dez por cento e sem limites de peso. A relagao retorno médio divi-
dido pelo desvio-padrao do indice igualmente ponderado é essencialmente a
mesma do que a da MVP com pesos limitados a dez por cento.

Tabela 4: Estatisticas descritivas para as MVP com peso maximo de 10
(MVP 10), sem limites sobre os pesos (MVP 100), uma carteira igual-
mente ponderada com as mesmas a¢des da MVP 100 (1/N) e a MVP
com peso maximo de 10 estimada com uma matriz de covariancias ro-
busta (MVP 10 R)

MVP 10 MVP 100 1/N MVP 10 R
Retorno Acumulado (%) 632,8500 315,5300 713,4700  445,2200

Retorno diario médio (%) 0,0754 0,0539 0,0793 0,0642
Desvio-padrao 0,0165 0,0167 0,0173 0,0164
VaR 99 (%) 4,5320 4,6765 4,7673 4,4637

Ret. Méd. Dia/Desv. Pad. 0,0457 0,0323 0,0458 0,0390

Nao é possivel afirmar que a carteira igualmente ponderada apresenta de-
sempenho significativamente diferente das MVP selecionadas. As estatisticas
de Wilcoxon nado apresentaram significancia estatistica para a MVP com pe-
sos limitados a dez por cento (- 0,023) e para a MVP sem limitacao sobre os
pesos (-1,222). O coeficiente de correlacao de Spearman é elevado entre estes
indices, sendo de 0,963 e 0,926 para a MVP com pesos limitados a dez por
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cento e para a MVP sem limites sobre os pesos, respectivamente. Estes resul-
tados similares aos da MVP com pesos maximos de dez por cento favorece a
hipétese de que alocagdes simples sdo vantajosas. A Tabela 1 indica que o nu-
mero médio de ativos que compodem a carteira igualmente ponderada (12,63
ativos) é menor do que o numero médio de ativos que compdem a MVP com
pesos limitados a dez por cento (15,88 ativos). Uma carteira com pesos iguais
e com menos ativos do que a MVP de melhor desempenho é uma forte indi-
cacao de que regras que limitem os pesos e o nimero de ativos considerados
apresentam resultados dificeis de serem superados. Contudo, nao se deve es-
quecer que a carteira igualmente ponderada usada nesta analise partiu das
acOes selecionadas pela otimizacdo de média-variancia de Markowitz (1952)
para compor a MVP sem limites maximos de peso.

Uma nova MVP com pesos maximos de dez por cento foi obtida com base
no método proposto por Mendes & Leal (2005) para o calculo de uma matriz
de covariancia robusta. O retorno acumulado da MVP com pesos maximos
de dez por cento calculada com a matriz de covariancias amostral supera o
retorno acumulado da mesma MVP calculada com a matriz de covariancias
robusta. O desvio-padrao e o VaR das duas carteiras sao similares. Os retornos
diarios da MVP robusta sao significativamente menores do que os da MVP
classica, mas nao sao significativamente diferentes dos retornos do IBOVESPA.
A estatistica de Wilcoxon foi de —2,634 e —1,505, respectivamente, para estes
dois indices. Esse resultado difere do encontrado por Mendes & Leal (2005)
porque aponta que a metodologia robusta nao é superior. Essa divergéncia
pode ser resultado da imposi¢ao de um peso maximo por agao e da restricao ao
numero de a¢des que compdem a MVP robusta, uma vez que aqueles autores
nao impoem essa restrigao.

Em suma, os resultados que indicam a superioridade da MVP com pesos
limitados a dez por cento em relacdo ao IBOVESPA nao parecem ser devidos
aos valores extremos, ao uso de precos de fechamento ou a forma como a ma-
triz de covariancias foi calculada. Esta MVP também apresenta resultados
similares aos da carteira igualmente ponderada composta por agoes seleciona-
das para compor a MVP sem limites sobre os pesos. Neste altimo caso, ndo
se pode afirmar que ela supere uma carteira igualmente ponderada, embora
a carteira igualmente ponderada seja formada por menos ativos do que MVP
com pesos limitados a dez por cento, o que representa uma vantagem para a
primeira.

5 Conclusées

A carteira de minima variancia global com limites maximos impostos sobre
os pesos das a¢oes foi capaz de apresentar retorno médio maior com desvio-
padrao menor do que o IBOVESPA. Esta grande vantagem é atenuada pelos
testes estatisticos ndo paramétricos que nao indicam que os retornos destas
carteiras sao diferentes dos retornos do IBOVESPA, com a excec¢ao da carteira
de minima variancia global com pesos limitados a dez por cento. Esta restri-
¢do garantiu uma alocagdo mais estavel e uniforme para as a¢des nesta car-
teira em cada quadrimestre. Ela apresentou o maior retorno acumulado e o
segundo menor desvio-padrao entre as carteiras de minima variancia global e
se destacou na frequéncia com que superou os retornos do IBOVESPA. Este re-
sultado é consistente com a evidéncia apresentada por DeMiguel et al. (2009)
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de que limites sobre os pesos dos ativos nas carteiras e sobre o nimero to-
tal de ativos considerados sio medidas eficazes. O niumero médio de agdes
na carteira de minima varidncia global com pesos limitados a dez por cento
é consistente com a recomendagao para o numero maximo de a¢des em um
carteira para que se diversifique bem o risco sugerido por Ceretta & Costa Jr.
(2000) para o mercado brasileiro. Estas limita¢oes também ajudam a reduzir
o custo de gestao da carteira.

Os testes de robustez mostraram que a vantagem da carteira de minima
variancia global com pesos limitados a dez por cento sobre o IBOVESPA ¢
significativa e consistente. Ela continuou a superar o IBOVESPA estatistica-
mente mesmo quando os retornos atipicos foram removidos da amostra. O
uso de precos médios diarios no lugar dos precos de fechamento nao alterou
os resultados. O emprego de uma matriz de covariancias robusta, em conjunto
com o peso limitado em dez por cento, ndo melhorou os resultados.

A comparagao entre a carteira de minima variancia global com pesos li-
mitados a dez por cento e uma carteira com pesos iguais para as ac¢des sele-
cionadas para a carteira de minima variancia global sem limite sobre o peso
das ag¢des nao foi conclusiva a favor de uma ou outra. DeMiguel et al. (2009)
afirmam que a carteira igualmente ponderada supera todas as carteiras cal-
culadas por meio de diversos métodos mais complexos, incluindo a prépria
carteira de minima variancia global sem limitar o peso de cada ativo. Os resul-
tados deste estudo para a carteira de minima variancia global sem imposicao
de limites sao consistentes com os resultados destes autores. No entanto, a
cabe destacar que a carteira de minima variancia global com pesos limitados
a dez por cento apresentou risco menor do que o da carteira igualmente pon-
derada, com relagao retorno-risco praticamente igual, mas contava com mais
ativos, na média, do que esta Gltima.

A carteira de minima variancia global com pesos limitados a dez por cento
foi comparada a 56 fundos de ac¢des ativos que adotam ou nao alavancagem.
Os retornos observados para os fundos foram ajustados a sua taxa de admi-
nistragdo. Dependendo do tamanho da janela empregada, ha um contingente
relevante de fundos de agbes com gestdo ativa que supera o retorno da car-
teira de minima variancia global com pesos limitados a dez por cento, apre-
sentando volatilidade frequentemente menor. O uso de alavancagem pelos
fundos nao parece ser um fator que influencie no tipo de fundo vencedor
neste caso. Os fundos de a¢des que foram extintos durante o periodo anali-
sado eram provavelmente os de baixo desempenho. Os fundos empregados
nessas comparagoes, portanto, eram sobreviventes. Por outro lado, como nao
se ajustou o retorno dos fundos as taxas de performance, pode ser que hou-
vesse um nimero maior a superar a carteira de minima variancia global com
pesos limitados a dez por cento.

O ntmero elevado de a¢des excluidas nos primeiros quadrimestres pode
ter contribuido para que o desempenho dos indices de minima variancia nao
tenham se destacado do IBOVESPA nos primeiros periodos do estudo. A ex-
clusao de ativos reduz o nimero de combinagdes possiveis na carteira. E pos-
sivel ter havido um viés de sobrevivéncia favoravel aos indices de minima va-
ridncia se os ativos excluidos eram os de desempenho pior. Por outro lado, as
carteiras de minima variancia global superaram o IBOVESPA na maior parte
dos 22 quadrimestres analisados enquanto os quadrimestres com um nimero
maior de exclusdes foram apenas cinco.

As carteiras de minima variancia globais foram calculadas a cada quadri-
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mestre, seguindo o procedimento do IBOVESPA. Trabalhos futuros poderiam
investigar se frequéncias maiores ou menores de recalculo dos pesos teriam
influéncia sobre os resultados aqui apresentados. Atualiza¢oes mais frequen-
tes permitiriam a inclusdo mais rapida de ac¢des provenientes de IPOs, por
exemplo, mas elevariam o custo de gestdao da carteira. A analise apresentada
foi limitada as a¢des mais negociadas e que compdem o IBOVESPA, tendo
em mente a simplicidade. Uma extensao natural do estudo seria examinar o
impacto da inclusao de ativos internacionais, ETFs que repliquem indices de
ac¢oes de alguns dos maiores mercados globais, por exemplo, para investigar
se é benéfica para os investidores a criacao de mais uma referéncia de desem-
penho para o mercado.

Os resultados apresentados sugerem que criar um exchange-traded fund
(ETF) baseado na carteira de minima variancia global com pesos limitados
pode gerar um produto financeiro atraente, uma vez que parece superar o
IBOVESPA. A estratégia também pode ser facilmente replicada por clubes de
investimento e até por investidores individuais que se disponham a fazer o
calculo dos pesos a cada quadrimestre, um problema facilmente solucionéavel
com uma planilha Excel®. Um indice de minima variancia também poderia
ser desenvolvido e poderia ser empregado como referéncia de desempenho
alternativa ao indice IBOVESPA. Por outro lado, fica claro que uma carteira
igualmente ponderada composta por cerca de 12 ag¢des, dentre aquelas do
IBOVESPA, que apresentem os melhores indices de Sharpe também sera um
benchmark dificil de ser superado. Finalmente, cabe dizer que a gestao ativa
dos fundos analisados tem mérito e, em muitos casos, superou a estratégia
mais simples da carteira de minima variancia global com pesos limitados a
dez por cento.

Referéncias Bibliograficas

Almeida, V. S. (2012), ‘Are betas best? the correlation structure on brazilian
equity market., Journal of International Finance and Economics . forthcoming.

Ang, A., Hodrick, Robert, J., Xing, Y. & Zhang, X. (2006), ‘The cross-section
of volatility and expected returns’, The Journal of Finance 61(1), 259-299.

Arditti, F. D. & Levy, H. (1975), ‘Portfolio efficiency analysis in three mo-
ments: The multi-period case’, The Journal of Finance 30(3), 797-809.

Bauer, R., Haerden, R. & Molenaar, R. (2004), ‘Asset allocation in stable and
unstable times’, Journal of Investing 13(3), 72-80.

Best, M. J. & Grauer, R. R. (1991), ‘On the sensitivity of mean-variance effici-
ent portfolios to changes in asset means: some analytical and computational
results’, The Review of Financial Studies 4(2), 315-342.

Black, F. & Litterman, R. (1991), ‘Asset] allocation: combining investors vi-
ews with market equilibrium’, Journal of Fixed Income 1(2), 7-18.

Bloomfield, T., Leftwich, R. & Long John, J. (1977), ‘Portfolio strategies and
performance’, Journal of Financial Economics 5(2), 210-218.

Ceretta, P. S. & Costa Jr.,, N. C. A. (2000), Quantas a¢des tornam um port-
folio diversificado no mercado de capitais brasileiro?, in N. C. A. Costa, Jr,



552 Thomeé, Leal e Almeida Economia Aplicada, v.15, n.4

R.P. C. Leal & E. F. Lemgruber, eds, ‘Mercado de Capitais: Andlise Empirica
no Brasil’, Atlas.

Clarke, R., de Silva, H. & Thorley, S. (2006), ‘Minimum-variance portfolios
in the u.s. equity market’, The Journal of Portfolio Management 33(1), 10-24.

Constantinides, G. M. & Malliaris, A. G. (1995), Portfolio theory, in R. A. Jar-
row, V. Maksimovic & W. T. Ziemba, eds, ‘Handbooks in operations research
and management science: Finance’, Vol. 9, North-Holland: Elsevier.

DeMiguel, V., Garlappi, L. & Uppal, R. (2009), ‘Optimal versus naive diversi-
fication: how inefficient is the 1/n portfolio strategy?’, The Review of Financial
Studies 22(5), 1915-1953.

Disatnik, D. J. & Benninga, S. (2007), ‘Shrinking the covariance matrix op-
timal versus naive diversification: how inefficient is the 1/n portfolio stra-
tegy?’, The Journal of Portfolio Management 33(4), 55-63.

Fletcher, J. & Hillier, J. (2001), ‘An examination of resampled portfolio effici-
ency’, Financial Analysts Journal 57(5), 66-74.

Gohout, W. & Specht, K. (2007), ‘Mean-variance portfolios using bayesian
vector-autoregressive forecasts’, Statistical Papers 48(3), 403-418.

Green, R. C. & Hollifield, B. (1992), “‘When will mean-variance efficient port-
folios be well diversified?’, The Journal of Finance 47(5), 1785-1809.

Handa, P. & Tiwari, A. (2006), ‘Does stock return predictability imply impro-
ved asset allocation and performance? - evidence from the us stock market
(1954-2002), The Journal of Business 79(5), 2423-2468.

Harvey, C., Liechty, J. & Liechty, M. (2008), ‘Bayes vs. resampling: a rematch’,
Journal of Investment Management 6(1), 1-17.

Harvey, C., Liechty, J., Liechty, M. & Muller, P. (2010), ‘Portfolio selection
with higher moments’, Quantitative Finance 10(5), 469-485.

Jobson, J. D. & Korkie, B. (1981), ‘Putting markowitz theory to work’, The
Journal of Portfolio Management 7(4), 70-74.

Kahneman, D. & Tversky, A. (1979), ‘Prospect theory: An analysis of decision
under risk’, Econometrica 47(2), 263-291.

Leal, R. P. C. & Mendes, B. V. M. (2010), ‘Incorporating tail dependence
into markowitz mean-variance model’, Unpublished Working Paper, Insti-
tuto Coppead de Administracao/UFR].

Ledoit, O. & Wolf, M. (2004), ‘Honey, i shrunk the sample covariance matrix’,
The Journal of Portfolio Management 30(4), 110-119.

Levine, D. M., Stephan, D. E,, Krehbiel, T. C. & Berenson, M. L. (2005), Esta-
tistica: teoria e aplicagdes, 3 edn, LTC.

Markowitz, H. (1952), ‘Portfolio selection’, The Journal of Finance 7(1), 77-91.

Mendes, B. V. M. & Leal, R. P. C. (2005), ‘Robust multivariate modeling in
finance’, International Journal of Managerial Finance 1(2), 95-107.



Um Indice de Varidncia de Acées Brasileiras 553

Mendes, B. V. M. & Leal, R. P. C. (2010), ‘Portfolio management with semi-
parametric bootstrapping’, Journal of Risk Management in Financial Instituti-
ons 3(2), 174-183.

Michaud, R. O. (1989), ‘The markowitz optimization enigma: is "optimi-
zed"optimal?’, Financial Analysts Journal 45(1), 31-42.

Michaud, R. O. (1998), Efficient asset management: a practical guide to stock
portfolio optimization and asset allocation, 1 edn, Harvard Business School Pu-
blishing.

Oliveira, F. N. & De Paula, E. L. (2008), ‘Determinando o grau 6timo de di-
versificacao para investidores usuarios de home brokers’, Revista Brasileira de
Finangas 6(3), 437-461.

Rousseeuw, P. J. (1984), ‘Least median of squares regression’, Journal of the
American Statistical Association 79(338), 871-881.

Rousseeuw, P. J. & Van Driessen, K. (1999), ‘A fast algorithm for the mini-
mum covariance determinant estimator’, Technometrics 41(3), 212-223.

Rubinstein, M. (1973), ‘The fundamental theorem of parameter preference
security valuation’, The Journal of Financial and Quantitative Analysis 8(1), 61—
69.

Samuelson, P. A. (1970), ‘The fundamental approximation of theorem of port-
folio analysis in terms of means, variances and higher moments’, The Review
of Economic Studies 37(4), 537-542.

Triola, M. F. (2005), Introdugao d estatistica, 1 edn, LTC.

Tversky, A. & Kahneman, D. (1991), ‘Loss-aversion in riskless choice:
a reference-dependent model’, The Quarterly Journal of Economics
106(4), 1039-1061.



554 Thomeé, Leal e Almeida Economia Aplicada, v.15, n.4

Apéndice A

Tabela A.1: Relagao e informagdes dos fundos de a¢des com gestao ativa
selecionados

Nome do fundo de investimento ~ N° Fundo Alavancado Taxa anual Taxa de
de Adminis- performance

tragao
ALFA DINAMICO FIC AQOES 1 Sim 4,50 Nao cobra
ALFA FIC ACOES 2 Sim 8,50 Nio cobra
ALFA SPECIAL FI ACOES 3 Sim 2,00 Nao cobra
ALFAMAIS FIC ACOES 4 Sim 7,50 Nio cobra
ATICO ACOES FI ACOES 5 Nao 3,00 Nao cobra
BANCO DO NORDESTE 6 Nao 3,00 Nao cobra
FI ACOES
BANRISUL {NDICE FI ACOES 7 Nao 4,00 Nao cobra
BB IBOVESPA ATIVO 8 Nao 3,00 Nao cobra
FIC ACOES
BRADESCO BA FIC ACOES 9 Nao 4,00 Nao cobra
BRADESCO FIC ACOES 10 Nao 4,00 Nao cobra
BRADESCO IBOVESPA 11 Nao 4,00 Nao cobra
ATIVO FIC AGCOES
BRADESCO IV FIC ACOES 12 Nao 4,00 Nao cobra
BRADESCO MAXI FIC ACOES 13 Nao 4,00 Nao cobra
BRADESCO PRIME ACTIVE FIC 14 Sim 2,50 Nao cobra
ACOES
BRADESCO PRIVATE 15 Sim 2,00 Nao cobra
ALAVANCADO IBOVESPA
FI ACOES
BRADESCO SUPER ACAO 16 Nao 0,80 Nao cobra
FI ACOES
BRAM FIB FI ACOES 17 Nao 0,23 15,00
BTG PACTUAL ANDROMEDA FI 18 Nao 1,50 20,00
ACOES
COINVALORES FI ACOES 19 Sim 3,00 Nao cobra
COMERCIAL MASTER 20 Sim 2,50 20,00
FI ACOES
ELITE FI AGCOES 21 Nio 2,00 Nio cobra
FAMA CHALLENGER 22 Nao 2,00 20,00
FIC ACOES
FATOR INSTITUCIONAL 23 Nao 0,40 18,00
FI ACOES
FATOR JAGUAR FI ACOES 24 Sim 2,00 20,00
FIBRA VIC FI ACOES 25 Nao 2,50 Nao cobra
HSBC FIC A(;OES 26 Nao 2,50 Nao cobra
ITAPOA FI ACOES 27 Nio 0,50 Nio cobra
ITAU CARTEIRA LIVRE 28 Sim 4,00 Nao cobra
FI ACOES
ITAU INSTITUCIONAL 29 Nao 0,90 Nao cobra
IBOVESPA ATIVO

FI ACOES
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Tabela A.1: Relacao e informacdes dos fundos de agdes com gestao ativa
selecionados (continuagao)

Nome do fundo de investimento ~ N° Fundo Alavancado Taxa anual Taxa de
de Adminis- performance

tracao
ITAU PERSONNALITE 30 Sim 2,00 Nio cobra
IBOVESPA ATIVO
FI ACOES
ITAU PRIVATE ATIVO 31 Nao 2,00 Nao cobra
FI ACOES
ITAU PRIVATE 32 Nio 0,00 Nio cobra
EXPERTISE
FIC ACOES
ITAU SELECT IBOVESPA 33 Sim 4,00 Nao cobra
FIC ACOES
LEGG MASON PORTFOLIO 34 nio 0,00 Nio cobra
FI ACOES
LEGG MASON PRIVATE 35 Nio 4,00 Nio cobra
FOCUS FIC ACOES
LEGG MASON SILVER 36 Nio 4,00 Nio cobra
IBOVESPA ATIVO
FIC ACOES
LUXOR FI AGOES 37 Nao 0,10 30,00
MAGLIANO FI ACOES 38 Sim 2,00 20,00
MULTIPLY VARIABLE 39 Nio 0,10 30,00
FI ACOES
OPPORTUNITY LOGICA II FIC 40 Sim 0,00 Nio cobra
ACOES
PREVIDENCIA B FI ACOES 41 Nio 0,10 30,00
PROSPERO ADINVEST 42 Sim 4,00 Nao cobra
FI ACOES
RT GALAXIA FI AGOES 43 Nao 0,00 Nao cobra
SAFRA ACOES FI ACOES 44 Nio 3,95 Nio cobra
SAFRA PRIVATE FI AQOES 45 Sim 1,00 Nao cobra
SANTANDER FI ACOES 46 Nio 4,00 Nio cobra
SANTANDER INSTITUCIONAL 47 Nio 1,00 Nio cobra
BR IBOVESPA
FI ACOES
SANTANDER ONIX 48 Nao 2,50 Nao cobra
FIC ACOES I
SANTANDER PLUS 49 Nio 5,00 Nio cobra
FIC ACOES
SLW FI ACOES 50 Nao 4,00 Nao cobra
SUL AMERICA 51 Sim 3,00 Nio cobra
EQUILIBRIUM FI ACOES
UNIBANCO BLUE FI ACOES 52 Nio 5,00 Nio cobra
UNIBANCO PREVIDENCIA IBO- 53 Nio 0,00 Nio cobra
VESPA FI ACOES
UNIBANCO STRATEGY 54 Sim 3,00 Nio cobra
FI ACOES
UNIBANCO TIMING 55 Sim 2,50 20,00
FI ACOES

VOTORANTIM FI ACOES 56 Nao 1,80 20,00
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Tabela A.2: Percentual de janelas em que o desvio-
padrao dos fundos de agdes com gestdo ativa sele-
cionados foi maior do que o desvio-padrao da car-
teira de minima variancia global (MVP) com pesos
limitados a dez por cento para janelas méveis de 1,
21,42, 63,126, 252 e 504 dias uteis

Fundo 1 21 42 63 126 252 504
1 48,51 44,53 43,74 43,59 40,63 34,53 27,34
2 48,16 42,58 38,39 35,96 30,82 25,88 12,20
3 49,00 45,94 45,27 45,80 43,01 37,71 31,21
4 48,54 44,34 43,47 42,74 40,79 34,41 26,26
5 50,09 45,86 45,89 45,52 45,91 37,88 32,66
6 49,87 46,17 43,97 43,90 39,16 37,42 31,87
7 49,91 48,00 45,39 44,87 41,66 46,32 34,81
8 49,34 44,45 42,47 40,68 36,38 31,23 21,87
9 49,91 46,51 43,50 41,46 42,65 42,22 27,85
10 49,22 46,47 44,31 42,46 39,95 38,04 28,79
11 50,17 49,18 46,93 47,46 44,88 45,94 36,12
12 49,26 42,24 39,82 35,99 34,35 33,65 18,97
13 49,07 42,28 39,85 36,54 34,67 28,68 18,97
14 51,12 51,24 49,96 51,96 53,10 53,64 46,82
15 49,87 50,29 50,15 49,67 51,91 53,80 49,67
16 49,26 43,42 42,24 41,61 38,76 37,00 31,12
17 50,55 48,65 48,58 48,04 47,50 49,58 43,88
18 50,36 52,61 54,15 51,76 53,18 58,32 48,97
19 50,89 46,85 45,35 45,41 45,04 39,67 44,58
20 51,19 53,11 55,80 55,99 60,88 55,02 58,22
21 49,91 52,38 52,88 54,17 53,49 52,01 52,94
22 50,66 51,58 52,19 53,20 53,53 58,03 67,06
23 50,09 47,05 44,50 45,45 44,36 42,98 32,66
24 50,25 49,90 49,54 51,22 52,07 45,90 55,84
25 50,70 49,87 50,81 50,68 50,83 57,11 49,63
26 49,30 46,32 41,97 40,10 37,13 33,95 29,16
27 48,77 45,75 42,97 42,19 38,17 36,33 28,32
28 49,56 47,62 45,04 46,34 45,59 46,49 39,49
29 49,68 48,11 46,73 48,59 47,62 51,13 41,54
30 50,13 48,34 46,73 46,73 44,84 49,83 42,76
31 49,94 49,33 48,39 49,48 47,90 52,59 43,22
32 50,66 49,83 47,81 47,97 46,66 47,70 47,29
33 49,64 48,11 47,43 48,00 48,09 52,05 42,52
34 50,36 48,91 47,00 47,54 46,78 53,68 40,61
35 50,36 48,72 46,77 47,31 46,58 53,55 40,61
36 50,13 47,31 44,47 45,52 43,53 47,87 37,48
37 50,02 48,30 48,96 49,13 46,98 49,92 40,23
38 48,39 45,90 45,85 43,70 40,98 31,81 23,88
39 50,47 48,27 49,46 49,28 42,85 49,92 41,40
40 51,27 51,73 51,42 51,07 56,95 61,91 66,45
41 50,06 46,59 45,96 46,49 43,45 47,32 37,80
42 51,34 54,06 57,57 61,18 65,89 72,12 79,21
43 50,32 51,77 53,69 52,69 52,34 57,65 53,27
44 49,56 48,80 47,23 47,77 46,35 48,91 43,27
45 49,64 47,73 45,77 45,68 48,69 51,51 39,63
46 50,09 46,89 45,73 47,31 43,92 48,12 38,04
47 50,47 49,87 50,31 50,29 49,29 50,17 41,73
48 49,45 42,89 39,24 38,05 32,96 25,21 16,87
49 50,32 48,72 48,89 49,05 47,74 48,54 38,46
50 48,96 44,22 42,97 43,39 43,57 44,31 35,33
51 50,59 50,86 51,11 50,41 51,19 49,83 47,80
52 49,87 46,17 44,93 44,05 40,67 39,38 33,18
53 49,53 44,34 42,28 41,38 40,31 36,08 32,57
54 50,09 47,16 44,77 44,98 42,61 45,23 34,02
55 52,63 47,69 46,43 44,91 40,63 42,68 37,43
56 48,81 46,78 45,70 45,56 46,78 45,90 42,52

Amostras 2643 2623 2602 2581 2518 2392 2140
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Tabela A.3: Percentual de janelas em que o
desvio-padrao dos fundos de a¢des com gestdo
ativa selecionados foi maior do que o desvio-
padrao da carteira de minima variancia global
(MVP) com pesos limitados a dez por cento
para janelas méveis de 1, 21, 42, 63, 126, 252
e 504 dias uteis

Fundo 21 42 63 126 252 504
1 24,97 22,33 16,54 8,54 3,55 0,00
2 36,07 33,01 30,72 23,99 20,53 8,74
3 22,68 18,60 13,95 6,75 1,46 0,00
4 24,93 21,98 16,35 8,26 3,22 0,00
5 40,34 40,35 39,29 40,19 42,14 36,96
6 28,56 21,83 18,09 12,31 0,71 0,00
7 23,79 21,21 20,07 13,03 11,96 0,00
8 22,84 19,06 15,73 8,22 4,10 0,00
9 44,91 43,08 38,32 31,65 27,76 12,99
10 34,46 32,71 27,59 18,03 13,38 2,94
11 25,24 21,68 18,36 12,11 9,36 0,00
12 26,42 25,21 20,53 13,74 12,17 2,38
13 28,97 25,90 20,69 13,26 12,17 2,34
14 24,17 18,72 16,35 11,28 5,56 0,00
15 24,40 21,21 18,91 11,48 6,77 0,00
16 25,31 22,37 20,38 17,04 11,87 5,61
17 33,93 30,13 26,77 29,51 26,17 20,19
18 22,87 16,22 12,98 7,07 0,33 0,00
19 32,33 27,71 24,45 20,53 14,34 9,72
20 30,39 26,13 25,57 22,52 22,78 22,52
21 57,34 55,57 57,11 61,87 75,13 81,87
22 58,18 58,03 57,15 58,50 55,81 58,97
23 35,38 32,36 30,30 25,89 23,04 25,65
24 34,01 30,90 28,59 21,33 15,97 7,43
25 37,93 36,05 33,32 23,91 14,92 10,05
26 25,81 20,52 17,47 9,25 4,06 0,00
27 31,45 28,13 23,17 13,58 4,68 0,00
28 21,81 19,68 15,81 10,92 8,78 0,00
29 22,00 16,10 13,17 8,30 1,63 0,00
30 23,14 21,25 16,85 11,28 9,07 0,00
31 24,86 21,60 17,71 12,27 8,65 0,00
32 0,04 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
33 21,88 17,18 13,44 4,09 1,55 0,00
34 24,78 19,75 16,20 8,70 4,35 0,00
35 24,78 19,75 16,16 8,66 4,31 0,00
36 24,74 19,68 16,16 8,66 4,31 0,00
37 42,62 40,39 36,85 40,15 37,50 28,27
38 32,75 27,94 25,11 22,32 25,63 19,67
39 40,11 37,13 33,86 32,72 29,47 25,42
40 24,70 19,37 16,66 8,86 3,60 0,00
41 43,12 41,89 40,10 37,85 38,50 30,42
42 54,90 55,19 56,57 59,09 64,01 78,22
43 53,76 52,69 51,96 47,82 39,46 43,74
44 35,99 32,28 28,52 29,63 35,74 35,28
45 30,04 27,25 24,22 20,41 17,18 25,14
46 22,46 16,64 12,86 8,26 1,63 0,00
47 24,29 19,83 16,78 10,52 5,64 0,00
48 22,95 17,26 14,45 8,26 1,84 0,00
49 22,68 19,22 16,39 10,05 5,31 0,00
50 47,92 48,50 47,73 45,27 45,32 24,07
51 38,54 38,47 38,24 35,46 28,60 32,71
52 29,28 25,44 20,38 11,24 7,23 0,00
53 29,51 27,63 22,94 13,66 5,94 0,00
54 21,88 18,52 12,59 6,12 1,05 0,00
55 34,20 30,09 27,24 21,01 15,01 19,39
56 21,65 16,72 12,32 6,24 0,00 0,00

Amostras 2623 2602 2581 2518 2392 2140






