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Resumo: Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de se apresentar a aplicacdao de um
esquema de discretizacdo mais eficiente para volumes finitos, denominado Flux-Spline utilizando-
se, para tal, de dois casos de transporte difusivo de umidade e calor, através de um meio poroso
capilar. Os resultados da solugdo numérica do sistema de equagcdes formado pelas equacdes de
Luikov mostram desempenho adequado do esquema para este tipo de problema, quando comparado
ao tradicional esquema de diferenca central e ao método da transformada integral.
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Flux-Spline discretization scheme applied
to drying in capillary porous media

Abstract: This study was conducted with the objective to present a more efficient discretization
scheme to finite volumes method called Flux-Spline, utilizing for the purpose, two cases of pure
diffusion in capillary porous media. The results of numerical simulation of the system of equations
formed by Luikov equations showed a good performance of the scheme in comparison to the

Central Difference Scheme and Generalized Integral Transform Technique method.

Key words: diffusion, Luikov equations, finite volumes

INTRODUCAO

Problemas praticos envolvendo transporte de calor e massa
aparecem em processos como fusdo e solidificagdo de materiais,
secagem de madeira, armazenamento e beneficiamento de graos,
movimentacao de agua, poluentes ou adubos em solos, conforto
ambiental em edifica¢Ges, escoamentos atmosféricos e previsdo
de tempo. O método de volumes finitos ¢ utilizado por grande
parte da literatura dos problemas citados acima.

Dentre os esquemas de discretizagdo usados em volumes
finitos para difusdo pura, o esquema de Diferenga Central,
descrito em Patankar (1980), gerado a partir da hipdtese de que
o fluxo difusivo da variavel dependente ¢ constante entre dois
pontos da discretizagdo, ocupa lugar de destaque na comuni-
dade de simula¢do numérica, devido a sua simplicidade ¢ aos
bons resultados para este tipo de fenomeno. A fim de reduzir
esforgo computacional, Varejao (1979) demonstrou que, admitir
uma variacdo linear do fluxo total da variavel dependente
transportada dentro de cada volume de controle, gera um perfil
interpolante denominado Flux-Spline, que produz, para todos
os problemas teste usados ao longo do seu trabalho, erros
expressivamente menores que o esquema de Diferenga Central.
Nieckele (1985) confirmou o bom desempenho do esquema Flux-

Spline, comparando-o aos demais esquemas utilizados na
literatura de métodos numéricos da época. Oliveira (1997) utilizou
este esquema para simular convec¢do natural em cavidades
abertas, também com bons resultados. A tinica modifica¢ao
presente no esquema Flux-Spline, com relagdo ao tradicional
esquema de diferenca central, reside no aparecimento de mais
um termo-fonte, cujo calculo ndo possui qualquer dificuldade.

O presente trabalho teve como objetivo apresentar um
esquema de discretizagdo mais elaborado em relagdo aos
atualmente utilizados pelos usuarios deste método, para tratar
problemas difusivos governados pelo sistema de equagdes
descritas em Luikov & Mikhailov (1965), Luikov (1966) e Luikov
(1975). Tais equagdes, denominadas equagdes de Luikov,
governam a transferéncia simultdnea de calor e massa em
problemas como a secagem de madeira, solos, cerdmicas e
produtos agricolas e farmacéuticos.

MATERIAL E METODOS

Discretizacio de difusdo em regime permanente por volumes
finitos

A equagdo diferencial que rege o transporte de um escalar,
(¢, em regime permanente, ¢:
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Vi®=g® (1)

em que o fluxo difusivo da variavel dependente ¢ ¢ J*=-T"¢p Vo
e S¢ = Scd + Spho representa o termo fonte linearizado como
em Patankar (1980). A Eq. 1 pode ser colocada em coordenadas
cartesianas na forma:

o o o
aJx . dly N dlz _go )
X dY oz

O fluxo difusivo na dire¢do X da varidvel dependente ¢ é:

@)

em que I'? ¢é o coeficiente de difuséo, propriedade que expressa
a capacidade do meio de transportar a varidvel dependente ¢.
Num caso unidimensional, admite-se que o fluxo total e suas
derivadas sejam posicionados nas faces dos volumes de
controle, como mostrado na Figura 1. Assume-se que o fluxo
total Jx® possa variar na diregdo X, de forma linear, ao longo de
cada volume de controle. Desta hipdtese obtém-se a seguinte
expressao para o volume de controle i:

Ix0 = Cx? nx; + Dx? @)
Xi

NX; ZA_Xi ®)

Dx{ = Jx; ©)

Cx? = (1x,, - 1x?) @

[ ¢ ¢
Ix{, 4 » o, __>in ., __,Jxm

«— X, ———— & ——>
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Figura 1. Discretizag¢do unidimensional para volumes finitos

Para o volume de controle (i-1) mostrado na Figura 1 sob a
coordenada Xm:

Jxm? = mef’ nxm; +Dxmf’ ®)

em que:
Nxm; = 9
1 AXI_ ( )
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Dxm; = —Jx?’ (10)

me? = Jx? - Jx? I (11)

Obtém-se, da igualdade entre as Egs. (3) ¢ (4) para um
volume de controle i:

—rﬁ’dd?q’ =Cx? nx; +Dx? (12)

1

A solucao da equagdo diferencial acima, assumindo-se o
coeficiente l"i‘D constante dentro deste volume de controle,
fornece o perfil interpolante do esquema de discretizacdo para
difusdo pura:

2
o= qu)o{;c “’fX - qu’X:l + C, (13)

1

Com a condigdao ¢(X, = AX)) = ¢,, obtém-se o valor da
constante de integracdo para o volume de controle i:

AX; 1 AXT
¢ ] ] i )
Cvm—[ F¢ nmx; 2}3xi + Dx| l"iq’ + 0 (14
em que:
nmx; = AX; (15)
'AX,

Para o volume de controle (i - 1) usando-se o sistema de
coordenadas Xm, mostrado na Figura 1, com a condig¢do ¢(Xm,
=AX. )=0,_, tem-se uma equacdo similar a Eq. 14:

AXF 1 AXF
Cl = = npx = xm? + Dxm? ==L+ 6, (16)
ve { 1-*¢ 2 Fi‘gl
em que:
npx. = AX{ .
p i-1 AXi_l ( 7)

Condic¢ao de continuidade para a varidvel dependente ¢
Na interface entre os volumes de controleie (i- 1) a variavel
dependente possui um valor inico, ou seja:

o(X; =0)=0(Xm; =0) (18)

O que equivale a:
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C?m = C?m 1 (19)

Equagio para os fluxos na direcio X,

Ap6s a substituicdo em (19) das Egs. (14) e (16) obtém-se a
expressdo para os fluxos difusivos Jx.¢, ao longo do dominio
emx:

Ix? =DIx?(9;, — 0;)+ Jhatx? (20)

em que:

S @D
AXT | AXE,
r? r¢

Jhatx? = BIx?(1x? —Jx?, ) - Cx?(x?, —1x?) (22

1 AX;
BJx? = —DJx ?’— mx, 23
5 pn n (23)

i

+
CIx? = lDJXfD%
1 2 1 ¢

i1

npX;_ (24)

Equacio de discretizacio para a variavel dependente ¢

A discretizacao da equacdo de governo (2) para um caso
tridimensional em regime permanente fornece, de acordo com
o método de volumes finitos:

(Jx?ﬂ, ik Ix? ik )AYjAZk +

(JY?JH k _JY?J k)M< AZy + (Jz?j,kﬂ _Jz?,j k)M<iAYJ' =

(Sc?,  +Sp%, 0111 AV; 11 = AXAY AZ, ) 25)

Substituindo-se na expressdo acima as equagdes para os
fluxos, obter-se-4, a equagdo de discretizagdo para a variavel
dependente ¢:

APi?j,kq)i,j,k = AIMﬁj,kq)i—l,j,k +AIPi‘?j,k¢i+l,j,k +
AJM?jkq)i [ AJPi¢j KOk + (26)
AKMleq’le 1 +AKP, _]k¢1_]k+1 +CON

emque:
AIM?; =DIx{; AY,AZ, @7

AIP?, =DIx},, ; AY,AZ, (28)

i+1,j,k
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AIMY;, = DIy}, AX,AZ, 29)
AJPiq,)j,k = DJy?,jH,kAXiAZk (30)
AKM?, | =Dz, AX;AY; @D
AKP?, | =DJz{;,  AXAY; (32)

AP% = AIMY, | +AIPY,, +AIM?, |

AJPY,| +AKM!, | +AKP?,| - (33)
Sp{; AXGAYAZ,
CON{;, = Scf; AV, ;, —DIVhat{, (34)

DIVhat!,, = (Jhatx — Jhatx{, )AYjAzk +

i+1,5,k
(haty?,,, , ~Jhaty®,, AX,AZ; +  (39)

(Jhatz?j i —Jhatzd )AXiAYj

Discretizacio de problema difusivo transiente por volumes
finitos

A discretizagdo proposta por Patankar (1980) para casos
transientes, ¢ totalmente implicita no tempo, o que faz com que
se modifiquem as seguintes expressdes:

l_]k_ZA Spl_]k Jk+ = (36)
APi‘?j,kq)i,j,k = ZAan)nb + Scﬁj,kAVi,j,k +
AV. .
Id i,j,k
0%k 32—+ Sspl &)

em que XA € a somatoria dos coeficientes vizinhos ao ponto
de coordenadas (i, j, k), 91, j, k € o valor da variavel dependente
no tempo atual, ¢i, j, k é o valor da variavel dependente no
tempo anterior e AT ¢ o intervalo de tempo adimensional. O
método de solugdo do sistema de equacdes algébricas ¢é
descrito em detalhes por Oliveira (1999).

RESULTADOS E DISCUSSAO

O esquema anteriormente descrito sera aplicado a problemas
transientes uni ¢ bidimensionais. As expressdes para a
discretizacdo unidimensional sdo obtidas suprimindo-se as
diregdes Y e Z. As equagdes de Luikov (1965) adimensiona-
lizadas, para problemas de secagem em corpos porosos

R. Bras. Eng. Agric. Ambiental, Campina Grande, v.7, n.1, p.135-140, 2003



138 P.C. Oliveira & J.L. Lima

capilares, sob condi¢des de pressdo constante, de acordo com
Ribeiro et al. (1993) sdo:

% o V?e, =-p V36, (38)
a1

9 14 V20, = —LuPn V?6, (39)

ot
emque: 0, =[T(x,y,z,t)-T T ~T,0,=[U ~U(x,y,z )JU -U’,
o.=1+eKoLuPne B=eKoLu.

T, e U, sdo a temperatura e umidade iniciais do corpo poroso,
T, ¢ a temperatura do ar de secagem e U" ¢ a umidade de
equilibrio do corpo poroso com o ar.

Os parametros adimensionais restantes envolvidos, o, B3, €,
Lu, Ko e Pn, sdo definidos em Ribeiro etal. (1993). X =X/L _¢a
coordenada espacial adimensional e T = at/L > o tempo
adimensional. A discretizacdo do termo transiente ¢é feita
usando-se diferencga finita de primeira ordem ¢ as equagdes
geradas sdo totalmente implicitas no tempo, como proposto
por Patankar (1980). A malha espacial utilizada nos dois casos
sera acompanhada por uma malha de 50 passos, ao longo do
tempo.

Problema Teste 1

Foi retirado de Ribeiro et al. (1993) e consiste numa placa
porosa tmida de espessura unitaria exposta ao ar seco, que
sofre a agdo de secagem devido a um fluxo de calor em sua face
inferior, como mostrado na Figura 2. Os coeficientes das
equagdes de transporte sdo constantes. O objetivo é obter-se
a distribuicdo de temperatura ¢ umidade para varios tempos,
ao longo de X.

Transporte de calor e massa por convecgdo
Fluxo de ar seco

Fluxo de calor em X=0
Figura 2. Secagem em placa porosa imida aquecida em X =0

A condicao inicial para a temperatura e umidade ¢ descrita
por:

0,(X,1=0)=0,(X,1=0)=0

ae1 (O’T)
01 __ 40
L Q (40)
30,(0,7) _ 96,(0,7)
—-P =0
X X “
%— igl1—6, ]+ (1-€)KoLuBi, [1 -6, ]= 0para X =1(42)
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—%+Pn%+Bim[l—62]:0 para X=1 (43)

Bi_€ o coeficiente de transferéncia de calor adimensional, Bi_ o
coeficiente de transferéncia de massa adimensional e Q o fluxo
de calor adimensional em X igual a zero. Os valores dos
parametros adimensionais usados, foram Lu=0,4, Ko=5,0, Pn
=0,6, Biq =Bi ,£=0,2¢eQ=0,9.

Os resultados da simulacdo numérica para temperatura
e umidade, utilizando-se o esquema Flux-Spline com vinte
volumes de controle, como fungdes da posi¢do ao longo de X,
para os tempos Tiguala0,1, 0,4 ¢ 0,8, estdo plotados na Figura 3,
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Posicéo ao Longo de X
Figura 3. Perfis de temperatura (A) e umidade (B) adimensionais
obtidos por Flux-Spline (linha cheia) com 20 vcs, comparadas
com os resultados pontuais de Ribeiro et al. (1993)
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Figura 4. Perfis de temperatura (A) e umidade (B) adimensionais
obtidos por Flux-Spline (10x10) comparados com solucéo
usando-se Dif. Central com 80x80 vcs

com linhas cheias. Os seis resultados pontuais de Ribeiro et al.
(1993) obtidos por meio do método da transformada integral
(usado como referéncia) sdo aqui representados pelos simbolos
para cada tempo T. Nota-se excelente concordancia com a
solugdo de referéncia, devido ao fato do resultado com o método
de volumes finitos passar pelos seis pontos, utilizando-se
reduzido nimero de volumes de controle.

Problema Teste 2

Retirado de Ribeiro & Lobo (1998), consiste numa placa
porosa bidimensional de dimensdes unitarias com coeficientes
constantes. A face Oeste (X=0) ¢ a face Sul (Y=0) sdo isoladas
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em termos de fluxo de calor e umidade, de forma que calor e
umidade fluem apenas pelas faces Oeste e Norte. Os valores
dos parametros adimensionais sdo Lu=0,4, Ko=3,0,Pn=1,0
ee=0,2. As condi¢es iniciais sdo as mesmas do caso anterior.
Para T > 0, as condigdes de contorno sdo:

90,(0,Y,7) _ 98,(X.0,7) _ 0

0X oY @9
00,(0,Y,1) 00,(0,Y,7)
-P =0 45
X T 3
09, (X,0,7) 09, (X,0,7)
-P =0 46
Y P o)
0,(1,Y,1)=6,(,Y,7)=10 47)
0,(X,1,1)=6,(X,1,7)=1,0 48)

As Figuras 4A e 4B exibem os resultados do esquema Flux-
Spline (linha cheia) para temperatura e umidade para Y=0, ao
longo da coordenada X, para trés tempos adimensionais T (0,08,
0,4 ¢ 0,8) em comparagdo com uma solugao de referéncia (linha
tracejada) obtida usando-se o tradicional esquema de Diferenca
Central com uma malha de 80x80 volumes de controle. Note
que a aproximagao dos resultados tomados como referéncia ¢
expressiva no sentido de demonstrar a eficiéncia do esquema
Flux-Spline operando com apenas 10x10 volumes de controle.

CONCLUSOES

1. O esquema Flux-Spline aqui descrito mostrou, com malhas
relativamente grosseiras ¢ através dos graficos apresentados,
resultados adequados de precisdo para o caso de difusdo pura
em meio poroso capilar governado pelas equagdes de Luikov,
tanto no caso unidimensional como no bidimensional, tendo
em vista as comparacdes com o método da transformada
integral no primeiro problema teste e o esquema de diferenga
central no segundo.

2. Sistemas de equagdes diferenciais parciais difusivas,
acopladas por termos fonte constituidos por fluxos, como as
de Luikov, podem ser adequadamente tratadas pelo esquema
Flux-Spline, uma vez que o mesmo se baseia na hipotese de
que os fluxos variam de forma linear ao longo dos volumes de
controle. Devido ao seu desempenho, pode-se utilizar malhas
constituidas por um nimero menor de volumes de controle
que aquelas necessarias ao esquema de diferenga central,
configurando-se dessa forma, menor esfor¢o computacional
para problemas multidimensionais transientes.
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