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Resumo: Resumo: Resumo: Resumo: Resumo: A distribuição probabilística do fator de escala da camada superficial, considerando-se
a teoria dos meios fractais auto-similares, foi determinada para dois solos do Estado da Paraíba. O
estudo foi realizado em duas áreas experimentais, com distintas condições de clima e solo, de
aproximadamente 4 ha. A primeira na Fazenda Várzea Grande, no município de São João do
Cariri, PB (7°23’S e 36°31’O) com o solo classificado como Neossolo Flúvico enquanto a  segunda,
se localiza no Centro de Ciências Agrárias, da UFPB, no município de Areia, PB (6o58’S, 35°41’O),
com o solo classificado como Latossolo Amarelo. Para estimar a condutividade hidráulica à saturação
do solo, realizaram-se ensaios de infiltração com infiltrômetro de anel (15 cm de diâmetro) na
superfície do solo, em 80 pontos distribuídos regularmente em uma malha de 25 x 25 m. Para
ambos os solos, o logaritmo dos fatores de escala que intervém nos fractais auto-similares segue
uma distribuição de Gauss ou distribuição normal. A função de distribuição probabilística permitiu
estimar a dimensão fractal do meio poroso, que representa os solos estudados.
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Abstract: Abstract: Abstract: Abstract: Abstract: The probabilistic distribution of the scale factor of superficial layer was determined,
considering the similar fractal theory for two soils in the Paraíba State. The study was performed
at two experimental sites, with different climate and soil conditions of approximately 4 ha. The
first was located in the Várzea Grande farm, in the municipality of São João do Cariri, PB
(7°23’S e 36°31’O). The soil was classified as Fluvent. The second was located in the Centro
de Ciências Agrárias, of the UFPB, in the municipality of Areia, PB (6°58’S, 35°41’W). The soil
was classified as Oxisol. To estimate the soil saturated hydraulic conductivity, infiltration
experiments were performed using a ring infiltrometer (15 cm diameter) on the soil surface, at 80
points on a regular mesh of 25 x 25 m. For both soils, the logarithms of the scale factors
followed a Gaussian distribution or normal distribution. The probabilistic distribution function
allowed the estimation of the fractal dimension of the porous media that represent the studied soils.
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INTRODUÇÃO

A condutividade hidráulica da camada superficial do solo
desempenha papel importante na partição da quantidade de
água, seja de precipitação pluviométrica ou de irrigação, que
atinge o solo em infiltração e/ou escoamento superficial.

Diferentes trabalhos reportados na literatura (Nielsen et al.,
1973; Warrick & Amoozegard-Fard, 1979; Vauclin, 1982;
Hopmans,1987) mostram que a condutividade hidráulica, em

especial seu valor - a saturação (Ks), apresenta grande
variabilidade no espaço devido à própria variabilidade espacial
da geometria interna do meio poroso, o que tem conduzido
a se estudar a condutividade hidráulica como uma variável
estocástica, isto é, com as ferramentas da estatística matemática
e particularmente da geoestatística. Em trabalhos recentes, têm-
se utilizado também os conceitos da geometria fractal para o
estudo desta variabilidade espacial (Namuche et al., 1996).



A teoria dos meios similares, proposta por Miller & Miller
(1956), simplifica consideravelmente o estudo da variabilidade
espacial das características hidrodinâmicas do solo e foram
eles os primeiros a observar a invariância de escala das equações
do movimento da água em um meio poroso. Nesta teoria,
considera-se que a geometria interna de um meio poroso
qualquer em uma região, pode ser obtida a partir de um solo de
referência por intermédio de um fator de similaridade ou fator
de escala.

A utilização de modelos estocásticos da dinâmica da
água no solo necessita do conhecimento, a priori, da lei de
distribuição, caracterizando a variabilidade dos parâmetros
aleatórios do modelo (Braud et al., 1995). O escalonamento é
uma abordagem atrativa para expressar a variabilidade das
propriedades hidráulicas do solo, cuja vantagem reside no fato
de que ela possibilita a modelagem através de um único
parâmetro de significação física, ou seja, o fator de escala.

O objetivo do presente trabalho é o estudo da distribuição
probabilística do fator de escala da camada superficial,
considerando a teoria dos meios fractais auto-similares, de dois
solos do estado da Paraíba.

TEORIA

As características hidrodinâmicas, isto é, a curva de retenção
da água no solo, θ(ψ), e a condutividade hidráulica em função
da pressão da água do solo, K(ψ) são relacionadas com a
geometria interna do solo por intermédio das leis de Laplace e
de Poiseuille. A lei de Laplace que relaciona a pressão da água
do solo, ψ, com um raio de poro, é dada por:

gR
cos

wρ
ασ−=ψ 2

sendo σ a tensão na interface água-ar [kg s-2]; ρw a massa
específica da água [kg m-3]; g a aceleração da gravidade [m
s-2]; R o raio do capilar (poro) [m] e α o ângulo de contato
formado entre o menisco de água e as partículas sólidas.

A lei de Poiseuille, que relaciona a velocidade média (v)
num capilar cilíndrico de raio R e o gradiente hidráulico, é
expressa por:

( )HgradR
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em que H z= +ψ  é o potencial hidráulico [m] igual à soma do
potencial de pressão da água no solo (ψ) (negativo na zona
não saturada e positivo na zona saturada, expresso como a
altura equivalente de coluna de água) e do potencial
gravitacional assimilado à coordenada espacial vertical (z);
µc é o coeficiente de viscosidade dinâmica  [kg m2 s-1].
A partir dessas leis, pode-se estabelecer as relações entre a
pressão da água, ψ, e a condutividade hidráulica, K, com um
raio de poro característico:

R
C1=ψ     2

2RCK =

sendo C1 e C2 coeficientes de proporcionalidade.

Teoria dos meios similares
A teoria dos meios similares (Miller & Miller, 1956) considera

que a geometria interna de um meio poroso qualquer em uma
região pode ser obtida a partir de um solo de referência por
intermédio de um fator de similaridade ou fator de escala, r :

∗
=

R
Rr

em que R é o raio de poro de um solo qualquer e R* é o raio do
poro correspondente, no solo de referência.

Na teoria dos meios similares assume-se implicitamente que
a porosidade é a mesma em todos os meios. Esta conseqüência
não é tão forte se a porosidade  é construída de maneira
adequada (Fuentes, 1992).

A partir das Eqs. (3) e (4) e se considerando constantes a
tensão superficial, a viscosidade e a densidade da água,
obter-se-ão as relações seguintes entre as características hidro-
dinâmicas de um solo dado e as do solo de referência (*):

r

∗ψ=ψ     2rKK ∗=

As relações anteriores se generalizam a outras propriedades
hidrodinâmicas (W) pela expressão:

∗= WrW p

p = -1 para os potencias de pressão (ψ) e gravitacional (z) e
para as coordenadas espaciais (x,y,z); p = -3 para o tempo;
p = 2 para a condutividade e para o fluxo.

De posse de observações da condutividade saturada em N
solos (j = 1,2,...,N), o solo de referência pode ser construído, de
acordo com Fuentes (1992), da seguinte maneira: aplicando a Eq. 5
à condutividade saturada do solo j-ésimo, obtendo-se somatórios
dos logaritmos e se assimilando a condutividade do solo de
referência a média geométrica, obtem a expressão abaixo:
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sendo µτ a média aritmética dos logaritmos dos fatores de
escala: ( )τ = ln r . Os fatores de escala se estimam através da
Eq. 5 aplicada às condutividades saturadas:

∗=
s

sj
j K

K
r

Distribuição probabilística dos fatores de escala
Na literatura, tem-se que os fatores de escala seguem uma

distribuição probabilística (e.g. Nielsen et al., 1973). Posto que
r ≥ 0 , a função densidade deve ser zero para r < 0 . Se funções

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(8)

(7)

R. Bras. Eng. Agríc. Ambiental, Campina Grande, v.8, n.2/3, p.220-224, 2004

Distribuição probabilística do fator de escala de dois solos do Estado da Paraíba 221



de densidades definidas sobre toda a reta real são utilizadas, é
conveniente introduzir a transformação logarítmica dos fatores
de escala, isto é: ( )−∞ < = < ∞τ ln r . Se ϖ( )r  e p( )τ
representam, respectivamente, as funções de densidade dos
fatores de escala e seus logaritmos, então :

( ) ( )rrp ϖ=τ

A probabilidade acumulada é definida por :

( ) ( ) ( ) ( )rrdrdpF
r

ω=ϖ=ττ=τ ∫∫
τ

∞− 0

O valor esperado de f(r) é definido por:

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }τ
∞

∞−

τ
∞

=ττ=ϖ= ∫∫ efEdpefdrrrfrfE
0

A função densidade p( )τ  de Gauss (log-normal) descreve
satisfatoriamente a densidade do logaritmo dos fatores de escala
(Nielsen et al., 1973; Warrick & Amoozegard-Fard, 1979; Vauclin,
1982; Fuentes, 1992). A função de distribuição gaussiana
e  a  função de probabilidade, obtidas da Eq. 11 são,
respectivamente:
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cuja média é considerada zero ( µ τ = 0) de acordo com a
normalização dada pela Eq. 7; στ  é o desvio padrão do logaritmo
dos fatores de escala e erf(x) denota a função erro.

Fazendo ( ) nrrf =  na Eq. 11 e considerando a Eq. 12,
obter-se-ão os momentos de ordem n dos fatores de escala:

{ } 


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 σ
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O estimador da probabilidade acumulada empírica associada
aos valores observados τ j, ordenados de maneira crescente
( Nk τ<⋅⋅⋅<τ<⋅⋅⋅<τ1 ) é dado por:

1+
=

N
kPk

Existem outras funções probabilísticas que podem
representar satisfatoriamente a distribuição dos fatores de
escala, como a logística; entretanto, depois de analisar essas
distribuições sob a hipótese de que o solo pode ser considerado

um objeto fractal no sentido de Mandelbrot (1983), Fuentes
(1992) observou que as distribuições devem proporcionar a
mesma dimensão fractal do solo.

Fractais auto-similares
Os meios similares de Miller & Miller (1956) correspondem

aos fractais auto-similares. Um estimador da dimensão fractal
(D) a partir da função de distribuição de probabilidades, pode
ser obtida por (Fuentes, 1992):

( ) ( )∫∫
∞
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∞

ττ+=ϖ+=
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r
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E E

E

sendo E a dimensão de Euclides do espaço físico (E=3) e r
normalizado de modo que ω = 1/2 quando r = 1, isto é τ = ln(r) = 0.

A introdução da distribuição gaussiana definida pela Eq.
12 na Eq. 16, permite calcular-se a dimensão fractal, da seguinte
maneira:
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sendo ( ) ( )xerfxerfc −=1  a função erro complementar.
Pode-se demonstrar, a partir da Eq. 17, que a dimensão

fractal é tal que: EDE ≤≤2 . O limite inferior corresponde a
0→στ  e o limite superior a ∞→στ .

MATERIAL E MÉTODOS

O estudo foi realizado em duas áreas experimentais, com
distintas condições de clima e solo, de aproximadamente 4 ha.
A primeira, localizada na Fazenda Várzea Grande, no município
de São João do Cariri, PB (7°23’S e 36°31’O). Este município faz
parte da microrregião do Cariri Oriental, mesorregião da
Borborema do Estado da Paraíba. O clima é do tipo Bsh, semi-
árido, caracterizando-se por ser quente e seco, com chuvas de
verão, alcançando-se os índices mais baixos de precipitação
do estado (Brasil, 1972). O solo é classificado como Neossolo
Flúvico (EMBRAPA, 1999). A segunda, localizada no Centro
de Ciências Agrárias, da UFPB, no município de Areia, PB (6o

58’ S, 35o 41’ W), está inserido na microrregião do Brejo Paraibano,
caracterizada por sua elevada pluviosidade (em torno de 1500
mm anuais) com umidade relativa do ar da ordem de 85% e
temperatura média anual de 22 oC, com as mínimas atingindo
menos de 15 oC nos anos mais frios. O solo é classificado como
Latossolo Amarelo.

A análise granulométrica do solo foi realizada em amostras
coletadas na camada superficial do solo (0-15 cm). As frações
de argila e de silte foram determinadas por sedimentação, após
dispersão com hexametafosfato de sódio, utilizando-se o
método da pipeta (Loveland & Whalley, 1991). A massa
específica global do solo foi determinada utilizando-se o método
do anel volumétrico (Tabela 1).

Para se estimar a condutividade hidráulica à saturação do
solo, realizaram-se ensaios de infiltração com infiltrômetro de
anel (15 cm de diâmetro) na superfície do solo, em 80 pontos
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distribuídos regularmente em uma malha de 25 x 25 m. A
condutividade hidráulica à saturação do solo foi estimada
utilizando-se o método proposto por Haverkamp et al. (1994).

Tabela 1. Média (m), desvio padrão (DP) e coeficiente de
variação (CV) das frações granulométricas e da massa
específica global (ρ) da camada superficial (0-15 cm) dos
solos de Areia e Várzea Grande

RESULTADOS E DISCUSSÃO

As determinações da condutividade hidráulica do solo em
condições de saturação, em Areia, foram realizadas em 78
pontos, enquanto em Várzea Grande, em 75 pontos. A
condutividade hidráulica do solo de referência em condição de
saturação, foi obtida com a Eq. 7 para ambos os solos. Os
valores de ∗

sK  foram 98,10 e 12,65 cm h-1, respectivamente,
para os solos de Areia e Várzea Grande. Os valores do fator de
escala (Eq. 8) variaram de 0,23 a 2,29 e de 0,06 a 3,67,
respectivamente, para os solos de Areia e Várzea Grande.
Zavattaro et al. (1999) encontraram, para um solo siltoso,
valores do fator de escala que variaram de 0,26 a 3,08. O desvio
padrão do logaritmo dos fatores de escala, τσ , foram 0,411 e
0,619, respectivamente, para os solos de Areia e Várzea Grande.

A probabilidade acumulada empírica do logaritmo dos
fatores de escala ordenados de maneira crescente, Eq. 15, é
comparada com a probabilidade teórica dada pela Eq. 13, para
os solos de Areia e Várzea Grande (Figura 1). A boa concordância
é evidenciada para ambos os solos.

Para os valores dos logaritmos dos fatores de escala, a
distribuição teórica normal foi a que se aproximou mais da
distribuição observada nos dois solos (Figura 1). De acordo
com o teste de Kolmogorov-Smirnov, no qual se avalia o
desvio absoluto máximo entre distribuições, não há diferença
estatisticamente significativa, a níveis de significância de 1 e
5%, entre a distribuição de freqüências acumuladas empírica e
a distribuição teórica (Normal) dos logaritmos dos fatores de
escala, para os solos (Tabela 2).
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Figura 1. Probabilidade empírica e teórica (Normal) acumulada

dos fatores de escala, τ = ln( )r : A) Latossolo Amarelo e
B) Neossolo Flúvico
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Vários estudos (Kosugi & Hopmans, 1998; Zavattaro et al.,
1999; Comegna et al., 2000) têm mostrado que a distribuição de
freqüência do fator de escala segue uma distribuição log-normal.
A estimativa da média, da variância e do coeficiente de variação
do fator de escala (distribuição log-normal) dos solos de Areia
e Várzea Grande, é apresentada na Tabela 3.

Tabela 2. Teste de Kolmogorov-Smirnov dos logaritmos dos
fatores para os solos de Areia e Várzea Grande

* Probabilidade acumulada teórica a 95 e 99% de intervalo de confiança

A dimensão fractal, D, foi obtida por intermédio da Eq. 17
(E=3) e seus valores foram de 2,047 e 2,214, respectivamente,
para os solos de Areia e Várzea Grande. A dimensão fractal do
solo de Várzea Grande foi maior que a do solo de Areia visto
que, texturalmente, o de Várzea Grande apresenta maior
variabilidade que o solo de Areia, apresentando coeficientes
de variação da ordem de duas vezes maior para as frações
areia, silte e argila, que o de Areia (Tabela 1). Para o solo de
Areia, a maioria dos pontos amostrados, 83,95%, classifica-se
como franco argilo arenoso, enquanto para o solo de Várzea
Grande a maioria dos pontos amostrados está distribuída em
três classes texturais, 52,5% franco arenoso, 23,75% franco

Tabela 3. Média (m), Variância (V) e coeficiente de variação
(CV) do fator de escala (distribuição log-normal) dos solos
de Areia e Várzea Grande

Areia Silte Argila ρ 
    %   kg dm-3 

 Areia  
m 60,81 14,32 24,86 1,13 

DP 4,23 2,29 4,67 0,09 
CV (%) 6,96 15,99 18,79 7,96 

 Várzea Grande  
m 65,99 18,34 15,66 1,42 

DP 11,96 6,71 6,17 0,14 
CV (%) 18,12 36,59 39,40 9,86 

 Areia Várzea Grande 

m 1,09 1,21 
V 0,22 0,69 

CV (%) 43 68 
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Areia 78 0,083 0,154 0,184 
Várzea Grande 75 0,119 0,157 0,188 
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argilo arenoso e 17,75% areia franca, indicando diferentes graus
de fragmentação. A medida em que a dimensão fractal se
aproxima da dimensão euclidiana (E=3) existe uma faixa mais
ampla de escalas, na qual o solo apresenta diferentes graus de
fragmentação (Rieu & Sposito, 1991).

CONCLUSÕES

1. Para ambos os solos, o logaritmo dos fatores de escala
que intervém nos fractais auto-similares segue uma distribuição
de Gauss ou distribuição normal.

2. A função de distribuição probabilística permitiu estimar-
se a dimensão fractal do meio poroso que representa os solos
estudados.

3. Os solos têm dimensão fractal de 2,047 e 2,214,
respectivamente, para o Latossolo Amarelo (Areia) e o
Neossolo Flúvico (Várzea Grande).
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