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Sedimentacion de particulas con distribucion de tamano fractal

Roberto R. Filgueira', Yakov A. Pachepsky?, Lidia L. Fournier!, Mirta G. Garcia® & Guillermo O. Sarli’

RESUMEN

Desde hace varios aos, el modelo de fragmentacion fractal ha atraido la atencion de los investigadores, como un camino
l6gico para describir e interpretar distribuciones de particulas observadas. El andlisis textural de un suelo ha mostrado ser
muy importante, pues se utiliza para diagnosticar y predecir el funcionamiento y uso del mismo. Los métodos mas popula-
res para determinar la textura han sido los de sedimentacién en agua utilizando el hidrémetro o la pipeta. Ambos tienen
como objetivo encontrar la fraccion de masa de particulas que se encuentran en suspension a tiempos prefijados y relacio-
narla con los diametros de las mismas. En este trabajo se ha desarrollado una nueva funcién potencial que relaciona la
fraccion de masa en suspension con el tiempo de sedimentacion. Utilizando la misma se puede determinar la dimension
fractal de fragmentacion de una distribucion de particulas en sedimentacion. La nueva ecuacion ha sido chequeada con
datos propios obtenidos por el hidrometro de Bouyoucos y otros publicados en la literatura, obtenidos mediante la pipeta
de Robinson. El acuerdo logrado entre la teoria y los datos experimentales, mediante la técnica de regresion no lineal, ha
sido excelente. Los valores de la dimension fractal de fragmentacion resultaron entre 2,404 y 2,512, para muestras de La
Plata, Argentina, y entre 2,434 y 2,819 para los suelos de California, USA. El coeficiente de determinacion, R?, fue en todos
los casos mayor que 0,9.
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ABSTRACT

Since several years the fractal fragmentation model has attracted the attention of researchers, as a logic way to describe and
interprete observed particle size distributions. Textural analysis has shown to be very important because of its usefulness in
the dignosis and inferences about soil functioning and use. Most popular methods of textural analysis employ sedimentation
of particles in water using the hydrometer or the pipet. Both have the objective of determining the particle fraction remai-
ning in suspension at predetermined time and to relate them with particle diameters. In the present work a new power law
relationship between the mass fraction in suspension and the time was developed. Using this relationship it was possible to
determine the fragmentation fractal dimension of a set of particles in sedimentation. The new equation has been checked
with data obtained in this research by the Bouyoucos’s hydrometer, and others published in the literature, using the Robinson’s
pipet method. The agreement between the model and the experimental data, using non linear regression, was excellent.
Resulting fractal fragmentation dimensions ranged from 2.404 to 2.512, for samples from La Plata, Argentina, and between
2.434 and 2.819 for soils from California, USA. Determination coefficients, R, were always higher than 0.9.
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INTRODUCCION

Los suelos se han formado a partir de material primario
fragmentado por meteorizacion, dando origen a una distri-
bucion de tamafio de particulas y agregados, que frecuente-
mente es interpretada como una funciéon acumulativa, ya sea
del nimero de particulas mayores que un cierto diametro, o
como la masa menor que un cierto diametro. Una de las re-
laciones matematicas mas conocidas para este proceso es la
siguiente (Mandelbrot, 1982; Turcotte, 1986):

N (r>R) =k RD (1)

donde N (r > R) es el nimero de objetos por unidad de vo-
lumen que tienen un radio mayor que un valor cualquiera
R, mientras que k y D son constantes. Esta relacion poten-
cial define lo que se denomina un fractal probabilistico, tam-
bién llamado fractal de fragmentacion, siendo D la dimen-
sion fractal de fragmentacion (Baveye & Boast, 1998). En
este caso, es esperable que el modelo sea valido dentro de
un rango limitado de radios, dado que no es un fractal ma-
tematico. Turcotte (1986) propuso un modelo para el proce-
so de fragmentacion de un cubo, que dividido hipotéticamen-
te en ocho partes iguales puede fragmentarse en ocho cubos
mas pequeiios. Cada cubo resultante puede a su vez dividir-
se en otros ocho, y asi sucesivamente. La fragmentacion del
cubo tiene una probabilidad p de ocurrir, y se considera cons-
tante para todos los 6rdenes de tamafio. La probabilidad
maxima seria p = 1, que implica una division en ocho cubos
mas chicos, y la minima seria p = 1/8, para el desprendimi-
ento de un solo cubo de los ocho posibles. En estas condici-
ones se dedujo la siguiente relacion.

D= log(8p) (2)
log2

donde D es la dimension fractal, que puede variar entre 0 y
3, y p la probabilidad de fragmentacion.

Para particulas del suelo, Tyler & Wheatcraft (1992) su-
girieron otra forma de expresar la Ec. 1, introduciendo la
fraccion de masa en vez del numero de particulas. La venta-
ja consiste en que, experimentalmente, es mas sencillo y
preciso obtener fracciones de masa que niimero de particu-
las. Con este modelo, la masa acumulada de las particulas
con un radio mayor que un valor R es:

M(r>R)—ppCm{1—(fJ 1 (3)

donde C,, y A, son constantes.
La masa total de la distribucioén de estas particulas es:

M, :M(r>0)=ppCm[1[k0] ] 1=ppcm (4)

m

La Ec. 3 puede ser normalizada, dividiendo por la Ec. 4,
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con lo que se obtiene la fraccion de masa de particulas mayo-
res que un valor R:

ME>R) |, rR)” (5)
MT 7\,“]

Para evaluar la constante A,, suponemos un limite superi-
or para el comportamiento fractal, r = Ry, Para el caso de
particulas del suelo, este limite seria el de la arena muy gru-
esa. Cuando r = Ry, se cumplird que M(r > Ry y,,)/Mp = 0,
es decir, ya no habra particulas por encima de este limite. De
la Ec. 5 resulta entonces Ry gy, = Ap.

En el caso del experimento de sedimentacion es comun
obtener la fraccion de masa de particulas que aun permane-
cen en la suspension, es decir, M(r < Ryg,,)/Mr. Podemos
transformar facilmente la Ec. 5, de la siguiente forma:

M(r<R)_1_M(r>R)_( R ID ©)
MT MT RLsup

Este modelo ha sido aplicado también a muestras de sue-
los por otros autores (Bitelli et al., 1999; Filgueira et al.,
2002a,b). Bitelli et al. (1999) estudiaron la distribucion de
tamaflo de particulas de varios suelos mediante la técnica de
tamizado en humedo, la pipeta, y la difraccion de la luz, en
el rango 0,1 — 2000 um. Estos autores identificaron en las
distribuciones de tamafio de particulas, tres rangos separa-
dos por diferentes dimensiones fractales, que llamaron do-
minios arcilla, limo y arena, respectivamente. Los resulta-
dos mostraron que las dimensiones fractales obtenidas eran
muy diferentes entre los dominios y aun dentro de cada uno
de éstos. Filgueira et al. (2002b) investigaron el comporta-
miento de la distribucion de tamafio de particulas de un su-
elo, a profundidades de 0 a 400 mm, mediante la técnica de
Bouyoucos y con la aproximacion fractal basada en la frac-
cion de masa acumulada respecto del diametro de las parti-
culas (Ec. 6). Se corrobor6 que la distribucion de masa de
particulas acumulada versus diametro sigue una ley poten-
cial, en todos los casos. La dimension fractal de fragmenta-
cion del dominio limo crecié a medida que aumento la pro-
fundidad del suelo.

Cuando un cuerpo cualquiera se mueve dentro de un fluido
viscoso, ¢l medio ejerce una fuerza de oposicion al avance.
De igual manera, si mantenemos el cuerpo quieto y es el flui-
do el que se mueve alrededor del objeto, éste siente una fuerza
debida a esta corriente.

Stokes (1851) investigo el caso particular del movimien-
to de una esfera en un medio viscoso y encontrd una expresi-
on para la fuerza viscosa que se opone al movimiento, para
el caso en que este movimiento (esfera respecto al fluido) sea
tal que se conserven las condiciones de flujo laminar.

La expresion matematica de esta fuerza es:

F,=6mnRyv (7)

donde 1 es el coeficiente absoluto de viscosidad del liquido,
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R es el radio de la esfera, y v la velocidad de la esfera res-
pecto al fluido. La Ec. 7 es conocida como Ley de Stokes.
El estudio de la caida de un cuerpo esférico en el interior de
un liquido viscoso, en reposo, nos muestra que éste alcanza
una velocidad de caida constante llamada velocidad limite.
Planteando el sistema de fuerzas que actiian sobre el cuerpo
en la caida, se deduce la siguiente expresion:

2R (0 o) (8)
n

Viim 9

donde vy;,,, es la velocidad limite, R el radio de la esfera, g
la aceleracion de la gravedad, 1 el coeficiente de viscosidad
absoluta del liquido, p. y pr, son las densidades de la esfera
y del liquido, respectivamente. La velocidad limite se puede
obtener facilmente, midiendo una cierta distancia de caida
h, tomando el tiempo empleado t. Luego, reemplazando vy;,,
por h/t en la Ec. (8) y reagrupando nos queda:

R - [91111] 9)
2g(p, —pp)t

Una aplicacion muy difundida de la Ec. 9 es su uso en
sedimentacion, para separar particulas de diferentes radios,
que estan moviéndose en un liquido. Un ejemplo es el caso
del estudio de la granulometria de un suelo; siendo los mé-
todos mas conocidos y aceptados los del hidrometro de Bou-
youcos y el de la pipeta de Robinson (Gee & Bauder, 1986).
En estos casos se supone que las particulas del suelo son
esferas con un radio equivalente al resultante de la Ec. 9.
Kaddah (1974) realiz6 una investigacion comparativa detalla-
da de 24 suelos de California, utilizando las técnicas del
hidrometro y la pipeta, llegando a la conclusion de que to-
mando los recaudos necesarios ambos son equivalentes. Este
autor publico sus resultados en forma de tabla donde se da-
ban los porcentajes de particulas que permanecian en sus-
pensién acuosa, para didmetros de las mismas menores que
20, 10, 5, 2, y 1 um. También desarrolld una metodologia
grafica para convertir los datos del experimento de sedimen-
tacion a distintas temperaturas, en diametros de particulas y
porcentajes, y viceversa.

No hay antecedentes de que el modelo de fragmentaci-
on haya sido relacionado con la distribucion de masa de
particulas en funcién del tiempo de sedimentacién en un
liquido.

El objetivo de este trabajo fue encontrar una ecuaciéon que
relacione la distribucion fractal de particulas esféricas con
el tiempo, a una profundidad determinada, cuando las mis-
mas estan sedimentando.

MATERIAL Y METODOS

Modelo tedrico

El analisis de la distribucion de particulas del suelo se
hace, generalmente, por sedimentacion en agua. Esta téc-
nica se basa, como ya mencionaramos, en la ley de Stokes,

siendo los dos métodos mas difundidos el del hidroémetro
de Bouyoucos y el de la pipeta de Robinson (Gee & Bau-
der, 1986). En ambos casos lo que se busca medir es la
concentracion de particulas dispersas del suelo por uni-
dad de volumen de la suspension. Si suponemos que los
tamafios de estas particulas esféricas estan distribuidos
segun el modelo de fragmentacion probabilistica de Tur-
cotte (1986), podemos combinar las ecuaciones 6 y 9 de
la siguiente forma:

M(r<R) | 1 ( 9nh ;_aH
MT - Risup Zg(pc_pL)t - t

donde Ry, es el limite superior de radio de la esfera equi-
valente, 1 es la viscosidad absoluta del liquido de la suspen-
sion, h es la distancia recorrida por las esferas en el tiempo
t, g es la aceleracion gravitatoria y p, y py, son las densida-
des de la esfera y del liquido, respectivamente. Fijado h, a
€s una constante.

La Ec. 10 es una funcién potencial y por ajuste con los
datos experimentales obtenidos mediante la técnica de Bou-
youcos o de la pipeta de Robinson se podria verificar si la
distribucion de particulas en sedimentacidon tiene un com-
portamiento fractal y obtener también la dimension fractal
de fragmentacion.

3-D
2

(10)

Verificacion experimental

Para la verificacion del correcto funcionamiento del mo-
delo se usaron dos tipos de datos experimentales: a) datos
propios y b) datos tomados de la literatura.

Para obtener los datos propios, las muestras de suclos
estudiadas se extrajeron de un Argiudol Tipico de la Esta-
cion Experimental J. J. Hirschhorn dependiente de la Fa-
cultad de Ciencias Agrarias y Forestales de la UNLP, situ-
ada en La Plata, provincia de Buenos Aires (Latitud:
34° 55°, longitud: 57° 50°), Argentina. La textura del ho-
rizonte superficial (Ap) es franco limosa. Se tomaron mu-
estras con cilindros de 100 mm de diametro y 200 mm de
altura. Los sitios muestreados fueron cuatro, unos 100 m
alejados entre si. En cada sitio se tomaron dos muestras,
las cuales se llevaron al laboratorio, se dividieron a las pro-
fundidades de 0-100 mm y 100-200 mm y se dejaron secar
a la temperatura ambiente. Posteriomente, se fragmentaron
y mezclaron las dos muestras de cada sitio, para la misma
profundidad, y se pasaron por un tamiz de 2 mm, para re-
alizar el analisis textural. Este se realiz6 utilizando el mé-
todo de sedimentacioén en agua, con el hidrometro calibra-
do segin Bouyoucos (1962). De las mezclas de muestras
de sueclos de las mismas caracteristicas se utilizaron 50 g
para las medidas. El tratamiento previo de las muestras,
para la dispersion de las particulas, fue el convencional
(Gee & Bauder, 1986). Los tiempos utilizados para medir
la densidad de la suspension acuosa fueron 40 s, y 2, 8,
15, 30, 60, 120, 240 y 1440 min. La determinacion de las
densidades segtin Bouyoucos fue hecha por duplicado, y se
tomo el promedio de las medidas para la determinacion de
la dimension fractal mediante el ajuste de una curva
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potencial que relaciono el diametro de las particulas y el
porcentaje acumulado que permanecia en la suspension
acuosa.

Los datos de la literatura fueron tomados de Kaddah
(1974). Este autor estudié muestras superficiales de vein-
ticuatro suelos con diferentes texturas, mediante los mé-
todos de la pipeta de Robinson y del hidrometro de Bou-
youcos. De los resultados publicados por este autor se
eligieron los 24 suelos cuya textura fuera medida por el
primer método. La dependencia del porcentaje de parti-
culas variando con el tiempo fue obtenida por interpola-
cion usando la Fig. 1 de la publicacion, de acuerdo a lo
sugerido por el autor.

RESULTADOS Y DISCUSION

En la Figura 1, se puede observar una representacion ti-
pica de la fraccion de masa de particulas acumulada en sus-
pension, obtenida en este estudio, versus el tiempo de sedi-
mentacion. Estos datos experimentales fueron ajustados
mediante regresion no lineal con la Ec. 10 desarrollada en
este trabajo. En la Figura 2 se muestra el mismo conjunto
de datos experimentales, pero la fraccion de masa se ha re-
presentado en funcidn del didmetro equivalente de las parti-
culas. También en este caso se hizo un ajuste de los datos
con una funcion potencial, la Ec. 6, obtenida de Tyler &
Wheatcraft (1992). Las dimension fractal obtenida de am-
bas ecuaciones es conceptualmente la misma. Los valores de
D obtenidos mediante la Ec. 6 dio, en efecto, resultados si-
milares (no reportados en este trabajo), dentro de un 1,5%
respecto a los obtenidos mediante la Ec. 10. En la Tabla 1
se pueden ver los valores de D obtenidos en este trabajo a
partir de nueve datos medidos, para los suelos de Argenti-
na, utilizando la Ec. 10, con los correspondientes coeficien-
tes de determinacion, R2. La variacion de estos coeficientes,
entre 0,927 y 0,992, da una idea del buen ajuste logrado por
el modelo utilizado.
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Figura 2. Representacion gréfica de la fraccion de masa de particulas en
suspension versus el diametro de particula (Ec. 6). El resultado del ajuste
por regresion no lineal (linea continua) se hizo con los datos experimentales
(@) del sitio 4 de La Plata,

Tabla 1. Dimensiones fractales de fragmentacion, obtenidas mediante el
ajuste por regresion no lineal entre el porcentaje de particulas de un suelo
remanentes en suspension, en funcion del tiempo de sedimentacion.
También se pueden observar los coeficientes de ajuste R2. El suelo
estudiado es de La Plata, Argentina

Prof [mm Sitio 1 Sitio 2 Sitio 3 Sitio 4
[mm] D R? D R? D R? D R?
0-100 2,404 0,961 2468 0,984 2422 0,980 2,445 0,992

100-200 2,431 0,966 2,481 0927 2,483 0,987 2,512 0,988

En las Figuras 3 y 4 se pueden ver representaciones
graficas de la fraccién de masa versus tiempo y versus di-
ametro, para uno de los suelos de California (Kaddah,
1974). En este caso se us6 la fraccion limo, rango de 20
a 2 um, con el fin de tener particulas pertenecientes a un
solo dominio de diametros. En la Tabla 2 se pueden ob-
servar los valores de D estimados con la Ec. 10, y los
coeficientes de determinacion R2. El ajuste logrado en este
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Figura 1. Representacion gréfica de la fraccion de masa de particulas en
suspension versus el tiempo (Ec. 10). El resultado del ajuste por regresion
no lineal (linea continua) se hizo con los datos experimentales () del sitio
4 de La Plata, Argentina

Figura 3. Representacion gréfica de la fraccion de masa de particulas en
suspension versus el tiempo (Ec. 10). El resultado del ajuste por regresion
no lineal (linea continua) se hizo con los datos experimentales () del suelo
14 de California, Estados Unidos de Norteamérica (Kaddah, 1974)
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Figura 4. Representacion grafica de la fraccion de masa de particulas en
suspension versus el diametro de particula (Ec. 6). El resultado del ajuste
por regresion no lineal (linea continua) se hizo con los datos experimentales
(@) del suelo 14 de California, Estados Unidos de Norteamérica (Kaddah,
1974).

caso con cuatro datos experimentales, fue también muy
bueno. También en este caso los resultados del ajuste de
los datos experimentales mediante la Ec. 6 se encuentran
dentro un 1,5% de diferencia respecto a los obtenidos
mediante la Ec. 10. Los valores de los coeficientes de ajus-
te, R2, variaron entre 0,900 y 0,996.

Se observa, en el caso del suelo de Argentina, que la
dimension fractal en la superficie, de 0 a 200 mm, toma

Tabla 2. Dimensiones fractales de fragmentacion, obtenidas mediante el
ajuste por regresion no lineal entre el porcentaje de particulas de suelos
remanentes en suspension, en funcion del tiempo de sedimentacion.
También se pueden observar los coeficientes de ajuste R2. Las suelos
estudiados corresponden a California (Kaddah, 1974)

Suelo D R2

franco arcillo limoso 1 2,686 0,996
franco arcillo limoso 2 2,666 0,989
franco limoso 3 2,523 0,943
arcillo limoso 4 2,696 0,995
franco arcillo limoso 5 2,560 0,989
franco arenoso 6 2,747 0,973
arcillo limoso 7 2,615 0,993
franco arcillo limoso 8 2,718 0,992
franco arcillo limoso 9 2,711 0,994
franco limoso 10 2,608 0,957
Franco 1 2,676 0,964
franco limoso 12 2,466 0,975
franco limoso 13 2,500 0,988
franco 14 2,676 0,988
arcillo limoso 15 2,775 0,990
arcilla 16 2,806 0,961
franco limoso 17 2,434 0,944
franco limoso 18 2,578 0,944
franco limoso 19 2,670 0,983
franco limoso 20 2,586 0,907
franco limoso 21 2,693 0,920
franco arenoso 22 2,819 0,995
arenoso franco 23 2,791 0,951
franco limoso 24 2,596 0,900

valores entre 2,404 y 2,512. Para los suelos estudiados por
Kaddah (1974) el rango de dimensiones fractales obteni-
das vario entre 2,434 y 2,819. Tanto Wu et al. (1993) como
Borkovec et al. (1993) sugirieron un valor universal
D =2,8 + 0,1, lo cual esta fuera del rango obtenido en
este trabajo. Bitelli et al. (1999) reportaron, para lo que
ellos denominaron el dominio limo, valores de D en el
rango 1,728 — 2,792, siendo los valores mas altos corres-
pondientes a sueclos con mayor contenido de arcilla, es
decir suelos que presentan una distribucion de particulas
mas finamente particionada. Filgueira et al. (2002) tra-
bajando en el dominio limo, encontraron que la dimensi-
on fractal de fragmentacion variaba entre 2,410 y 2,679,
siendo los valores correspondientes a muestras de mayor
profundidad.

CONCLUSIONES

1. El modelo de sedimentacion propuesto para un conjunto
de particulas que tienen una distribucion fractal de masa en
funcidn del didmetro, que obedecen la ley de Stokes, da tam-
bién como resultado una funcién potencial de la fraccion
acumulada de particulas que permanecen en la suspension
versus el tiempo de sedimentacion.

2. La ecuacion resultante ajusta adecuadamente los datos
experimentales obtenidos por el método de Bouyoucos o de
la pipeta de Robinson.

3. La dimension fractal obtenida mediante la nueva ecu-
acion es la misma que resulta del modelo de fragmentacion
de Turcotte (1986). Los valores que toma esta dimension es
variable y dependiente del tipo de suelo.
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