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Bl RESUMO

Contexto: problemas empiricos em que o pesquisador se depara com
um modelo que seja parcialmente especificado. Nestes casos, o método
GMM ¢ a alternativa natural para estimagio dos pardmetros de interesse.
Objetivo: o propésito deste artigo é oferecer um tutorial que permita ao
pesquisador compreender os aspectos conceituais ¢ praticos do método
GMM. Métodos: sao apresentadas as caracteristicas, formas de estimacio,
e algumas limitacoes associadas a0 método em duas aplicacoes na drea de
finangas empiricas. A primeira aplicagio ¢ para a estimacdo dos parAmetros
dos modelos de aprecamento de ativos baseados em consumo; o segundo
¢ a estimacdo dos parAmetros do modelo para descrever a taxa de juros em
tempo continuo. Os dados e o cddigo em R siao fornecidos nos apéndices
on-line. Conclusio: o método GMM pode ser utilizado em problemas
onde outros métodos como méxima verossimilhanca nio sio factiveis, ou
ainda quando se deseja estimar um modelo parcialmente especificado.

Palavras-chave: GMM; aprecamento de ativos; taxa de juros.
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Paula Astorino’

l ABSTRACT

Context: empirical problems in which the researcher is faced with a
model that is partially specified. In these cases, the GMM method is the
natural alternative for estimating the parameters of interest. Objective:
the goal of this paper is to offer a tutorial that allows the researcher to
understand both the theory and empirical aspects of the GMM method.
Methods: we discuss the GMM concepts, forms of estimation, and
limitations associated with the method. As a way of illustrating the method,
we use two applications in the area of empirical finance. The first application
is the estimation of the parameters of a consumption-based asset pricing
models; the second is the estimation of the parameters of the evolution of
the interest rate in continuous time. The data and codes in R are provided as
online appendices. Conclusion: the GMM method can be used in problems
where other methods such as maximum likelihood are not feasible, or even
when the researcher wants to estimate a model partially specified.
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Um tutorial sobre o método generalizado dos momentos (GMM) em finangas

A. de Genaro, P. Astorino

INTRODUCAO

O artigo seminal' de Hansen (1982) apresentou o
método generalizado dos momentos (GMM) e contribuiu
de maneira significativa para o avango da pesquisa empirica
em finangas, em particular na drea de aprecamento de
ativos. Posteriormente o método foi também utilizado
para estimar parimetros em modelos em que apenas seus
momentos estdo disponiveis.

Historicamente, ~ conforme  apontado  por
Jagannathan, Skoulakis e Wang (2002), até o advento do
método GMM o principal método utilizado para estimagio
de modelos de aprecamento de ativos era o método de
maxima verossimilhanca (MLE). No entanto, a estimacio
dos pardmetros por MLE dos modelos de aprecamento de
ativos enfrentava uma série de dificuldades, o que tornava
sua utilizagdo muito limitada. Em primeiro lugar, era
necessdria a derivagio de um teste para avaliar se 0 modelo
estava mal especificado. Adicionalmente, era usual a adogio
de alguma forma de linearizagao do modelo, uma vez que,
em geral, os modelos empiricos de aprecamento de ativos
s3o nao lineares. Por tltimo, o pesquisador precisava definir
as hipéteses sobre a distribui¢io conjunta das varidveis do
modelo. Neste caso, quando as hipéteses da distribuicio
nio sio corroboradas a partir dos dados, tem-se que os
parimetros estimados poderiam ser viesados mesmo em
grandes amostras. Sabe-se, conforme exposto em Cameron e
Trivedi (2005), que o estimador de méxima verossimilhanca
(MLE) ¢, sob certas condicdes, assintoticamente eficiente.

A principal condigio para a eficiéncia assintdtica
do estimador de MLE ¢ que a fungio de verossimilhanca
seja especiﬁcada corretamente, ou seja, que o verdadeiro
processo gerador de dados, DGD, seja conhecido e que os
parAmetros sejam perfeitamente identificados.

Por sua vez, o método GMM se apresenta como
uma alternativa vidvel por requerer que a estimacio
dos pardmetros de um modelo, linear ou nao, possa ser
feita a partir de um modelo parcialmente especificado,
contornando assim as dificuldades presentes no método de
MLE. Observa-se entdo que a conveniéncia de nio assumir
a priori uma distribui¢io conjunta para as varidveis e a
generalidade do GMM, que permite que este seja utilizado
em muitos problemas, sintetizam as duas principais razoes
pelas quais 0 GMM se tornou tao popular na literatura de
finangas empiricas.

A despeito de suas vantagens, o método pode nio
ser tao eficiente como o método de MLE, ou seja, o erro-
padrao das estimativas pode ser muito maior que o valor
encontrado, caso o modelo também possa ser estimado por

MLE.

Dadas as amplas oportunidades de aplicagio, o
objetivo desteartigo-tutorial é apresentar de maneira diddtica
o método GMM, bem como sua aplicacio pratica para que
possa ser compreendido e utilizado pelos pesquisadores.
O primeiro exemplo empirico aqui apresentado trata
do aprecamento de ativos e sua relagio com o consumo
agregado do individuo ao longo de sua vida. J4 o segundo
exemplo contempla a descri¢io das taxas de juros de curto
prazo, em tempo continuo. Embora possam parecer restritos
a drea de financas, ou mesmo datados, esses modelos ainda
sao utilizados e adaptados para refletir as preferéncias dos
individuos cujo consumo e expectativas futuras levam em
consideragdo valores como bem-estar social e redu¢io dos
impactos das atividades econdmicas no meio ambiente.

DO METODO DO MOMENTO AO GMM

O tratamento moderno do método GMM foi
formalizado no artigo seminal de Hansen (1982) a partir de
conceitos e métodos j4 presentes nos artigos de Amemiya

(1977) e Gallant (1977).

O ponto de partida para apresentar o método GMM
é entender como o método dos momentos funciona e como
o GMM, de fato, se altera para tratar o caso mais geral. Em
ambos os casos, a formulag¢io comeca com uma condicio de
momento definida pela teoria econdmica ou estatistica. Por
exemplo, no caso do primeiro momento de uma varigvel
aleatéria, X, que tem média populagio, u, temos a seguinte
condi¢ao de momento:

E[X]—u=0 (1)

Por sua vez, dada uma amostra X1,..,Xr, pode-
se reescrever a equagdo (1) por meio de sua contrapartida
amostral:

T

Xe  _ )
ZT n=0
t=1

Logo, o estimador do método do momento para u é

obtido por:

T
MM = Z% 3)
t=1

A construgio acima pode ser estendida para o caso do
modelo de regressdo linear y = x'8 + u, onde ff é um vetor
de dimensao Kx1. Suponha que o erro #, condicionado aos
regressores, tenha média zero; isso gera a seguinte condicio
de momento condicional:

=
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Elu|x] =0 (4)

Ao combinar com a lei das expectativas iteradas?, é
possivel escrever as condigoes de momento incondicionais:

Elux] =0 (5)
Elx(y —x'B)] =0 (6)

Ao utilizar a contrapartida empirica da condicao de
momento, pode-se escrever (6) como:

N
%in(yi—x;ﬁ) =0 @)
i=1

Resolvendo (7), obtemos o estimador de momentos:

Bum = (Zixix’i>_1zixi3’i 8)

Assim, o método OLS pode ser visto como um caso
particular do método dos momentos. Observe ainda que
o caso acima poderia ser generalizado para tratar o caso
em que x poderia ser correlacionado com #, e neste caso
o estimador OLS seria inconsistente. No entanto, com o
método dos momentos, bastaria incluir uma nova condicio
de momento a partir da existéncia de instrumentos z que
nao sio correlacionados com #, ou seja, E[u|z] = 0.

Para encontrar o estimador, basta impor que

dim(z)=K, isto é, que o numero de instrumentos seja
exatamente igual ao nimero de regressores, e neste caso

-1
Bum = (Z zix’i) Z z;y; que representa o método linear
i i
de varidveis instrumentais.

A ideia do uso de varidveis instrumentais consiste em
encontrar uma varidvel que carregue somente a ‘boa’ variagao
contida em x e ajude a explicar y, ainda que nio diretamente.

Esse instrumento deverd passar no teste de relevincia,
ou seja, ao regredir x com as demais varidveis, o coeficiente
de z deverd ser estatisticamente significativo. De outra
forma, z ¢ relevante para explicar x mesmo considerando os
efeitos dos demais regressores.

Outra condigao a ser atendida pelo instrumento ¢é
denominada condigio de exclusio, satisfeita se cov(z,u) = 0.
Uma vez que o termo e erro #, por defini¢io, é nao observdvel,
nio existe um teste que permita garantir que o instrumento
atende a essa condicdo. Sendo assim, cabe ao pesquisador
estabelecer uma justificativa pautada na teoria para explicar
o uso do instrumento escolhido para tratar o problema. Ao
final, tem-se que dadas as condigbes de momento acima, o

método de varidveis instrumentais também pode ser visto
como um caso especifico de GMM.

A contribuigao de Hansen (1982) foi generalizar o
conceito acima para condigoes de momento mais gerais do
que a expressa na equacdo (1). Entdo, o caso geral pode ser
escrito pelo conjunto de R condigoes de momento:

E{f(xp 20 6)} =0 )

onde f(-) é um vetor Rx1 de funcées reais, € é um vetor
K - dimensional contendo todos os pardmetros de interesse,
x, ¢ um vetor com as varidveis observaveis e z, ¢ um vetor de
instrumentos.

O problema que 0 método GMM se propée a resolver
¢ 0 de como a partir de uma amostra Xy, ..., X7, da populagio
X, se pode estimar o parAmetro 6 tendo especificado apenas
a condicido de momento descrita em (4).

Novamente, a contrapartida amostral das R condi¢oes
de momento definidas em (9) é

T
1
9r(0) = 5 ) fxez00) (10)
t=1

Para que os parimetros sejam identificados neste
modelo, se faz necessdrio avaliar a relagio entre Re K. No caso
onde R = K, temos que o modelo ¢ exatamente identificdvel
e obtemos o estimador do método de momentos, 8,
, a0 resolver gr(@yp) = 0. Por outro lado, caso R < K, o
modelo ¢ sub-identificado e nao ¢ possivel encontrar uma
solugdo para gr (6 ) = 0. Finalmente, quando R > K o
modelo é sobre-identificado, e neste caso torna-se relevante
o estimador do método generalizado dos momentos, ;-

No caso em que o modelo é sobre-identificado (R > K)
temos mais equagdes, R, do que incégnitas K e, portanto,
nio ¢é possivel achar um vetor § que iguale exatamente todo
o conjunto de R momentos a zero. A solugao deste problema
consiste em encontrar o vetor de parimetros § que torne
gr(8) tio préximo de zero quanto possivel (tal conceito
de distdncia depende da norma adotada; aqui emprega-se
a norma euclidiana, 7?). Adicionalmente, como nem todas
as R condi¢des de momento podem ser satisfeitas, adota-
se uma matriz simétrica definida positiva W, que pondere
estas condigoes apropnadamente Assim, o metodo buscard
encontrar o vetor 6 tal que gT(HGMM) = (0. Assim, o
estimador GMM para 6 busca minimizar a seguinte forma
quadrética:

Ocmm = ar%min 9r(6)' Wrgr(6) (11)
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Normalmente, a solu¢io de (11) nio estd disponivel
de forma analitica e acaba sendo obtida através de métodos
numéricos’.

Do ponto de vista das propriedades desejadas de
um estimador, temos que qualquer matriz de ponderagio
W, simétrica positiva atende as condigoes para garantir
que o estimador seja consistente. Consequentemente, hd
tantos estimadores GMM como hd escolhas para a matriz
de ponderagio W, . No entanto, a eficiéncia do estimador
nio ¢ obtida para uma matriz W, arbitrdria, apenas para o
caso em que W, = S', em que S representa’ a matriz de
covariancia de longo prazo dos momentos, a qual, por sua
vez, também deve ser estimada através de Sy ().

A estimagdo de g, envolve desafios associados
a forma de construir um estimador consistente para S(6),
bem como a relagio de dependéncia entre S; () e G-
Ao assumir inicialmente que 6 ¢ conhecido, a matriz 6tima
de pesos S71(8) pode ser estimada por um método pertence
a classe heteroscedasticity autocorrelation covariance (HAC),
o qual é robusto a presenca de heterocedasticidade e
autocorrelacio.

Determinar a solugio da equagao (11) depende da
forma adotada para estimar a matriz de peso S7%(6), a qual,
no entanto, também depende de 4y Esta dependéncia é
indesejdvel, uma vez que a inferéncia sobre 8y, dependerd
da forma adotada para representar a matriz de pesos W..
Neste sentido, alguns métodos foram desenvolvidos para
tentar encontrar a solugao de (11). A primeira alternativa,
representada pelo método de dois passos (two-steps GMM),
consiste em definir inicialmente uma matriz W, arbitraria,
muitas vezes representada pela matriz identidade, e obter o
valor de ', e uma vez obtido este valor, este é utilizado
na forma funcional de Wy = §71(4%) para entdo obter a
solugio -

Embora o método GMM de dois passos tenha, em
teoria, boas propriedades estatisticas, estudos empiricos
mostram que seu COMPOrtamento em amostras pequenas
tende a ser insatisfatério. Como forma de contornar estas
limitagdes, Hansen, Heaton e Yaron (1996) sugerem dois
novos métodos para a estimagao de ;-

A primeira alternativa consiste em uma evolugio
natural do método de dois passos, em que o processo
é repetido 7 vezes até que se alcance um critério de
convergéncia, dando origem ao método iterativo (izeratitve
GMM). Uma segunda alternativa ¢ o método do estimador
continuamente atualizado (CUE GMM), em que as matrizes
Sr e Ogyy sio estimadas simultaneamente. Além das
vantagens em amostras pequenas, uma vantagem adicional é
que este método é invariante a certos tipos de transformagoes
e normalizagbes que possam ser feitas com os dados (Hall,
2005). Por outro lado, o problema de otimizagio a ser

resolvido ¢ altamente nao linear e, logo, muito sensivel
as condigbes iniciais do problema de otimizagio. Por esta
razdo, normalmente as condigdes iniciais do estimador CUE
utilizam o resultado da estimagdo prévia através do método
de dois passos ou do método iterativo.

Por tltimo, o método GMM minimiza uma
fun¢ao quadrdtica que contém as condig¢bes de momento
devidamente ponderadas por W,.. Se essas condigoes de
momentos estiverem corretas, isto é, E{f(x;z8)} =0,
entio gr(Ogum) = 0. Este resultado conduz naturalmente
a um teste de especificacio do modelo, conhecido por teste

], definido como:
J=T71 gT(é)’WTgT(é) ~Xr2—q (12)

Rejeitar o teste representa que o modelo estd
mal especificado, pois existem momentos que nio sio
estatisticamente iguais a zero, ou seja, rejeita-se o modelo,
uma vez que a condi¢io de momento nio ¢ vélida.

Determinar ~ quantos momentos incluir na
especificagdo nao ¢é facilmente respondido. No entanto, Hall
(2005) recomenda que para amostras pequenas, com até
100 observacoes, podem ser incluidos até cinco momentos a
mais do que o niimero de parAmetros que se deseja estimar.

APLICACOES

Uma vez apresentados os principais aspectos
conceituais associados a0 método GMM, tem-se nesta secio
duas aplicagoes baseadas em trabalhos bem conhecidos na
literatura.

Em relagio aos dados, optamos por reaproveitar
dados publicos utilizados em outros estudos (Chan, Karolyi,
Longstaff, & Sanders, 1992; Verbeek, 2004), o que permite
a reprodugao das andlises e a comparagio dos resultados.
Além disso, colocamos este artigo-tutorial em linha com os
conceitos e sugestdes apontados em Martins (2021), que sdo
observados com as melhores prdticas de pesquisa, em que se
adota o conceito de dados abertos e publicos.

O leitor que desejar pode usar os cédigos em R
disponiveis no apéndice on-line para replicar todos os
resultados apresentados neste artigo e adaptd-los em suas
proprias pesquisas.

Estimacdo de modelos de aprecamento
de ativos baseado em consumo
(C-CAPM)

O trabalho precursor no uso do método GMM
¢ o artigo de Hansen e Singleton (1982). O modelo foi
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desenvolvido a partir da constru¢io formal apresentada
em Lucas (1978). O objetivo deste modelo é explicar os
movimentos agregados do consumo e dos retornos dos
ativos. O arcabou¢o que permite suportar o uso dos dados
agregados ¢ baseado na existéncia de um tnico agente
representativo que deseja escolher a trajetéria de consumo
6tima através da maximizagio do valor presente da utilidade
esperada do consumo:

max E Z[ﬁSU(Ct+S)|Tt] (13)
s=0

sujeito a restricdo orgamentaria:
Cris T qQres = Weas + (1 + Te4s)qes—1 (14)

onde F representa o conjunto de informagoes disponiveis no
instante 7, g, ¢ a riqueza do individuo ao final do periodo,
t+s, 7, ¢éataxa de retorno obtida no investimento em um
conjunto de ativos e w, _representa a renda obtida através

do trabalho.

@) agente pode investir em [V ativos com risco, os
quais possuem retorno bruto de 7, , e em um ativo livre de
risco que possui taxa de retorno 7, . Resolver o problema de
consumo e de alocagao intertemporal de ativo consiste em
determinar a condigao de primeira ordem da equagao (13)
sujeita & restricdo (14) produzindo a seguinte equagio de
Euler:

U'(Ces1)
E{ﬁTg;(l +1peen) — 1] :Ft} =0 (15)

U'(Ces1) .
]E{,BTZ;(ri_Hl + Tf,t+1) | S”t} =0,parai=1,..,N (16)

onde U'(+) ¢ a utilidade marginal do consumidor.

A equagio de Euler impée restrigoes no movimento
conjunto entre o consumo e o prego dos ativos financeiros,
permitindo entender o comportamento destas duas varidveis.

Por sua vez, a condigio de momento para estimar os
parimetros via GMM depende da adogio de uma forma
funcional para representar a utilidade deste agente. O caso
mais simples envolvendo modelos de aprecamento de ativos
baseado em consumo ¢é onde a fungio utilidade pertence
A classe de funcées com aversao relativa ao risco constante

(CRRA):
1-y
S #1
UC) ={1—y PY (17)
In(c;) paray =1

Revista de Ad

onde o parimetro ) representa o coeficiente de aversio ao
risco do investidor.

Assim, ao utilizar a equagdo (17) na expressao (16)
obtemos:

-v
E {/3 (CZ1> (14 7041) — 1| Tt} =0 (18)

Ao assumirmos que z, € F;, a lei das expectativas
iteradas permite escrever a condigio de momento
incondicional como:

Y
E{[ﬁ (CZI> (1+7e41) — 1} zt} = Oparai=1,..,N (9

De forma geral, a varidvel instrumental z, pode incluir
uma constante, o que equivale a esperanca incondicional da
equagio de Euler, e varidveis macroecondmicas que possam
ser relevantes para descrever o conjunto de informagdes
disponiveis ao agente representativo no momento em que
ele ird determinar de forma étima as decisoes de consumo e
investimento.

Usando inicialmente como instrumento z, = {1},
as equacoes (18) e (19) representam um conjunto de N+1
condi¢oes de momento que permite identificar os parimetros
6 = (B,y)', e que podem ser escritas na forma geral do
modelo GMM:

[ (Ced\ T
ﬁ( Ct ) (1 + Tf,t+1) - 1
Coni) ¥ (20)
EIf(8,x,2) =E| B (tc_+t1> (Te41 = Tfe41)

Co\ ™,
ﬁ( I ) (TN,t+1 _rf,t+1)
| t

A estima¢io do modelo CCAPM por meio do
método GMM utilizard um conjunto de 10 portfdlios.
Estes portfélios sio construidos com base no valor de
mercado das agbes (size-based) negociados na NYSE.
O portfélio 1 contém o retorno do primeiro decil do
conjunto das firmas listadas na NYSE, tomando por
base o valor de mercado das agoes, ordenados em ordem
crescente. O 10° portfélio é formado pelos retornos
do primeiro decil do conjunto das firmas listadas na
NYSE, tomando por base o valor de mercado das agoes,
ordenados em ordem decrescente. O ativo livre de risco é
expresso pelo retorno da T-Bill com maturidade em trés
meses.
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Os dados utilizados tém frequéncia mensal e se
referem ao periodo de fevereiro de 1959 até novembro de
1993. Os dados dos portfdlios sio obtidos do Center for
Research in Security Prices (CRSP). Os dados de consumo
representam os valores gastos em consumo de bens nao
durdveis e servigos para a economia americana.

A seguir, os resultados da estimagio por GMM (Tab. 1):

Observa-se da Tabela 1 que os coeficientes sio
estatisticamente  significantes em todas as formas de
estimacdo. Enquanto a estimativa do parAmetro f é razodvel
de acordo com a teoria econdmica, o valor para o coeficiente
de aversdo ao risco y é excessivamente alto. No entanto, o
teste / nao rejeita que o modelo esteja mal especificado para
nenhum dos métodos de estimagao.

Tabela 1. Modelo CCAPM.
Two-step GMM Tteratitve GMM CUE GMM
Coeficiente Erro-padrao Coeficiente Erro-padrio Coeficiente Erro-padrio
B 0,817+ 0,12 0,83*** 0,12 0,70*** 0,12
y 62,08* 33,79 57,40* 34,22 96,19*** 31,62
J-stat 4,54 p-value 0,87 5,76 p-value 0,76 5,14 p-value 0,82

Nota. Modelos estimados com o instrumento z, = {1}. O erro-padrio foi calculado utilizando o estimador HAC de Andrews (1991). Tiwo-step é o método de estimagio em
duas etapas, como proposto por Hansen (1982). CUE e iterative sio respectivamente os métodos atualizagio continua e iterativos, como proposto por Hansen ct al. (1996).

*** denota significAncia a 1%; ** denota significAncia a 5%; * denota significincia a 10%.

Na tentativa de obter um pardmetro y mais coerente,
um segundo exercicio consiste em usar outras varidveis como
instrumentos — por exemplo, z; = {1,C;/C;_,}. Passamos a
ter 2(N+1) condi¢bes de momento, conforme abaixo:

’ Cera )™
Bl (L 47pe01) =1

C
ﬁ( t+1> (T1 t+1 — 17, t+1)

Ceer) "
B I (rN,t+1 - Tf,t+1)

t

(e () o]
<Ct 1) [[3 (Ct+1> (rieen — rf.t+1)}

C Ces ad
(é) [.3 ( 2:) (TN,t+1 - rf,t+1)]

Uma simplificagdo na nota¢do em (21) ¢é através
do produto de Kronecker, que nos oferece uma forma
simplificada para representar as condi¢des de momento:

-V
15“12 <%> (T+75041) — 1] ® zt] =0parai=1,..,N+1 (22)

A estimagao do método GMM pelos mesmos trés

critérios utilizando o erro robusto apresenta os seguintes
resultados (Tab. 2).

]E[f(e'xtﬂzt)] = ]E (21)

Novamente, o parimetro f mostra-se adequado
e estatisticamente significante. No entanto, o parimetro
y acabou sendo estimado com um valor negativo, algo
inconsistente. Neste caso, o teste J corretamente rejeitou a
especificagdo do modelo proposto.

No entanto, a partir da observacio de que o parimetro
de aversio ao risco encontrado para a economia americana
era excessivamente alto, Mehra e Prescott (1985) cunharam
a expressao equity premium puzzle, EPP e inauguraram uma
proficua drea de pesquisa. Desde entao, a literatura evoluiu,
de forma a modificar o problema original e conseguir
encontrar um valor para o pardmetro de aversao ao risco mais
adequado. Boa parte dos trabalhos desenvolvidos concentra-
se em estudos que buscaram propor formas alternativas para

a fungio utilidade (detalhes em Campbell, 2018).

No Brasil, alguns trabalhos buscaram avaliar
empiricamente a existéncia do EPD, dentre eles os de Issler e
Piqueira (2002) e Cysne (2006). Diferentemente dos EUA,
os dados brasileiros sob diferentes formas funcionais para a
fungao utilidade nao corroboram a existéncia do EPP, exceto
em Cysne (20006).

Outra forma de utilizar as equagées (18) e (19) ¢é
através da comparagio entre os retornos esperados previstos
pelo modelo e o retorno realizado para cada portfélio. Assim,
recorre-se ao conceito do fator de desconto estocdstico
(SDF), que neste modelo ¢ identificado como:

Ceat\ "
me1(0) =B <Tt> (23)
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Tabela 2. Modelo CCAPM.
Two-step GMM Iterative GMM CUE GMM
Coeficiente Erro-padrio Coeficiente Erro-padrio Coeficiente Erro-padrio
p 0,917 0,03 0,98*** 8.83E-04 0,98*** 8.74E-04
Y 33,9 8,28 -1,25%** 0,38 -1,23%** 0,372
J-stat 133 p-value 0,00 30,2 p-value 0,067 30,2 p-value 0,067

Nota. Modelos estimados com z; = {1,C;/C;_1}. O erro-padrio foi calculado utilizando o estimador HAC de Andrews (1991). Tivo-step é o método de estimagio em duas
etapas, como proposto por Hansen (1982). CUE e iterative sio respectivamente, os métodos atualizagio continua e iterativos, como proposto por Hansen et al. (1996). ***
denota significAncia a 1%; ** denota significAncia a 5%; * denota significAncia a 10%.

Dentre as vantagens de utilizar o SDE estdo: (a) a
capacidade de descrever uma grande classe de modelos de
aprecamento de ativos através de uma mesma representagio;
e (b) a possibilidade de estudar e analisar a variagdo do
retorno esperado de diferentes ativos de uma forma geral
e unificada. Portanto, ao utilizar a representagio do SDF,
pode-se obter a decomposi¢ao do retorno esperado para este
modelo. Partindo de:

E{m1(0) (Tyes1 + 77 e41) | Fe} = O,parai=1,..,N (24)
obtém-se:

cov (mt+1(9): (Tear + rf,t+1))
E[m4,(0)]

E[(ryes1 +15e41)] = —

,parai=1,..,N (25)

Uma das implicagdes da equagio (25) decorrentes dos
modelos baseados em consumo ¢ que ativos que possuem
covaridncia positiva com a taxa de crescimento do consumo
devem oferecer um retorno maior para que, em equilibrio, o
investidor escolha este ativo para compor seu portfdlio.

Adicionalmente, pode-se investigar a qualidade do
modelo a partir da comparagio do erro de apregamento,
que consiste em comparar o excesso de retorno previsto pelo
modelo com o observado.

Na Figura 1 sdo exibidos o excesso de retorno realizado
e o excesso de retorno previsto pelo modelo para cada um
dos 10 portfélios. No caso dos retornos previstos pelo
modelo, seguimos a sugestdo de Cochrane (1996) e usamos
os parAmetros estimados em um passo, tendo assumido que
W, ¢ a matriz identidade.

Figura 1. Dispersao entre o excesso de retorno observdvel e o excesso de
retorno previsto pelo CCAPM para 10 portfélios de agoes (size-based).

A anilise da Figura 1 confirma que a performance do
modelo nio ¢ satisfatéria, pois ele nao foi capaz de explicar
a variacao cross-section observada no excesso de retorno.

Em particular, o portfélio formado pelo primeiro decil das
empresas listadas na NYSE e ordenadas de maneira crescente,
conforme seu valor de mercado, é aquele que mais se afasta
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da reta de 45°, e, portanto, o modelo de aprecamento de
ativos baseado em consumo também nio foi capaz de
resolver o size effect apontado por Banz (1981).

Estimacdo de modelo de taxas de juros

Um segundo uso do método GMM ¢ o artigo de
Chan, Karolyi, Longstaff e Sanders (1992), que busca
estimar os parimetros da equagio diferencial estocdstica
(SDE) utilizada para descrever em tempo continuo a
dinimica da taxa de juros de curto prazo:

dr; = k(8 — rp)dt + oy dW, (26)

onde o parAmetro x representa a velocidade de reversio a
média e § a média de longo prazo.

Ou de maneira equivalente:
dry = (a — Bry)dt + or) dW,; (27)

Nesta representagio, temos @ =kfef = —k. A
especificacio (26) engloba, de acordo com a restrigio nos
parimetros, os seguintes modelos: (a) movimento browniano
com drift (f = 0 e y = 0); (b) Ornstein-Uhlenbeck (ou
Vasicek) (y = 0) ; e (c) Cox-Ingersoll-Ross (y = 1/2).

A derivagio das condi¢cbes de momento utiliza a
discretizagio de Euller-Maruyama para obter a versio em
tempo discreto da equagio (27), assim:

Tear — 1t = (@ — Br)At + o1/ Aty a (28)
com
E|€s1|Fe] = 0 € E[€1|Fc| = o2

Eotermo€, descreve uma varidvel aleatéria normal
padronizada.

Observe que o método MLE nio pode ser utilizado
para estimar o modelo, uma vez que a distribuigio dos
incrementos depende do valor de y. No caso em que y = 0, os
incrementos possuem distribuigio normal, enquanto com
y = 12 tem-se a distribui¢io gama.

Por sua vez, 0 método GMM fornece as condigoes
econométricas necessdrias para estimar os modelos, uma
vez que é possivel a partir de (28) escrever as condigoes de
momento. Chan et al. (1992) usaram como instrumento
z,=(1,r), o que permite escrever as seguintes condigées de
momento:

€t+1
€t+17t

E[f(0,x:,2z,)] = E €2, — azrtzyAt

(€21 — o212 At)r,

Uma vez que o modelo é exatamente identificdvel, o
estimador de GMM para 6 = (a,5,0,7)" é obtido ao resolver
gT(eGMM) = 0 e a matriz de pesos W, torna-se redundante.

Utilizamos os mesmos dados que o artigo de Chan
et al. (1992), que consistem em dados mensais para o bid-
ask spread médio implicito na T-Bill com vencimento em 30
dias para o periodo de junho de 1964 a novembro de 1989,
disponiveis na CRSP. Em funcio de os dados serem mensais,
o intervalo ¢ definido como At = 1/12.

A seguir, os resultados (Tab. 3):

Tabela 3. Modelo CKLS irrestrito.

Coeficiente Erro-padrio
o 0,042** 0,019
B -0,607* 0,350
o 1,324 0,956
y 1,505%** 0,279

Nota. O erro-padrio foi calculado usando o estimador HAC de Andrews (1991).
*** denota significAncia a 1%; ** denota significAncia a 5%; * denota significincia
a 10%.

Os resultados sdo similares aos encontrados em
Chan et al. (1992). Em particular, o coeficiente y ¢
aproximadamente igual a 1,5 e significante a 1%. Uma
vez que o modelo é exatamente identificado, o teste / é por
construgio igual a zero.

Um segundo exercicio consiste em estimar o modelo
restrito CIR SR, ou seja, onde impomos y = 1/2, e estimamos
o modelo proposto por Cox, Ingersoll e Ross (1985). Neste
caso, temos um modelo sobre-identificado e a matriz de
ponderagio, W, passa a ser relevante.

Tabela 4. Modelo CKLS restrito — Two-step GMM.

Coeficiente Erro-padrio
a 0,023 0,016
B -0,269 0,287
o 0,082%** 0,007
y 0,5 -
J-stat 5,13 p-value: 0,023

Nota. Modelo estimado com y = 0.5. O erro-padrao foi calculado usando o estimador
HAC de Andrews (1991). Two-step ¢ o método de estimagio em duas etapas de
Hansen (1982). *** denota significAncia a 1%; ** denota significincia a 5%; * denota
significAncia a 10%.

Observa-se que o teste / ¢ rejeitado ao nivel de
significAncia de 5%, indicando que o modelo estd mal
especificado. Este resultado nio ¢ surpreendente, uma vez
que o modelo irrestrito estimou o parAmetro y ~ 1,5.
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Além desses dois exemplos, uma referéncia cldssica
do uso do modelo GMM ¢ o trabalho de Arellano e Bond
(1991), em que o estimador’ é conhecido por GMM em
diferencas (GMM-Dif) ou ainda AB-GMM. O estimador
foi desenvolvido em um contexto envolvendo dados em
painel dinimicos, ou seja, quando em um modelo de
efeito fixo a varidvel dependente ¢ incluida na forma
defasada como regressor:

Vie = Xy + pYit—1 + @ +uyg parat =1,..,Tei=1,..,N

A inclusao do termo defasado y, , implica em geral
que o regressor nao ¢ estritamente exdgeno, uma vez que
a varidvel defasada é, em geral, correlacionada com o
termo de erro #,, originando o chamado viés de painel
dindmico, conforme argumentado em Nickell (1981),

inviabilizando a estimagdo por OLS e justificando o uso
de estimadores GMM.

A despeito dos seus méritos, o estimador AB-
GMM apresenta conhecidas deficiéncias, em particular:
(a) se a varidvel dependente y, apresentar significativa
persisténcia, p=1; (b) no caso de dados em painel em que
a dimensio tempo 7 ¢é formada por muitas observagoes,
tem-se que o numero de instrumentos necessirios
cresce substancialmente, pois sdo necessdrios 7/(T - 1)/2
instrumentos.

LIMITACOES DO METODO DE GMM

Embora a teoria ofereca as condigdes para afirmar
que o estimador GMM seja consistente, a eficiéncia
e o viés dependem fundamentalmente da escolha das
condicées de momento e da escolha dos instrumentos.

Ainda que as propriedades assintéticas sejam bem
documentadas no artigo seminal de Hansen (1982), as
propriedades para amostras finitas nio sio inteiramente
conhecidas. Neste sentido, a literatura associada 2
escolha dos instrumentos, em particular os chamados
instrumentos fracos, isto é, varidveis que s3o fracamente
correlacionadas com as varidveis de interesse, sio bem
documentadas e contribuem para o entendimento das
dificuldades que podem surgir em amostras finitas. No
método generalizado de momentos (GMM), tem-se ainda
que os instrumentos fracos correspondem a identificagio
fraca de alguns ou todos os pardimetros do modelo.

Portanto, o pesquisador precisa ter cuidado ao
selecionar os instrumentos. Stock, Wright e Yogo (2002)
oferecem uma boa revisio dos desenvolvimentos recentes
sobre como escolher instrumentos e os impactos na
qualidade da estimagao em amostras finitas.

Além das questdes sobre a escolha do instrumento,
uma segunda limitagio que o método GMM pode
apresentar diz respeito A condigio de momento, em
particular quando: (a) a condigido de momento do
modelo nio pode ser obtida em uma forma analitica ou
apresenta uma forma funcional muito complexa para
ser avaliada; (b) a condicio de momento do modelo
depende do comportamento de uma varidvel latente nio
observdvel; e (c) a condigio de momento é derivada a
partir de varidveis censuradas e por isso siao parcialmente
observadas pelo pesquisador.

Para contornar os problemas descritos acima,
uma nova classe de estimadores desenvolvida a partir do
modelo GMM foi proposta e denominada método dos

momentos simulados (SMM), cujos trabalhos precursores
sa0 McFaden (1989) e Dufhe e Singleton (1993).

Conceitualmente, o método SMM busca, através
do uso de simulagées, aproximar a condi¢io de momento
que ndo estd disponivel na forma analitica e assim permitir
a estimacio dos parimetros de forma similar ao método
GMM. O desafio associado ao modelo de SMM em
relagio ao modelo GMM ¢ que o processo de estimagao
dos pardmetros passa a ser computacionalmente intensivo,
pois para um conjunto de simulagbes os parimetros
devem ser reestimados até que ocorra a convergéncia.

Simulagbes para aproximar um resultado analitico
de dificil obten¢io também foram empregadas no
desenvolvimento do método de méxima verossimilhanga
simulado (SML). Neste sentido, Pedersen (1995) e
Brandt e Santa-Clara (2002) apresentaram de forma
independente que a funcio de verossimilhan¢a pode ser
numericamente aproximada por meio de simulagoes.
A vantagem dos métodos envolvendo simulagdes ¢ a
possibilidade de incluir estruturas complexas de maneira
relativamente direta, algo que ndo ¢ trivial quando se
busca uma solugio analitica. Por exemplo, Genaro e
Avellaneda (2018) estimam via SML os parimetros de
um modelo em tempo continuo no qual os saltos ocorrem
endogenamente, e que nao pode ser estimado por mdxima
verossimilhanga, pois a intensidade do processo de salto é
uma varidvel latente.

CONSIDERAGOES FINAIS

Uma das dificuldades para o leitor que se depara
pela primeira vez com o método GMM ¢ que este necessita
da defini¢io das condi¢ées de momento, as quais sdo
diferentes para cada modelo, ¢ podem deixd-lo confuso.
A proposta deste tutorial é apresentar de maneira gradual
as etapas associadas ao desenvolvimento do método.

Revista de Administragéio Contempordnea, v. 26, n. Sup. 1, 210287, 2022 | doi.org/10.1590/1982-7849rac2022210287.por | e-ISSN 1982-7849 | rac.anpad.org.br




Um tutorial sobre o método generalizado dos momentos (GMM) em finangas

A. de Genaro, P. Astorino

Justamente pelo fato de que cada modelo possui
uma condi¢do de momento especifica, apresentamos dois
casos relevantes na literatura de finangas empiricas em
que o método GMM foi utilizado e que podem contribuir
para consolidar o entendimento sobre o método ao leitor.

De maneira complementar, o artigo também
apresenta consideragbes sobre a utilizagio do método
na presenca de varidveis instrumentais, bem como as
limitagoes tedricas a que o método GMM estd sujeito e
que motivaram o desenvolvimento de alternativas, tais
como o método dos momentos simulados (SMM).

Destaca-se novamente que os modelos de
aprecamento que utilizam a técnica aqui apresentada
ainda sio amplamente aplicados, especialmente no
contexto atual em que é de suma importincia mensurar
os impactos dos investimentos supostamente sustentdveis
realizados pelas corporagées ao redor do mundo.

Por tltimo, julgamos que o presente artigo tutorial
oferece uma visao sobre o método GMM alinhada a visao
colocada em Hansen (2013), pois permite ao pesquisador
to do something without doing everything.
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