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RESUMO

No presente trabalho foi desenvolvida a formulacdo ndo-linear do método dos elementos de contorno para
a analise estrutural de chapas escrita em termos de deslocamentos e forcas nas dire¢fes normal e tangen-
cial ao contorno da sua superficie. A equacdo integral do deslocamento é deduzida a partir do Teorema de
Reciprocidade de Betti, considerando-se espessura constante na chapa. Para calcular a integral de dominio
envolvendo o campo de esforgos iniciais (ou inelasticos) deve-se discretizar o dominio em células. A so-
lucdo ndo linear se obtém por uma formulagdo implicita, na qual as correcdes das deformac@es sdo feitas
através do operador tangente consistente que se atualiza a cada nova iteracdo, tendo como referéncia os
valores das variaveis internas referentes ao incremento convergido, o que leva a uma convergéncia qua-
dréatica do processo iterativo. Utilizou-se como critério de ruptura o de von Misses e exemplos foram ana-
lisados a fim de mostrar a convergéncia quadratica no processo iterativo e também a convergéncia dos
resultados numéricos a medida que se refinava a discretizacdo do contorno em elementos e do dominio
em células.
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ABSTRACT

In this paper the non-linear formulation of the boundary element method (BEM) for analyzing the stretch-
ing plate problem written in terms of displacements and tractions in the normal and tangential directions
to the boundary has been developed. The integral equation of displacement is derived from Betti’s reci-
procity theorem, considering constant thickness on the plate. To obtain the non-linear solution an initial
(or inelastic) force field must be considered over the plate domain, requiring therefore the plate domain
discretization into cells. Besides, an implicit formulation is adopted, where the strains correction to be
computed for each iteration is obtained by considering the consistent tangent operator, leading to a quad-
ratic convergence rate in the iterative procedure required to achieve the plate equilibrium. In the numeri-
cal examples the results are compared to software ANSYS and the Von Mises criterion has been adopted
to model the material behavior, showing the quadratic convergence rate. Besides, different discratizations
have been analyzed in order to show as well the results convergence.

Keywords: boundary element method, consistent tangent operator, non-linear analysis.

1. INTRODUCAO
Problemas de engenharia simulados numericamente é uma realidade em andlises estruturais, de forma que

cada vez mais o avango tecnoldgico dos hardwares e softwares da subsidio a simulagGes mais complexas.
Os métodos mais utilizados para a representagdo numérica a partir de problemas fisicos sdo: o método dos
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elementos finitos (MEF), o método das diferencas finitas (MDF) e 0 mais recente entre eles, 0 método dos
elementos de contorno (MEC) introduzido por [1].

A utilizagdo do método dos elementos de contorno apresenta algumas particularidades sendo:

e a possibilidade da reducdo da dimensionalidade do problema, ocasionando uma menor
quantidade de dados de entrada e assim, utilizando menos memaria computacional;

e 0s deslocamentos e forgas sdo aproximados no elemento através da mesma funcéo de in-
terpolacéo, ou seja, eles ttm a mesma ordem de aproximacao;

e em casos de concentragdo de tensBes apresenta bons resultados;

e em caso onde ha interagdo da estrutura com o meio infinito, pois ndo ha necessidade de
discretizacdo do meio infinito, apenas o contorno da estrutura.

A formulacéo ndo-linear do MEC apresentada nesse trabalho foi desenvolvida por FERNANDES
[8], tendo sido obtida através da inclusdo de um campo de forgas normais iniciais na formulagdo linear do
MEC para analise linear de chapas. Para aproximar esses esfor¢os normais iniciais no dominio, este deve
ser discretizado em células triangulares (ver mais detalhes em [9] e [10]), como demonstrado na figura 4,
onde se adotam fun¢des de aproximag&o lineares para esses esforcos. Portanto, para obtencéo da solucéo
ndo-linear, deve-se discretizar o contorno em elementos e o dominio em células. Diversos trabalhos ja
publicados tratam de andlise de placas através do MEC, podendo citar [2], [3] [5], [7], [8], [11] e [14].
Alguns desses trabalhos tratam sobre o problema de flexdo de placas, outros sobre o problema bidimensi-
onal ou do acoplamento entre esses dois problemas, a fim de se fazer analise de flexdo composta de pla-
cas. Nesse trabalho, a solugdo é obtida a partir da formulagdo implicita, na qual as corre¢des que devem
ser dadas aos estados de deformacdes planas em uma determinada iteragdo, sdo obtidas através do opera-
dor tangente consistente discutido em [13], que €é atualizado a cada iteracéo, e do residuo de esforgos.

A sequir, inicialmente mostram-se as equacdes integrais e algébricas do MEC para analise néo-
linear do problema bidimensional. Posteriormente, deduz-se a equacédo de residuos (ou equacédo de equili-
brio) em termos de esforgos normais verdadeiros (N, ) e deformag6es planas (¢ ), que deve ser satisfeita
no processo iterativo para que a placa alcance seu equilibrio. Aplicando-se 0 Método de Newton Raphson,
obtém-se a solucdo linearizada do problema, onde as correcfes que devem ser dadas as deformacdes na
préxima iteracdo sdo calculadas a partir da matriz tangente consistente, o que gera taxa de convergéncia
quadréatica do erro no processo iterativo. Entdo, mostra-se o processo incremental-iterativo no qual a atua-
lizacdo do tensor constitutivo, das tensdes e das variaveis internas relacionadas ao modelo constitutivo é
feita tendo como referéncia o incremento anterior convergido.

1.1 Objetivo

O objetivo deste trabalho é desenvolver a formulagdo ndo linear do método dos elementos de contorno
aplicado a chapas apresentada em [8], onde se utiliza 0 operador tangente consistente no processo iterati-
VO, 0 que leva a uma taxa de convergéncia quadratica do erro. Sdo também analisados exemplos numéri-
cos onde se mostra a convergéncia dos resultados a medida que se refina a discretizacdo do contorno em
elementos e do dominio em células. Além disso, nesses exemplos é apresentada também a convergéncia
quadratica do erro ao longo do processo iterativo referente a determinados incrementos de carga.

2 — EQUACOES BASICAS DO PROBLEMA NAO-LINEAR DE CHAPAS

Considerando uma chapa qualquer de espessura h, dominio Q como mostrado na figura 1 e com carrega-
mento somente nos eixos x1 e x2 tem-se que o equilibrio de um ponto na chapa é dado pela equacéo (1).

Nj;+ b =0 ij=12 ()

onde b; representa as forcas distribuidas no plano da chapa e Nij,j a derivada da forca normal na chapa
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Figura 1: Elemento representativo para o problema de chapa

Na anéalise ndo-linear, a deformagdo total é dividida em uma parcela elastica e uma parcela plastica
(ou residual) e os valores da tensdo sdo calculados por um modelo constitutivo. Nesse trabalho, sera ado-
tado um modelo elasto-plastico com encruamento isétropo, como descrito na figura 2 para o caso uniaxi-
al. No entanto, a formulagdo apresentada nesse trabalho pode ser usada com qualquer tipo de modelo
constitutivo.
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Figura 2: Correcao da tensdo no modelo elasto-plastico uniaxial com encruamento isotropo positivo

e , . ~ . e ~ . v o, ~
onde: Ac” é o incremento de tensdo de tentativa; 0 ¢é a tenso total de tentativa; o ¢ a tensdo ver-
- . T ~ Vv o, . .
dadeira; Ao’ éa parcela plastica de Ac®, ou o0 excesso de tensdo; Ao é o incremento verdadeiro de
tensdo; f,2,, €0 valor do critério no inicio da iteragio correspondente ao instante t+t.

Adicionando o incremento de tensdo de tentativa a tensdo do incremento anterior, tem-se a tenséo
total de tentativa que serd usada para verificar o0 modelo constitutivo. Entdo, de acordo com o modelo
constitutivo adotado, calculam-se a tensdo verdadeira (o) e o tensor constitutivo elasto-plastico. Note
que a tensdo verdadeira se relaciona com a deformacao elastica via lei de Hooke, mas se relaciona com a
deformacéo total via tensor constitutivo elasto-plastico.

Assim as tensdes elasticas (ou de tentativa), se relacionam com as deformacdes totais através da lei
de Hooke, podendo ser escritas como soma das tens@es verdadeiras com as tensdes plasticas. Na forma de
taxa, as tensdes de tentativa podem ser escritas como:

6% =6+¢6" (2)

Analogamente, as taxas das forcas normais elasticas Nﬁ (ou forgas normais de tentativa) sdo da-
das por:

Ng =N +N; ij=1,2 3)

onde: N,‘J* sdo taxas das forcas normais elasticas; Nij as taxas das forcas normais verdadeiras (obtidas a
partir das tensGes verdadeiras); Ni}’ as taxas das forcas normais plasticas.

A partir da equacdo de Navier, que representa a equacao de equilibrio para o caso linear, chega-se
a equacao diferencial do estado plano para analises ndo lineares:
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1 (b -N§ ;) @)

i +(1—2u')u'7ij TG

em que :

v =2 ®)
1+v

As relacgdes béasicas sdo completadas considerando-se as condi¢des de contorno. Entéo, divide-se o
contorno total em duas partes T'; e I', ou seja faz-se: I' =T, +I', . Admitindo que em TI';se prescreva o
deslocamento u;e em T', atensdo p;, tem-se: u; =U; em T'; ( condigéo de contorno essencial), p; =P
em I', (condicéo de contorno natural).

2.1 Equacdo integral do deslocamento

A equacéo integral do deslocamento no plano da chapa u; € obtida a partir do teorema de Betti, integran-
do ao longo da espessura da chapa (h) (ver figural), ou seja:

IgﬁkN?de=jéjkNﬁde ijk=1,2 (6)
Q Q

onde 0s termos com * representam o problema fundamental
Considerando a relagdo (3), pode-se reescrever a equacao (6):

Q, Q, Q

m m m

Integrando-se a equacgéo (7) por partes, obtém-se a representacao integral (exata) do deslocamento
para pontos de colocacgdo internos. A partir dessa, pode-se obter a equacéo integral para pontos sobre o
contorno, onde surge o termo livre K. De forma genérica, pode-se escrever a equacao integral exata da
taxa do deslocamento na dire¢éo i (U, ) como:

Kot == [t Py + U P AT+ [ ooty + potie Jo+ [ [, +uih, JaQ+ [ s N2 (®)
r r Q Q

onde: £ é a area carregada da chapa; o termo livre K,; pode assumir varios valores dependendo da posi-
¢do do ponto de colocacdo como segue: K, =1 e K,; =1/2, respectivamente, para pontos internos e pontos
no contorno ndo coincidentes com um canto.

Este trabalho lida com analises elastoplasticas, requerendo entdo o uso de um processo incremental
iterativo. Assim, todos os valores escritos na forma de taxas devem ser transformados em incrementos.
Considerando-se o passo de tempo At =t,,,; —t, como um passo tipico de tempo, a solucéo do problema
consiste em procurar a solugéo no passo de tempo t,,; quando se conhece a solugéo no passo t,. O in-
cremento de uma variavel ( Aa ) é dado por:

Aa= A — &, = At a"n+1 ©)
. Aa d(an.)
sendo & , = e ay,y = d—:ﬂ

Note que para escrever as equagdes integrais na forma incremental, ndo ha a necessidade de rees-
crever as integrais ja deduzidas, basta substituir os valores das taxas pelos incrementos correspondentes.

Note que tém-se duas incognitas em cada né de contorno, além de trés componentes de forgas ini-
ciais em cada n6 de célula. Assim, para obter a solucdo do problema serdo consideradas as equacdes inte-
grais dos deslocamentos escritas nos nés de contorno e as equacdes dos esforgos elasticos escritas nos nés
de células. Apds resolver o processo iterativo em um dado incremento, as incognitas no contorno, assim
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como os valores das forcas iniciais nos n6s de células sdo conhecidos. Entdo os deslocamentos e tensdes
em um ponto interno qualquer podem ser obtidos escrevendo a respectiva equacgdo algébrica. A equagédo
que representa a rotacdo da chapa é dada a partir da diferenciacdo da equacéo (8):

AUy == [ (8Uy P +AUs i, AT+ [ (U5, APy + Uz AP, AT+
Ty r (10)
* * a * * *
+J (uin,/ Aby, + U, Abs)dQ++§jgijkANﬁ<dQ+j(uin,, Ap, + Ui, Aps)dF
|
Q, Q r

A integral de dominio envolvendo a forga normal plastica (Aka) apresenta singularidades quan-
do o ponto de colocacédo pertence a célula a ser integrada. Entdo para obter-se o incremento do desloca-
mento tem-se que eliminar essa singularidade. Para isso, retira-se do dominio Q um dominio circular Q,
de pequeno raio ¢ e com origem no ponto g, obtendo-se o dominio Q.. , que é dado por: Q, =Q-Q, co-
mo visto na figura 3.

Figura 3: Dominio £2_e €2, Fonte: Fernandes, 2003

Entdo a integral de dominio da equac&o da derivada direcional de u;, definida em (10), pode ser es-

crita como:

! ,[(6—8u')ANif+ANnEm(q)5k,] ijklm=12 (12)

| :ifsakANﬁ(dQ:—
ox ) 164(1-v)

Para calcular as integrais de dominio das equac6es (8) e (10) que envolvem os esfor¢os plasticos,
deve-se discretizar o dominio em células, nas quais as forgas normais iniciais de um ponto p da chapa
serdo aproximadas nos nds por fungdes interpoladoras. Neste trabalho foram adotadas células triangula-
res, como representado na figura 4 (ver mais detalhes em [4]), com funcbes de aproximacéo lineares.

"
x k:=(0,1,0)

&=0 N

P&, & &)

ks=(0,0,1) ifé

ki(1,00)

Figura 4: Célula triangular com coordenadas homogéneas

2.2 - Equac0es algébricas do MEC para andlise ndo-linear

As equacdes integrais apresentadas até entdo, podem ser transformadas em equacGes algébricas, discreti-
zando o contorno em elementos e 0 dominio em células, nos quais as variaveis de um ponto p qualquer
sdo escritas em funcdo dos seus valores nodais, utilizando-se as funcbes de interpolagéo.
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Apos a integracdo numérica ao longo de todos os elementos do contorno e de todas as células, as
equacdes de deslocamentos referentes aos problemas de chapa (equagéo de u,ou uy,) de um ponto interno
ou sobre o contorno externo, podem ser escritas, em suas formas matriciais. Escrevendo-se entdo as equa-
¢des dos deslocamentos us e u, em cada né do contorno, obtém-se o seguinte sistema de equacoes:

[H]{AU} =[G]{AP}+{AT}+[E]{AN" (12)

onde: {AU} é o vetor dos incrementos dos deslocamentos no contorno; {AP} é o vetor dos incrementos
das forgas no contorno; {AT} é o vetor da carga externa; [E] é a matriz obtida integrando as células (Fi-
gura 4); {ANP 1 é vetor do incremento de forcas plésticas.[H] é resultado da integracdo dos esforgos fun-
damentais ao longo do contorno;[G] é o resultado da integracdo dos deslocamentos fundamentais ao lon-
go do contorno.

A equacdo (12) pode ser representada da seguinte forma:
(13)
HAU =GAP +AT +EAN®

Para a resolucdo numérica da analise ndo linear, sdo feitas operagGes matriciais sobre a equacao
(13), visando-se deixar os termos referentes aos esforcos iniciais ou plasticos isolados. Assim, armaze-
nam-se todas as incognitas do contorno externo e cantos num vetor {X}, trocando-se as respectivas colu-
nas entre as matrizes [H] e [G]. Entdo, somam-se em {B} os efeitos dos deslocamentos ou esforcos pres-
critos no contorno externo, ao efeito do carregamento que atua na chapa ,obtendo-se:

AAX = AB+EAN” (14)
sendo:

AB =G AP+AT (15)

Multiplicando-se os dois lados dessa equacao por [A] ™, obtém-se as incognitas do problema:

AX =AL+RyAN® (16)
sendo:

AL = A'AB 17

Ry = A™'Es (18)

Assim, o termo Ry, representa a influéncia das forgas normais plasticas nos valores dos desloca-
mentos do contorno e [L] a resposta elastica sem considerar os esforcos iniciais ou plasticos. No caso da
analise ndo linear onde a chapa € sujeita a esforcos iniciais, os deslocamentos e esforcos finais sdo obtidos
somando as incégnitas da analise linear, os valores devido aos esfor¢os iniciais. Os resultados finais sdo
obtidos ap0s se fazer o processo incremental-iterativo onde, no final de um incremento, o vetor dos esfor-
¢os iniciais ou plasticos corresponde aos valores obtidos na iteracdo onde o equilibrio foi alcangado.

Analogamente se faz para 0s pontos internos, utilizando-se o vetor [L] calcula-se o deslocamento
elastico devido ao carregamento, entdo se acrescenta ao valor desse, a parcela referente aos esforgos inici-
ais:

AU(q) =—H AU+G AP+ AT+ Ey AI\IP (19)

AU =— AAX +AB+Ey Aj\l" (20)

Substituindo (16) em (19):
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AU(q):—A(AL+ Ry ANPJ+AB+ Ey ANP (21)

AU(q) = {— A(q) AL+ AB}q)} ~AN® {A(q) R+ En (q)} (22)

Assim, pode-se escrever a equacao (22) da seguinte maneira:

AU () = AL (a) + Ry (@) AN" (23)

onde
Ry () =~ ARy + Ey (24)
A |:' Q) =- 5A~L'+ AB (25)

A equacdo algébrica das derivadas dos deslocamentos da chapa para qualquer ponto interno é dada
pela seguinte equagdo matricial:

U; (a)+H (a)AU =G (q)AP+AT (q)+E (q)AN"  (26)

Considerando-se as equac0es (3), (26), obtém-se a equacao matricial relativa a forca normal elasti-
ca de um ponto interno g. Escrevendo-se essa equagdo em todos os pontos nodais das células, chega-se a:

ANEMEC) —_H*AU +G" AP + AT +ENANP  (27)

A equacdo (27) pode ser expressa por:

AN = AB"— A" AX + E; ANP (28)

ou ainda:

AN*MO — AK  +S, ANP

(29)

onde:
AK, =AB"-A"AL (30)
Sy =E, —A"R, 31)

Aplicando a lei de Hooke a todos os nds da chapa define-se o vetor de forgas normais local AN°®
como demonstrado em (32).

AN® =CyAg (32)
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onde Ag é o vetor de deformagBes no plano em todos os pontos da chapa;

[ ] [0] [o] |
o . . . [0
[CN ] = 8 [Cn]i " [O] (33)
S
| [o] [o] [o] [o] [C]y |

em que Cy é a matriz quadrada, cuja diagonal é composta pelas matrizes elasticas, sendo que os demais
termos s&o nulos.

A fim de deduzir uma equacéo algébrica do MEC para o esforco normal N, que sera designado de
, considere a equacéo (3), onde N e NP sio forcas obtidas localmente, ou seja, para um né de célula,
as forcas verdadeiras N sdo obtidas diretamente a partir das tensGes verdadeiras e as forgas plasticas NP
obtidas subtraindo das forgas de tentativa as forgas verdadeiras. Analogamente a equagdo (3), pode-se
escrever que:

MEC
N

AN MEC — ANe _AN P(MEC) (34)

Levando-se em conta a expressao das forcas normais de tentativa escritas em funcéo das deforma-
¢des planas (32), tem-se:

ANMES) . Ag — AN PMEO) (35)

AN P(MEC) — AN e(MEC) _ AN
Onde: - - -

Considerando-se a equacado (29), tem-se:
ANPMEO _ AK +S ANP —AN (36)

Substituindo-se (36) em (35), obtém-se a equacédo algébrica para o incremento de forgas normais
verdadeiras da chapa:

ANMEO) — C\ Ag - AKy —SyANF + AN 37)

2.3- Equacédo de Residuos

Para o problema bidimensional, a equacéo de residuos, ou equacédo de equilibrio, que deve ser nula em
um determinado incremento, é dada por:

Ry =AK, —ANMEC (38)

onde Ry € o residuo- das forgas normais; AK o incremento de forgas normais elastico; AN MEC ¢ 0 in-

cremento de forgcas normais verdadeiro.

O vetor de forcas AK é obtido através da formulagao linear do MEC para a analise do problema
bidimensional, sendo que ANMEC ¢ calculado levando em consideragéo a formulagéo néo linear do MEC.
Quando a equacao (38) for aproximadamente igual a zero tem-se o equilibrio, obtendo-se os valores reais
das incognitas na placa.

No processo iterativo serdo dadas a chapa corre¢des de deformacédo plana. Entdo, para que se possa
definir o operador tangente consistente, deve-se escrever (38) em termos do incremento de deformacgéo
plana Ag, e das forcas normais verdadeiras AN que esta relacionado a Ag, através do tensor elasto-
plastico CyP .A expressdo final para a equagdo de residuos é obtida substituindo-se (37) em (38), ou seja:
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3. MATRIZ TANGENTE CONSISTENTE

A matriz tangente do problema bidimensional é obtida linearizando-se a equacédo (39) de residuos, através
do Método de Newton-Raphson. Para uma determinada iteragdo i a corre¢do no estado de deformagdes
planas {5Agr']} é calculada a partir da seguinte equacéo:

. afR M .
ISR WV )
d{As},
ou ainda:
. -1
G il R
SAs) =| -———1_| (R (41)
{ }n [ 6{Ag}ln_l { N }n
Ou seja, a matriz tangente consistente é dada por:
i ORI
e =S, “)
d{As),

Derivando-se a equacgdo (39) de residuos em relagdo ao incremento de deformagdo plana, chega-se

(K™ ]i =[S"y ]([Cﬁp]in_l ~[Cy ])+[CN J+[cfr 1—1 (43)

n

i-1 . - , . -
sendo [C,eﬂ uma matriz quadrada, cuja diagonal é composta pelas matrizes elasto-plasticas, e 0s outros
termos sdo Tulos, isto é:

e U )
o . . . [0
s . R (1] (44)
]
[0] [o] [o] [o] [c¥]

sendo N o nimero de nés de célula e para um ponto qualquer k da chapa, [Cﬁp Jk ¢ dado por:

N

. (i-1) h/2 g i-1 h/2 -
[co ] ~ N | —(6)?_1 do= | [c®] " dx,=hC® (45)
(" 5A(82D)n —hi2 5A(5)n ~h/2 ™

onde C* que é obtido a partir do modelo constitutivo adotado, é a matriz constitutiva que relaciona a ten-
sdo real com a deformacdo total.

4. PROCESSO INCREMENTAL ITERATIVO

O algoritmo que rege o processo para a analise ndo linear de chapas é o seguinte: para uma iteracdo i de
um incremento n, segue-se 0s seguintes passos:

1) Calculam-se os incrementos de for¢as normais elasticas AK,, , referentes a todos os pontos no-
dais das células. _

2) Quando i = 0 € feito o calculo dos incrementos de deformagGes totais {Ag}'n através da lei de
Hooke (32).Caso a equacdo de residuo (39) ndo for satisfeita, houve a plastificacdo de algum ponto, de-
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vendo-se fazer o processo iterativo (i > 7) descrito no passo 3 para alcangar o equilibrio da chapa.

3) Se i >1: atualiza-se a matriz tangente gIobaIJAKTC(i) (43) e calculam-se as corre¢des que de-
vem ser dadas ao incremento de deformagdes planas { gsn (41), obtendo-se o novo estado de deforma-
¢Oes na chapa:

(A} = {Ag)! +{one)

n

(46)

i
n
4) Para cada ponto nodal das células, procede-se da seguinte maneira:

4.1) Verifica-se 0 modelo constitutivo para o ponto de Gauss ig definido ao longo da espessura da
chapa, seguindo o0s seguintes passos:

i+l
4.1.1) Obtém-se o incremento de tensdes elasticas, ou de tentativa, {Aae} " através da equagdo:
n

(ac*]™ =[c]{a(e))? (47)

n n

sendo [C] o tensor elastico dado pela lei de Hooke

4.1.2) Soma-se (47) ao estado de tensdo verdadeiro do incremento anterior convergido, obtendo-se
as tensdes totais {o°}'**, ou seja:

e i+1 _ e i+1
{a }n = {a}nfl+{Aa }n (48)

4.1_.3;) Com as tensdes totais verifica-se 0 modelo constitutivo, obtendo-se o vetor de tensdo verda-
deiro {a}'n+ e 0 incremento de tensdo verdadeiro {Ac;}'n+1 = {c:;}'n+l —{o},, parao ponto em questdo. Se
a iteracdo ndo for elastica, deve-se atualizar também a relacdo constitutiva elasto-plastica [C*] definida
em (45).

4.2) Calcula-se o vetor dos incrementos de forgas normais verdadeiras AN e o vetor dos incre-
mentos de forgas normais plésticas Aan(”l) do ponto k, além da matriz quadrada [cff] composta das
matrizes elasto-plasticas (44) :

{ANGD1 = hagtt (49)

{ANPE L= [C JAs)- (AN} (50)

5) Segue-se 0 mesmo procedimento para todos os pontos nodais das células. Através da equacéo
(39) calculam-se os residuos de forgas normais Rﬁl”l) .Se os residuos ndo forem nulos, de acordo com a
tolerancia adotada, passa-se a préxima iteracao, voltando ao passo 3. Caso o critério de convergéncia seja
verificado, passa-se ao incremento (n+1) seguinte ao passo 1 com i=0.

Ao final de um incremento de carga, os incrementos dos deslocamentos e forgas de superficie que
sdo incognitos no contorno da chapa sdo dados por:

{ax}, ={aL}, +[Ry]{aN p}n (51)
onde AL representa a resposta elastico linear e {AN p}

da chapa.
O incremento de forca normal real na chapa € dado pela equacéo (37).

contém os vetores {AN p}k de todos os pontos
n

5. EXEMPLOS NUMERICOS

Neste artigo estudaram-se trés exemplos. No primeiro apresenta-se uma chapa de material genérico
carregada com forcas normais e tangenciais. No segundo e no terceiro exemplo utilizou-se uma chapa de
aluminio, sendo uma com furo quadrado e outra com furo circular e ambas submetidas a carregamentos
normais. Nos exemplos foi analisada a convergéncia dos resultados pela adi¢do de elementos no contorno
e células no dominio, além de mostrar a convergéncia quadratica do erro ao longo do processo iterativo.
Para todos os exemplos numéricos adotou-se 0 modelo elasto-plastico de Von Mises para modelar o
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comportamento do material.

Note que em todos os exemplos apresentados sdo definidos nos duplos nos cantos. Assim, 0 n6 an-
terior ao canto é definido como né da célula anterior e 0 n6 posterior ao canto como no da célula posterior.
Portanto, nas figuras que mostram a discretizacdo da placa (veja figuras 6, 10 e 15) os lados das células,
cujas extremidades correspondem ao né de canto, foram representadas ndo coincidentes apenas para defi-
nir qual no estava sendo considerado para cada célula. No entanto, na integragdo numérica das células
esses lados séo considerados coincidentes.

5.1 Chapa retangular

Na figura 5 tem-se uma chapa de comprimento 200 c¢cm, largura 50 cm e espessura de 20 cm. A mesma
esta submetida a uma forca de 1,0 kN / cm?, sendo que, multiplicando pela espessura tem-se uma carga de
20 kN / cm. Para as propriedades do material adotaram-se: médulo de elasticidade E = 1000 kN/cm?, mé-
dulo pléstico E**=100 kN / cm?, Poisson v = 0,3, tenséo de escoamento de o ,=1 kN / cm” e coeficiente de
encruamento K = 111,11 kN / cm?,

Figura 5: Exemplo de uma chapa com carregamento normal

As vinculages e condi¢bes de contorno estdo apresentadas na figura 5, onde ao longo de um dos
lados menores restringe-se o deslocamento na direcéo X; para todos 0s nés e na direcdo X, apenas para 0
ponto médio. No lado oposto a esse, aplica-se forca na direcdo normal ao contorno de valor p, = 20 kN /
cm e os dois lados maiores sdo adotados livres (ps = p,= 0). A forca prescrita é aplicada ao longo de oito
incrementos, onde se adota A =1 para 0 primeiro incremento de carga, A =0,5 para 0 segundo e
ApB =0,25 para os outros, sendo S o fator de carga acumulado e A o incremento do fator de carga.
Note que a solugdo analitica desse exemplo é conhecida, sendo o deslocamento em um ponto p qualquer
da chapa dado por urf’ = un"fl + Agxlp Portanto, obtém-se os seguintes deslocamentos para o ponto 9
(ver figura 6) correspondentes aos fatores de carga =1, f=2 e p=3:

Uz =&l =0,001x200=0,2cm (51)
Up_p = ¢l =0,011x200 = 2,2cm (52)
Uy_g = £l =0,021x 200 = 4,2cm (53)

Na analise com o0 MEC foram utilizadas duas malhas; a primeira com 4 elementos no contorno e 8
células e a segunda com 8 elementos no contorno e 24 células, que esta representada na figura 6, onde os
pontos vermelhos indicam os nés dos elementos. Observe que esté indicado em linha vermelha o primeiro
elemento de cada aresta da chapa.
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Figura 6: Malha 24(8) com vinte e quatro células no dominio e oito elementos no contorno

Na figura 7 tem-se o deslocamento do ponto 9 na direcdo de X;, sendo que na legenda do grafico o
valor fora do paréntese corresponde a quantidade de células no dominio, e o valor dentro do paréntese a

guantidade elementos no contorno.

3,0- y |
2,5
. /]
g 2,0 | @""’/.
= M v
S g/-f células(elementos)
1,5 - )
% | —O— 8(4)
@ —0—8(8)
o ~
e 1,0 ;F —A—24(8)
- . / —> Analitico
™ 0,51 /
L /
1 /
0,0 &
T i T i T r T d T . 1
0 1 2 3 4 5

Deslocamento X7(cm)

Figura 7: Deslocamento do ponto 9 para analise ndo linear com carregamento normal

Na tabela 1 estd demonstrada a convergéncia quadratica do residuo (erro) ao longo do processo ite-
rativo para dois incrementos de carga: p=1,5 e B=3. Nessa tabela foi considerada a malha 8(8), ou seja,
com oito elementos no contorno e oito células no dominio. Note que o residuo de forcas normais é calcu-

lado pela equaco (39).
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Tabela 1: Convergéncia quadratica do residuo para a malha 8(8)

INCREMENTO 3 | INCREMENTO 8
AB=0.5 AB=0,25
B=1,5 B=3
ITERACAO RESIDUO
1 9,78E-01 9,78E-01
2 8,00E-01 8,09E-01
3 1,89E-02 7,57E-03
4 7,61E-05 2,93E-05
5 4,89E-11 1,06E-11

No grafico da figura 8 estdo os valores da tabela 1, onde se percebe que o residuo diminui signifi-
cativamente entre uma iteragdo e outra, sendo observada a convergéncia quadratica do erro.

1,0 4
\’x
0,8 ']
4 :'g“
Y
0,6 \
S \
2 1 —m— Incremento 3
e 04 ®— Incremento 8
\
0,2 - \
] \
0,0 S —_— L
. , . , . , . | ,
1 2 3 4 5

lteragdo

Figura 8: Residuo nos incrementos da malha 8(8)

Na tabela 2 esta demonstrada a convergéncia quadratica do residuo ao longo do processo iterativo-
para a malha de vinte e quatro células no dominio e oito elementos no contorno, referentes também ao
terceiro e oitavo incrementos de carga.

Tabela 2: Convergéncia da malha 24(8)

INCREMENTO 3 | INCREMENTO 8
AB=0,5 AB=0,25
B=1,5 B=3
ITERACAO RESIDUO
1 9,78E-01 9,78E-01
2 8,09E-01 8,20E-01
3 7,57E-03 3,91E-04
4 2,93E-05 1,19E-07
5 1,06E-11 2,08E-15
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Seja agora a mesma placa descrita na figura 5, mudando-se apenas as forcas aplicadas. Além da
forga normal, aplica-se também uma forga tangencial como mostrado na figura 9.

‘ — ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ + « 10kN/cm
X2

I> T—»x1

l ot o B A e e T T I
0,5kN/cm

+iddd

Figura 9: Chapa com carregamento normal(p,) e tangencial(ps)

Para este exemplo tem-se a discretizagdo do dominio em 24,48 e 192 células e para o contorno fo-
ram considerados 26 e 52 elementos. Na figura 10 tem-se a malha 192(52), onde os pontos em vermelho
indicam os nds de células definidas no dominio, sendo algum desses coincidentes com os nés sobre o
contorno, que também sdo definidos nos elementos de contorno.

Elem. 50 elem. 27
103 110199 * oo . ® 2 v * *—e 5418
oanEh [\ N\ N : / 71 1%
\ \ X "\_‘ ; \ \ i | 1 ) v ; ; ‘f"‘

lem. 51— 145155 VI VL 166 W L C oy ol
106 5332"' 55BN b WL £ & 4 & & A o« o ¢ ‘}_54 52
/ / : lem. 25
Me ) [V SV LY Y )i g0y NN N NN NN ey
wey A/ /| F UL Y NN NN N\ so
113 6 sz 25 45 47| 49
elem. 1 elem. 24
>X1

Figura 10: Malha 192(52) com cinquenta e dois elementos no contorno e cento e noventa e duas células no dominio

Nas figuras 11 e 12, mostram-se os deslocamentos para o ponto 52 (ver figura 10) ao longo do
processo incremental de carga.
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Figura 11: Deslocamento X1 do ponto 52
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Figura 12: Deslocamento X2 do ponto 52

Note que ambas as malhas de quarenta e oito células apresentam bons resultados. Na tabela 3 esta
demonstrada a convergéncia quadratica do residuo ao longo dos processos iterativos do terceiro e oitavo

incrementos de carga, para a malha 48(28).
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Tabela 3: Convergéncia quadratica do residuo para a malha 48(28)

INCREMENTO 3 | INCREMENTO 9
AB=0.5 AB=0,25
B=1,5 =3

ITERAGAO RESIDUO

1 9,51E-01 9,51E-01

2 4,76E-01 7,82E-01

3 5,23E-03 8,93E-04

4 2,24E-06 9,47E-08

5 2,51E-11

Na tabela 4 a convergéncia quadratica do residuo é verificada para a malha 192(52).

Tabela 4: Convergéncia quadratica do residuo para a malha 192(52)

INCREMENTO 3 | INCREMENTO 9
AB=0.5 AB=0,25
B=1,5 =3

ITERAGAO RESIDUO

1 9,85E-01 9,85E-01

2 5,41E-01 8,11E-01

3 5,35E-03 1,35E-04

4 2,31E-06 1,59E-08

5 2,63E-11

5.2: Chapas de aluminio com furos circular e quadrado
Para este exemplo tém-se as duas chapas de aluminio como visto na figura 13. As caracteristicas do mate-

rial séo: modulo de elasticidade de E=70GPa, tensdo de escoamento de ¢,=243 Mpa; mddulo de encrua-
mento K=0,032xE; coeficiente de Poisson v = 0,2.

Figura 13: Chapas de aluminio com furos quadrado e circular

As vinculagdes e condigdes de contorno estdo apresentadas na figura 14, onde uma carga de 121,5
N / mm é aplicada ao longo dos lados menores. Note que devido a simetria do problema, seré analisado
apenas ¥ da placa (parte hachurada da figura 14).
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Figura 14: Chapas de aluminio com carregamentos normais

Considere inicialmente a placa com furo quadrado, onde se utilizou uma malha de duzentos e seis
pontos no contorno para definicdo dos elementos de contorno. Para a discretizacdo do dominio foram
consideradas trés diferentes malhas, contendo 24, 88 e 250 células, respectivamente, sendo esta Ultima
vista na figura 15. Como condic¢do de contorno em deslocamentos, restringiu-se o deslocamento na dire-
¢do de X2 para 0s pontos 166 até 206 (ver figura 15) e o deslocamento na dire¢do de X1 para 0s pontos
43 até 63 (ver figura 15). A fim de verificar a formulacdo, os deslocamentos e as forgas foram compara-
das com o software de elementos finitos Ansys.

165 161 157 153 149 145 141 137 133 129 125
16 a4 5 52 /51 750 7l a0 /] a8/ ar /e o4 24
64 55 56 57 58 59 60 61 B2 a5
170 30 306/307 120
250 44

235
1744298/29 298/ *4116
234 36
219
1784 284/28 289/ *,412
218 37
279/574 S8q/ s
182 - ~ 108
187
186¢20%/26 213404
186 39
m .
1904 254/25 263/ 4100
170 40
155
24/24 25, 30
194 = 796
238/237 24
- 29
198 138 42 92
123
202 227/22 230/23 L)223 23 %08
81 20 e 43
2,
2064/ % 2/253/224) 1226/ "\a
1 5 9 3 7’22| 8116 7] 2|
23
250 219022 22 —80
2 5 |
215,21 182
30 e 176
X2 211,512 1412
34 oY =172
207,20 10 %8
38 9 16 15 14 18 68
42 10 11 42 (k] 17 64
X1 43 47 51 55 5943

Figura 15: Malha 250(100) com duzentos e cinquenta células no dominio e cem elementos no contorno

Na figura 16 tem-se o deslocamento do ponto 1 ao longo do processo incremental, onde para a
analise no Ansys utilizou-se o elemento solid 185.
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Figura 16: Deslocamento do ponto 1 para malhas com 24, 88 e 250 células e no Ansys

Percebe-se que a malha de vinte e quatro células apresenta resultados discrepantes das demais, ao
passo que os deslocamentos obtidos com as malhas de 88 e 250 células sdo semelhantes aos valores cal-
culados com o Ansys. Observa-se que para fator de carga f = 0,83 houve o inicio de plastificacdo do ma-
terial, porém a plastificacdo se torna mais acentuada a partir de £ = 1, ou seja, para carga de p, = 121,5N /.
A convergéncia quadratica do residuo ao longo do processo iterativo para os incrementos com 8 = 0,83 e
S = 2,53 sdo demonstrados na tabela 5, para a malha 250(100).

Tabela 5: Convergéncia quadratica do residuo para a malha 250(100) com furo quadrado

INCREMENTO 2 INCREMENTO 20
AB=0,2 AB=0,05
=0,83 B=2,53
ITERACAO RESIDUO

1 9,80E-01 9,80E-01

2 1,12E-01 9,24E-01

3 1,96E-02 1,19E-04

4 3,26E-03 6,56E-07

5 1,65E-06 4,49E-12

Na figura (17) tém-se as forcas obtidas para os pontos 43 até 63 no Gltimo incremento de carga.
Note que os resultados obtidos com a malha com 24 células ndo foram apresentados por serem muito dis-

crepantes dos demais.
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Figura 17: Forcas dos pontos quarenta e trés a sessenta e trés da chapa com furo quadrado

Note que os resultados obtidos com as duas malhas do MEC foram muito préximos, mostrando a
convergéncia dos resultados, sendo esses similares aqueles obtidos com o Ansys.

Seja agora a placa com furo circular, onde se adotam 186 nés para a discretizagdo do contorno em
elementos. As vinculagdes e condicGes de contorno sdo idénticas as apresentadas na figura 14 com carga
de 121.5 N/ mm na direcéo de p,. Para o dominio foram consideradas quatro discretizagGes: 49, 88, 276 e
450 células, sendo esta Gltima vista na figura 18. Esse exemplo também foi analisado com o Ansys, a fim
de comparar os resultados numéricos.
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Figura 18: Malha 450(92) com quatrocentos e cinquenta células no dominio e noventa e dois elementos no contorno
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O deslocamento do ponto 1 ao longo do processo incremental de carga estd mostrado na figura 19
para as diversas malhas analisadas com o MEC e para 0 Ansys, onde se utilizou utilizado o elemento solid
185.
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Figura 19: Deslocamento do ponto 1 para malhas 49,276 e 460 e no Ansys

Pode-se observar que, para o furo circular necessita-se de uma maior discretizacdo do dominio pa-
ra a obtencdo da convergéncia dos resultados numéricos com 0 MEC. Note também que os deslocamentos
obtidos com a malha mais refinada (450 células) foram semelhantes aqueles obtidos com o Ansys. Na
tabela 6 mostra-se a convergéncia quadréatica do residuo para a malha 450(92) ao longo do processo itera-
tivo dos incrementos 2 e 14.

Tabela 6: Convergéncia quadratica do residuo para a malha 450(92) com furo circular

INCREMENTO 2 INCREMENTO 14
AB=0,2 AB=0,02
p=0,43 B=1.25
ITERACAO RESIDUO

1 9,86E-01 9,86E-01

2 5,01E-01 9,90E-01

3 1,43E-01 5,11E-03

4 1,35E-02 8,06E-04

5 2,78E-05 1,36E-07

6 1,01E-10 1,59E-12

Percebe-se que 0 erro do processo iterativo diminui rapidamente, com taxa quadratica, mesmo para
esse exemplo que possui maior complexidade que os anteriores. As forcas no Gltimo incremento e refe-
rentes aos nos 26 até 46 estdo plotados na figura 20. Note que o ponto de colocagdo para essas forgas &
adotado no interior da célula, a 0,163 milimetros de distancia do centro da chapa. Na figura 20 pode-se
observar a convergéncia dos resultados numéricos para as duas malhas do MEC, além de resultados se-
melhantes aqueles obtidos com o Ansys.
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Figura 20: Forcas nos pontos de momentos da chapa circular

5. CONCLUSOES

O presente trabalho aplicou a teoria do método dos elementos de contorno para analise de chapas com ndo
linearidade fisica. Note que nas andlises ndo lineares necessita-se além da discretizagdo do contorno em
elementos, a discretizacdo do dominio em células. Na formulacdo do MEC apresentada, considera-se o
operador tangente consistente no célculo da correcdo de deformacdes a ser aplicada ao longo do processo
iterativo, o que leva a uma taxa de convergéncia quadratica do residuo, mesmo para exemplos mais com-
plexos. Percebeu-se que utilizando uma malha que apresentava bons resultados na analise linear, necessi-
tou-se de pouca adi¢do de células no dominio para se obter a convergéncia dos resultados. Além disso, a
fim de verificar a formulacdo, os resultados numéricos foram comparados com aqueles obtidos com o
Ansys, tendo sido bem similares.

Portanto, tem-se que a utilizacdo do método dos elementos de contorno apresentou-se eficiente nas
analises com ndo linearidade fisica, obtendo bons resultados mesmo para malhas pouco refinadas.
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