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RESUMO

Sédo feitas analises numéricas para modelar a resposta constitutiva de materiais heterogéneos utilizando-se
uma formulagdo do Método dos Elementos de Contorno desenvolvida no contexto de uma teoria multi-escala
baseada em conceito de EVR. Nesse caso, a microestrutura do material é definida como EVR (Elemento de
Volume Representativo), sendo modelada por uma placa em sub-regides, onde cada sub-regido representa a
matriz ou uma incluséo, podendo ainda serem definidos vazios no interior da matriz, a fim de modelar a mi-
cro-estrutura de materiais porosos. O fendmeno dissipativo no EVR é levado em conta através da considera-
¢ao de um campo de esforcos iniciais que representam as forgas dissipativas. Apds impor ao EVR um vetor
de deformagdes constante ao seu contorno, obtém-se sua resposta constitutiva homogeneizada. Mas para isso,
deve-se antes resolver o problema de equilibrio do EVR, que é definido em termos de flutuacéo dos desloca-
mentos. Nos exemplos numéricos consideram-se diferentes micro-estruturas para o EVR, a fim de mostrar
como a resposta constitutiva se modifica em funcéo da fragdo volumétrica adotada para as inclusdes ou vazi-
o0s. Além disso, para um EVR onde sdo definidas cinco inclusdes de forma aleatdria, analisa-se sua resposta
constitutiva devido a diferentes vetores de deformagdes impostos ao seu contorno. Os valores homogeneiza-
dos das tensdes e do tensor constitutivo sdéo comparados com a formulacéo desenvolvida com o Método dos
Elementos Finitos para validar a formulacéo do Método dos Elementos de Contorno.

Palavras-chave: elementos de contorno, problema bi-dimensional, técnicas de homogeneizagdo, EVR, mo-
delagem multi-escala.

ABSTRACT

Numerical analyses to model the constitutive response of heterogeneous materials by a Boundary Element
Formulation, developed in the context of a RVE-based multi-scale theory, are performed. In this case, the
material microstructure is denoted as RVE (Representative Volume Element) and it is modelled by a zoned
plate, where each sub-region represents the matrix or an inclusion. Besides, voids can also be defined inside
the matrix to model the microstructure of porous materials. The dissipative phenomenon in the RVE is taken
into account by considering an initial forces field which represents the dissipative forces. After imposing a
constant strain vector to the RVE boundary, its homogenized constitutive response must be obtained. For that,
the RVE equilibrium problem must be solved first, which is defined in terms of displacements fluctuations.
In the numerical examples different microstructures are adopted to show how the RVE constitutive response
changes when different volume fractions of inclusions or voids are considered. Besides, the constitutive re-
sponse of a RVE where five inclusions are disposed aleatory is evaluated when different strains vectors are
imposed to its boundary. The homogenized values for the stress vector and the constitutive tensor are com-
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pared to the formulation developed by the Finite Element Method in order to validate the Boundary Element
Formulation.

Keywords: Boundary elements, two-dimensional problem, homogenization techniques, RVE, multi-scale
modeling.

1. INTRODUCAO

Esse trabalho trata da modelagem da resposta constitutiva de materiais heterogéneos através do MEC (Méto-
do dos Elementos de Contorno), adotando-se uma teoria multi-escala baseada no conceito de EVR (Elemento
de Volume Representativo). A formulagdo aqui desenvolvida foi inicialmente proposta em [1], sendo que no
presente trabalho novas simulagfes numéricas sdo discutidas a fim auxiliar na validagéo dessa formulag&o.

Em andlises ndo-lineares convencionais, o comportamento do material € governado por um modelo
constitutivo, onde dada uma deformacdo, o mesmo fornece as tens@es e 0 tensor constitutivo. Nesse caso,
para representar de forma mais precisa 0 comportamento complexo de certos materiais, é necessario um mo-
delo constitutivo muito sofisticado, onde se definem muitos parametros, sendo alguns de dificil identificacdo.
No presente trabalho, a resposta constitutiva do material heterogéneo é dada pela resposta homogeneizada do
EVR, que somente pode ser determinada apds resolver seu problema de equilibrio, que é definido em termos
de flutuacdo dos deslocamentos. Note que surge um campo de flutuagfes de deslocamentos no EVR apenas
guando sua microestrutura é heterogénea, ou seja, para EVRs uniformes sua resposta homogeneizada é a
mesma daquela quando a deformagéo é considerada diretamente no modelo constitutivo, sem necessidade de
definicdo de EVR. Nos trabalhos [2] a [9] tem-se outros diferentes tipos de modelagem do comportamento
constitutivo do material através de uma abordagem multi-escala. Assim, no dominio do EVR , que representa
a micro-estrutura do material estudado, podem-se definir vazios ou inclusdes (elasticas ou elasto-plasticas)
dentro de sua matriz, sendo a formacdo e propagacdo de micro-fissuras ou o processo de plastificacdo no
EVR, estudados ap6s impor ao contorno do mesmo um vetor de deformagdes, o que é feito impondo-se des-
locamentos lineares aos nds do contorno do EVR. Pode-se considerar diferentes propriedades elasticas e mo-
delos constitutivos nas fases do EVR, sendo cada fase a representacdo de um material diferente de sua micro-
estrutura. Assim, ap6s impor os deslocamentos lineares como condi¢do de contorno do problema, deve-se
resolver o problema de equilibrio do EVR, obtendo-se 0 campo de tensdes e os tensores constitutivos nas
células do EVR que satisfazem sua equacéo de equilibrio. Em seguida, através de principios de homogenei-
dade e conceito de média volumétrica, obtém-se a resposta constitutiva homogeneizada do EVR.

Apesar de nesse trabalho ndo ser considerada uma analise multi-escala de uma estrutura, é importante
definir a presente formulagdo considerando-se uma abordagem multi-escala, a fim de que seja possivel defi-
nir algumas variaveis e também para facilitar no futuro a realiza¢do de analises multi-escala de uma estrutura,
que deverd ser obtida atraveés do acoplamento da presente formulagdo com um modelo numérico que repre-
senta o problema do macro-continuo a ser estudado. Observe que a formulagdo aqui apresentada para mode-
lar a micro-estrutura do material, segue 0s mesmos principios daquela proposta em [10]-[13], onde o proble-
ma de equilibrio do EVR € modelado pelo MEF (Método dos Elementos Finitos). Note que o simples fato de
se adotar 0 MEC ao invés do MEF na modelagem da microestrutura requer uma solu¢do numérica muito di-
ferente para se obter a resposta eléstica necessaria para se iniciar o processo iterativo no EVR e também para
calcular as forgas no contorno depois que o problema de equilibrio do EVR € solucionado, a partir das quais
se obtém o tensor de tensdes homogeneizado. Além disso, no modelo com 0 MEC nédo h& necessidade de
aproximar as forcas elésticas no dominio do EVR, apenas as forcas plasticas devem ser aproximadas. Esses
fatores levam a obter uma resposta homogeneizada apenas similar com os dois métodos numeéricos, mas ndo
idéntica.

De acordo com a teoria multi-escala proposta em [10]-[13], o campo de deslocamento no EVR é divi-
dido em duas parcelas: uma referente a deformacdo imposta ao EVR e outra denominada de flutuacéo dos
deslocamentos, que surge quando a microestrutura do material é heterogénea, isto é, composta por mais de
uma fase (matriz e inclusdes) ou quando se definem vazios no interior da matriz. Assim, a solucéo do EVR é
obtida quando se encontra o campo de flutuagcdes de deslocamentos que satisfaz sua equacao de equilibrio,
gue por sua vez ¢ satisfeita quando se encontra um campo de tensfes no EVR que esteja auto-equilibrado.
Porém, para que o problema de equilibrio do EVR seja resolvido é necessario impor condi¢des de contorno
ao mesmo em termos de flutuacio dos deslocamentos, sendo que cada condicdo de contorno leva a uma res-
posta numérica diferente, ou seja, a um modelo multi-escala diferente.

O surgimento do MEC e a sua utilizagdo como uma alternativa para a obtencao de solu¢des numéricas,
representa um avanco significativo que ocorreu nessa area do conhecimento nos Gltimos anos. Em muitos
problemas, comprovadamente, esse método é uma alternativa mais precisa e que permite a obtencéo de res-
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postas mais confidveis quando comparadas com as dos métodos usuais (veja [14]-[16]). Nos trabalhos [17]-
[20] desenvolvem-se modelos multi-escala para analise de estruturas, onde se acopla a formulacdo do MEC
para 0 macro-continuo proposta em [21] com a formulagdo do MEF para o0 modelar o EVR proposta em [10],
[12] e [13]. Em [22] uma formulacdo do MEC para analise de flexdo composta de placas enrijecidas é pro-
posta onde o problema de flexdo simples é acoplado com o problema de chapa, podendo as vigas e lajes ser
definidas com diferentes propriedades elasticas. Em [23] a formulacéo elastica para o problema bidimensio-
nal proposta em [22] é modificada a fim de obter uma formulacdo do MEC para modelar a resposta constitu-
tiva elastica de materiais heterogéneos. Em seguida, em [1] a formulagéo proposta em [23] é novamente mo-
dificada a fim de considerar fendmenos dissipativos no EVR e assim possibilitar modelar a resposta constitu-
tiva de materiais heterogéneos levando-se em conta deformac®es residuais.

No presente trabalho é apresentada a mesma formulagdo proposta em [1], porém diferentes exemplos
numéricos séo discutidos, a fim de auxiliar na validacdo dessa formulagdo. Assim, nos exemplos numéricos
inicialmente estuda-se como a variacdo do volume de fracdo de uma inclusdo centrada no EVR influencia seu
comportamento constitutivo homogeneizado. Em seguida, esse mesmo estudo é feito considerando-se um
vazio no lugar da inclusdo. Entdo, adotando-se um EVR com cinco inclusdes aleatoriamente posicionadas,
estuda-se como a resposta constitutiva homogeneizada do EVR modifica em funcdo da condicéo de contorno
adotada em termos de flutuacdo dos deslocamentos, ou seja, estuda-se como a resposta constitutiva do mate-
rial estudado é modificada em funcdo do modelo multi-escala adotado. A fim de validar o modelo aqui de-
senvolvido, a resposta constitutiva do EVR, ou seja, 0os valores homogeneizados do vetor de tensdo e do ten-
sor constitutivo sdo comparados com o modelo do MEF proposto em [10], [12] e [13].

2. MATERIAIS E METODOS

A seqguir, inicialmente serdo apresentadas as equag8es integrais e algébricas do MEC para resolver o proble-
ma da chapa em sub-regifes composta de diferentes materiais. Entdo, serdo discutidos conceitos relacionados
a modelagem multi-escala como: definicdo do campo de deslocamentos no EVR, equagdo de equilibrio do
EVR, solucdo do seu problema de equilibrio e obtencdo da sua resposta constitutiva homogeneizada. Esses
topicos referentes & modelagem multi-escala seguem os principios da teoria multi-escala proposta em [10],
[12] e [13], que serdo adotados nesse trabalho. Maiores detalhes sobre a implementagdo da formulacéo de-
senvolvida podem ser encontrados em [1].

2.1 Equacdes Integrais e Algébricas do MEC

O EVR sera modelado por uma chapa dividida em sub-regides, sendo cada sub-regido a representacdo de
uma inclusdo ou da matriz, como se pode ver na Figura 1, onde se tem um EVR com 1 inclusdo (dominio ;)
e 1 vazio (dominio Q3) definidos dentro da matriz (dominio Q,), totalizando 2 sub-regides que formam o
dominio solido. Além disso, na Figura 1 T'jk representa a interface entre as sub-regides adjacentes € and €,
sendo o sistema de coordenadas cartesianas (X; e X,) definidos na superficie da chapa. Note que no modelo
proposto, 0 contorno externo sempre coincidird com o contorno da matriz 7, ou seja, as inclusfes ou vazios
serdo sempre dispostas no interior da matriz.
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Figura 1: EVR com uma inclusdo e um vazio definidos na matriz

A partir do Teorema de Reciprocidade de Betti pode-se obter a equacédo integral que representa o pro-
blema bi-dimensional na chapa. Como descrito em maiores detalhes em [23], para uma chapa composta de
Ns sub-regides no dominio sélido, considerando-se o0 caso de estado plano de tensdes, chega-se a:
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Nq =
jgku dQ = Zl mjg‘ijN;de+Em(1—V—m)jéijg;jdﬂm kij=12 @
Qm

VQm

onde k ¢ a direcdo da carga fundamental, os termos em * sdo referentes ao problema fundamental, v é
o coeficiente de Poisson, E ¢ o modulo de elasticidade, t a espessura, N;; representa as forcas de membrana
elasticas; e, E,ve Ny;; sdo valores referentes a sub-regido onde esta o ponto de colocagdo; para uma sub-
regido Qn, tem-se: E,, _uET:z)

Porém, quando se considera fenémenos dissipativos, as forcas de membrana elasticas (obtidas a partir
das deformacdes totais) séo definidas como a soma das forcas N;j; calculadas a partir das tensdes que satisfa-
zem o modelo constitutivo e das forgas plasticas Nijp (ver [21] e [24]), ou seja:

. E

N = 75|V &6y +(1-V N+Np )
AL 4]

Substituindo-se a Eq. (2) na Eq. (1), esta se torna:

* i Em V Vv .o
[ & (N +Np Q= Z j &Ny dQ+ Em(l——mjjgijgkijdgm 3
1 m

Q vV Ja,

Deve-se agora fazer a integracdo por partes da equacdo (3) a fim de se obter a equacéo integral dos
deslocamentos no plano da chapa escrita em fungdo de integrais ao longo do contorno externo da placa e in-
terfaces. Para um caso geral em que se tenham N,.,i0s Vazios e Ni,c inclusfes, a equacao integral do desloca-
mento de um ponto do dominio se torna:

0o (6)+ Gty ) - - £ [(0,(P)p;,(5,P)+u,(P)py (s, P))r+

EV I

ﬁV_EV) I 0, (P)pys (. P)+ 0, (P)pi s, Pl

Nvazms E . - . N
=3 Elvl J' (Ul(P) P (S, P)+U,(P) pkz(s,P))dFlm +
m=1 V I

[ (U72(s,P)p,(P)+ uy (s, P)p, (Pl +

~E l——jﬂu Jery (s, P )+, (P)er, (s, P)]dF+

iE (1——Jj‘u Peg; (S, P,

NZiIEm(l——j— (1——)}I[u Jery(s,P)+ U, (P)er, (s, P,
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onde E, e 1 se referem as propriedades da matriz, k é a direcdo da carga fundamental, u; e u, sdo
o0s deslocamentos no plano da chapa, pl e p2 séo as forcas no plano da chapa, os termos livres sdo definidos
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em [23], s é o ponto de colocacdo e p 0 ponto campo.

Na equacdo (4) tém-se duas integrais de dominios a ser resolvidas: uma integral envolvendo os deslo-
camentos e outra envolvendo os esforgos iniciais ou plasticos. Para resolvé-las, o dominio sera discretizado
através de células triangulares, onde os deslocamentos terdo variacao linear e os esforcos iniciais serdo consi-
derados constantes (maiores detalhes sobre a implementagdo numérica do modelo ver em [1]). Assim, ap6s a
discretizacdo da chapa em elementos de contorno, elementos de interface e células no dominio, nessa formu-
lagdo ter-se-a quatro variaveis nos n6s do contorno (uy, Uy, p1, P»), das quais apenas duas sdo incognitas, pois
duas sdo dadas como condigdo de contorno. Além disso, tém-se duas incdgnitas (us, U,) nos nds de interface e
nos nés de dominio e as forcas plasticas nos nos centrais das células. Portanto, na montagem do sistema de
equacOes serdo escritas duas equacgdes de deslocamentos nos nds sobre o contorno externo e nos nos de inter-
face e de dominio. Como no problema de multi-escala séo prescritos deslocamentos em todos os nés do con-
torno, todas as incognitas no contorno externo sao relacionadas as forcas de superficie. Portanto, escrevem-se
duas equacOes de deslocamentos em todos os nés do RVE, chegando-se ao seguinte sistema de equacdes al-
gébricas para um determinado incremento de carga:

[Hl. [R]; [J{avg ]| _|[Cl. {AP} +[E]{AN"} )

[H ]ic [H ]ii {AU }i B [G]ic

onde os indices c e i se referem, respectivamente, a nds sobre o contorno e internos (onde nesses estdo
incluidos também aqueles sobre as interfaces); {U} traz os deslocamentos nodais; {N’} €é o vetor das forcas
iniciais ou plasticas, de dimensdo 3 x n° de células (pois NP tem variacio constante na célula); {P}. é o vetor
das forgas nodais no contorno, que nesse caso, seréo forgas reativas devido aos deslocamentos nodais do con-
torno do RVE.

Impondo-se as condi¢Bes de contorno, referentes aos deslocamentos lineares prescritos nos nés do
contorno, obtém-se os incrementos das incdgnitas:

{ax}={AL}+[RlaN" ©®)

onde:

(AX} - &5}} G

{AL} =[A]" {AB} ®)
—[H

{AB} = “ {AU} )

]
_[H ]ic i
[R]=[AI"[E] (10)

- el )

Para resolver o problema de equilibrio do EVR, a ser discutido na préxima se¢éo, devem-se ter as for-
cas de membrana el&sticas nos nos centrais das células. Essas forcas sdo obtidas a partir das deformacgdes (ver
equacdo 2), as quais, por sua vez, sdo obtidas a partir das derivadas dos deslocamentos. Assim, apds escrever
a equacdo da derivada dos deslocamentos em todos nés centrais das células e aplicar a lei de Hooke, chega-se
a seguinte equacdo algébrica para os esforcos de membrana elasticos, ap0s ja ter imposto as condicfes de
contorno:

(11)

{AN®} =—[AT{AX}+{AB'}+[E]{AN"} (12)
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onde:

[A1=[[6]. -[HT] (13)

{AB'}=—[H] {AU} (14)
ou substituindo-se a Eq. (7) na Eq. (12), chega-se a:

{AN® }= {AK , }+ [S AN (15)
onde:

(AK, ) ={AB"| ~[AT{AL) 19)

[s]=[E]-[ATR] ()

Observe que nas equacdes (6) e (15) as parcelas 4L e 4Ky se referem & solucdo eléstica e as parcelas
que envolvem os esforgos plasticos apenas serdo levadas em conta ap6s a solucdo do problema de equilibrio
do EVR, a ser discutido na préxima se¢éo.

2.2 Modelagem multi-escala: campo de deslocamento no EVR, problema de equilibrio do EVR, respos-
ta constitutiva homogeneizada.

Note que apesar de nesse trabalho as analises serem feitas apenas no nivel da micro-estrutura, a formulagéo é
desenvolvida no contexto da modelagem multi-escala e por isso, a seguir definem-se varidveis referentes ao
macro-continuo. De acordo com a formula¢do multi-escala proposta em [10], [12] e [13], o campo de deslo-
camento no EVR é composto pela parcela u® obtida a partir da macro deformacédo ¢(x) imposta de forma
constante ao contorno do EVR e da parcela U denominada flutuagdo de deslocamentos. Essa segunda parcela
surge quando a microestrutura é heterogénea, isto €, quando se definem vazios e/ou inclusdes no interior da
matriz. Assim, considerando-se um ponto genérico y do EVR, seu campo de deslocamento é definido como:

u,(y)=ui(y)+d,(y) (18)

onde o sub-indice p indica valores referente a microestrutura.
Analogamente, o campo de deformac6es no EVR é dado por:

&,(y)=£(x)+2,(y) (19)
onde:
g L= Bﬁﬂ (20)

sendo x o ponto do macro-continuo representado pelo EVR, &(x) é a deformacdo imposta pelo macro-
continuo de forma constante ao contorno do EVR e B a matriz que relaciona deslocamentos com deforma-
¢des na célula.

De acordo com a formulagdo proposta em [10], [12], e [13], 0 EVR encontra-se em equilibrio quando
se obtém um campo de tensBes que esteja auto equilibrado, ou seja, sua equagédo de equilibrio é definida co-
mo:

R=[o,(yHVv =0 (21)
Q,

ou, ap0s a discretizacdo do EVR em células, a equagdo de equilibrio pode ser escrita em termos de flu-
tuagdo dos deslocamentos como (ver mais detalhes em [1] e [23]):
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R= %BJ AN°A = %[B]Z [C |({ae}+[B], {AG})e At=0 22)

onde A, é a area da célula e, t a espessura da chapa, 4¢ é o vetor de deformacdo imposto pelo macro
(no contorno essa deformacgéo é constante, mas nos pontos internos ela ndo sera constante se a microestrutura
for heterogénea), C* é o tensor constitutivo obtido a partir do modelo constitutivo adotado na célula e.

Observe que para obter A, primeiro deve-se calcular 4Ky (definido na equacdo 16), devido aos deslo-
camentos com variacao linear no contorno impostos pela deformacéo constante do macro nos nés do contor-
no. Entdo, usando-se a inversa da lei de Hooke, obtém-se Ae. Assim, para satisfazer a equacdo de equilibrio
(22) deve-se encontrar o incremento de flutuacdes que anula a mesma. Porém, para resolver o problema de
equilibrio do EVR devem ser impostas condi¢des de contorno em termos de flutuacdo dos deslocamentos.
Nesse trabalho, serdo consideradas as mesmas condicdes de contorno propostas em [10], [12] e [13] que s&o:
deslocamento linear no contorno, flutuacdes periddicas no contorno e forcas uniformes no contorno. Cada
uma dessas condicOes leva a resultados numéricos diferentes, ou seja, gera um modelo multi-escala diferente
(para maiores detalhes ver [1], [17] e [18]).

Como ja comentado, o incremento de deformag6es 4¢ ndo é constante em todos os nés do EVR, como
ocorria com a formulagdo em elementos finitos proposta em [10], [12] e [13], ou seja, ho modelo do MEC
aqui desenvolvido, a deformagdo imposta pelo macro gera automaticamente um campo de flutuagdo no inte-
rior do EVR. Assim, a deformacdo imposta pelo macro é constante apenas para 0s pontos do contorno, pois
como os deslocamentos dos nos internos sdo incognitas do problema, na solugdo eléstica linear do EVR, os
deslocamentos obtidos nos nés internos ndo serdo iguais aqueles referentes a uma deformacdo 4e constante,
se forem definidas diferentes fases ou vazios. Note que no caso de o EVR ser uniforme (composto apenas por
uma matriz, sem inclusdes ou vazios) a deformagdo 4¢ imposta pelo macro gerard um campo de deformacdes
constante no EVR, ja que todos os nos de célula tém as mesmas propriedades elasticas. Além disso, se 0 RVE
é uniforme, a equacdo de equilibrio (22) é satisfeita para um campo de flutua¢fes nulo, mesmos se todos os
nos tiverem plastificado, ou seja, ndo é necessério resolver o processo iterativo, sendo a resposta da estrutura
idéntica a uma andlise ndo-linear convencional.

A matriz tangente do problema bidimensional é obtida linearizando-se a equacdo (22) de residuos,
através do Método de Newton-Raphson, ou seja, para uma determinada iteracdo i a correcdo no estado de
flutuacéo dos deslocamentos (5A(u )'n) é calculada a partir da seguinte equac&o:
i1 -1
- o{R} 1
fona} = ORI, } ‘= | {R} (23)

o{Ad}

n

ou seja, a matriz tangente consistente é dada por:
ORI N

Ki= { }ni_l — Z BeTCep(e) Bep%t (24)
0 {Aﬁ}n =)

O sistema de equac0es definido na equacéo (23) pode ser reduzido de acordo com as condicGes de con-
torno adotadas em termos de flutuagéo dos deslocamentos (para maiores detalhes ver [1], [17] e [18]). Assim,
na forma reduzida, a eq. (23) pode ser escrita na forma da eq. (25) de onde se obtém as flutuac6es incognitas
ou"

m.RHl :—Kli?ilFRi (25)

onde os dois vetores e a matriz Kg variam de acordo com o modelo multi-escala (deslocamento linear
no contorno, flutuag@es periddicas no contorno ou forgas uniformes no contorno).

Agora sera mostrado como se obtém a resposta constitutiva homogeneizada do EVR, ou seja, comg se
faz a passagem da microestrutura para a macroestrutura. Para isso, admite-se que a tensdo o = O'(X,t) de
um ponto x do macro-continuo é definida como sendo a homogeneizagdo do campo de tensdes microscopicas
c,=0, Y, t) que agem no EVR associado a esse ponto x, ou seja:



(o) R CROZARIOL, L.H.R.; FERNANDES, G.R. revista Matéria, v.25, n.1, 2020.

= Vi j (26)

onde 0 = O'(X,t) é a tensdo macroscopica ou homogeneizada.

Na definicdo de o (equacdo 26) o EVR é considerado como um meio continuo e, portanto, 0 conceito
de tensdo permanece valido na escala microscépica. Assim, o EVR deve ser suficientemente grande para que
a representacdo dele como meio continuo faca sentido. No entanto, suas dimensfes sdo completamente inde-
pendentes daquelas definidas para estrutura estudada na macro-escala. Observe que ha outros tipos de mode-
los para andlise em multi-escala (que ndo sera considerado aqui) em que a tensdo macroscoépica é relacionada
diretamente as forcas médias moleculares ou atdmicas. Nesse caso, 0 EVR ndo é considerado como meio
continuo.

A tensdo homogeneizada o é calculada em termos das forcas de superficie do contorno do EVR, atra-
vés da seguinte equacgao (maiores detalhes ver [10], [12], [17], [18]):

0=2Vi(5+5T) 27

i

onde considerando-se que o contorno foi discretizado em N, e definindo F como as forcas dos nés
sobre o contorno e y o vetor das coordenadas x; e X, de um ponto y do EVR, tem-se:

5= P @)

As forcas F sdo obtidas a partir das forcas de contorno Pg (por unidade de comprimento). Assim, ado-
tando-se L..; e L, como sendo, respectivamente, os comprimentos dos elementos aos quais o0 nd genérico i do
contorno pertence, tem-se:

(Fl, =R} (L) @)

onde para um incremento n, tem-se:

(R}, ={R},, AR}, (30)

sendo as for¢as 4P, calculadas pela equacédo (6), apds resolver o problema de equilibrio do EVR.

O tensor constitutivo homogeneizado também é obtido considerando-se um processo de homogeneiza-
¢ao (ver mais detalhes em [10], [12], [17] e [18]), sendo calculado através da seguinte equagéo:

N®
c= (x :Vi % y)dv—— jcepdv ff cy 5(“3' dv=CPme G @)
e\ X
onde:
Cep(Taonr) 1 ICepdV z e Cep(e) (32)
V#Q #
| ]
c* :_V_GR Kq lGRT (33)
u

Ncel

G= Zl: CPeBY, (34)
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Nas equacdes (32), (33) e (34) C:p ¢ o operador tangente consistente, obtido com a lei constitutiva in-
cremental microscopica, ou seja, nesse caso CPT°) representa a média volumétrica do tensor constitutivo
incremental. As matrizes Gy e Ky sdo formas reduzidas das matrizes G (eq. 34) e K (eq. 24).

Maiores detalhes da implementacdo e o algoritmo do modelo aqui desenvolvido podem ser encontra-
dos em [1].

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta se¢do diferentes microestruturas (EVRs) foram adotadas, cujas respostas constitutivas homogeneizadas
sdo comparadas com aquelas obtidas a partir do modelo do MEF para a micro-estrutura proposto em [10],
[12], e [13] a fim de validar a formula¢do aqui desenvolvida. Note que a formulagdo multi-escala proposta
em [10], [12] e [13] e implementada em [17], [18], [19] e [20], ja foi publicada em diversos trabalhos que
tém coautoria do Prof. Eduardo A. de Souza Neto e seus colaboradores, por isso foi escolhida para validar os
resultados no presente trabalho. Nessa comparacéo, adotou-se sempre a mesma malha para ambos 0s mode-
los do MEC e do MEF, ou seja, para 0 modelo em elementos finitos, os elementos triangulares foram adota-
dos coincidentes com as células triangulares do modelo desenvolvido com o MEC. Vale ressaltar que apesar
de ndo serem apresentados aqui, testes de convergéncia dos resultados com o refinamento da malha foram
testados tanto para o modelo do MEC quanto do MEF. Como os dois modelos numéricos sdo bem diferentes,
adotou-se uma malha que apresentasse bons resultados para ambos 0os métodos, a fim de que se pudesse fazer
a comparagio dos resultados. E importante lembrar novamente que todas as anélises sio feitas apenas no
nivel da microestrutura, isto é, uma analise multi-escala totalmente acoplada ndo é considerada nesse trabalho.
Dessa forma, para simular o processo incremental de carga referente ao problema do macro-continuo huma
anélise multi-escala, uma deformacdo qualquer é imposta ao EVR em incrementos. Entdo, ap6s a solucéo do
EVR para cada incremento de deformagéo, os valores homogeneizados do vetor de tensdo e do tensor consti-
tutivo s&o obtidos. E importante observar que uma anélise sobre a convergéncia dos resultados com o refina-
mento da malha foi feita em todos 0s exemplos. Assim, quando esse estudo ndo é apresentado, utilizou-se
sempre uma malha cujos resultados ja haviam alcangado essa convergéncia.

3.1 Influéncia da fracéo de volumes das inclusées

Nesse primeiro conjunto de EVRS, uma incluséo elastica foi definida no centro do EVR, sendo o comporta-
mento do material da matriz governado pelo modelo constitutivo de von Mises. Diferentes fragcdes de volume
foram consideradas para essa inclusdo, a fim de verificar como isso influenciava na resposta constitutiva do
EVR. Adotou-se em todos os calculos o0 modelo de flutuagdes periddicas no contorno do EVR. As seguintes
fracdes de volume foram adotadas: fv =10%, fv=30% and fv=37% (veja Figura 2). As seguintes propriedades
foram adotadas para as inclusdes, que sdo adotadas como elasticas: Médulo de elasticidade E=200GPa e coe-
ficiente de Poisson v=0,2. Para a matriz adotou-se: E=70GPa, v=0,3, tensdo de escoamento ¢,=243MPa e
modulo de encruamento K=2,24GPa. O seguinte vetor de deformacéo foi imposto ao EVR em 25 incremen-
tos: {¢} :{g1 £ 812} ={-0,0015 10,0048 0}.

As malhas consideradas para 0 EVR com fv =10% , fv =30% and fv =37% sdo apresentadas na Figura
(2) e contém, respectivamente: a) 220 células e 131 nés (40 elementos de contorno e 12 elementos de interfa-
ce), b) 204 células e 123 nés (40 elementos de contorno e 20 elementos de interface) and c) 236 células e 139
nos (40 elementos de contorno e 24 elementos de interface). Na Figura (3) tem-se a tensdo homogeneizada na
direcdo x, ao longo do processo incremental e considerando-se os trés diferentes EVRs. Como esperado, a
resposta mais rigida se refere ao EVR com fv =37% e a resposta mais flexivel é referente ao EVR com
fv=10%. Na Tabela 1, apresentam-se o tensor constitutivo e o vetor de tensdo para 0 EVR com fv =37% refe-
rentes ao ultimo incremento de deformacdo. Além disso, tanto na Figura (3) como na Tabela (1) nota-se que
os resultados do MEC e do MEF séo bem similares.
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Figura 2: EVRs com diferentes fragdes de volume (fv) de inclusdes: a) fv =10%, b) fv =30% e c) fv =37%

—+—EVR (a) MEC —s—EVR (a) MEF —+EVR (b) MEC
EVR (b) MEF =—EVR (c) MEC —=—EVR (c) MEF

0 1 2 3 4 5
Deformacéo ¢, (x10-%)

Figura 3: Tensdo Homogeneizada na direcéo x2, considerando-se diferentes fracdes de volume para as inclusdes

Tabela 1: Resposta Homogeneizada para 0 EVR com fv =37%.

VETOR DE TENSAO (MPA) - MEC VETOR DE TENSAO (MPA) - MEF
[14,64 273,89 -0, 009] [14,25 273,89 -0, 012]
TENSOR CONSTITUTIVO (GPA) - MEC TENSOR CONSTITUTIVO (GPA) - MEF
82,434 34,797 0,0054 82,533 34,662 0,0147
34,797 20,748 -0,0033 34,662 20,646 -0,0026
0,0054 -0,0033 26,389 0,0147 -0,0026 26,785

3.2 Influéncia da fracdo de volumes dos vazios

Nesse conjunto de exemplos numéricos pretende-se analisar o comportamento constitutivo de materiais poro-
sos, onde um vazio é adotado no centro do EVR. Diferentes fragcdes de volume (fv) foram adotadas para o
vazio, a fim de verificar como o tamanho do vazio altera a reposta constitutiva do material estudado. Na Fi-
gura 4 tém-se os EVRS adotados com as seguintes fracdes de volume para o vazio: fv =10%, fv =30% e fv
=37%, 0s quais possuem, respectivamente, as malhas: a) 540 células e 312 n6s (64 elementos de contorno e
20 elementos de interface); b) 384 células e 240 nds (64 elementos de contorno e 32 elementos de interface);
c) 356 células e 228 n6s (64 elementos de contorno e 36 elementos de interface).
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(a) (b) (c)
Figura 4: EVRs com diferentes fragBes de volume de vazios: a) fv =10%, b) fv=30% e c) fv =37%

O comportamento do material da matriz é governado pelo critério de Von Mises, onde adotam-se:
E=70GPa, v=0,3, 0,=243MPa e K=2.24GPa. Além disso, o seguinte vetor de deformacéo foi imposto ao
EVR em 25 incrementos: {e} = {&1 € €,,} ={-0,0015 0,0048 0,0006}. A fim de estudar a con-
vergéncia dos resultados com o refinamento da malha, quatro malhas foram adotadas para cada EVR (ver
Figura 5 para o0 EVR com fv =37%). Porém, nesse estudo é mostrado apenas o0 EVR com fv =37%, pois o
mesmo tipo de comportamento foi observado para os outros EVRs. Como pode ser observado na Figura 6,
mesmo a malha mais pobre ja apresenta bons resultados.

152 células 352 células

Figura 5: Diferentes discretizagdes para o EVR com fv =37%

—e—152 células 356 células 556 células 690 células
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Figura 6: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para o0 EVR com fv =37%

Na Figura 7 apresenta-se a tensdo homogeneizada na direcdo x,, ao longo do processo incremental de
deformac&o, para os trés EVRs definidos na Figura 4. Observa-se que o0 EVR com fv =10% apresenta o com-
portamento mais rigido, como esperado, ja que representa a microestrutura de um material com menor poro-
sidade. E importante notar o quanto a tensdo o, diminuiu ao se comparar a Figura 7 com a Figura 3, que &
referente a0 EVR com inclusdes elasticas. 1sso foi devido a substituicdo de uma inclusdo elastica por um va-
zio, diminuindo a rigidez do EVR. Ainda comparando as Figuras 7 e 3, pode-se reparar o salto de tensdo que
acontece entre 0s EVRs (a) e (b). No caso do EVR com inclusdo eléstica, aquele que possui apenas 10% de
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inclusdo (EVR a) apresenta resposta mais flexivel que o EVRs (b) (com 30% de inclusdo) e 0 EVR (c) (com
37% de inclusdo). Porém a diferenca entre os resultados é bem menor se comparado com os resultados dos
EVRs (a), (b) e (c) da figura 7, que possuem vazios nos locais das inclusdes. 1sso mostra que a variacdo da
fracdo de volume de vazios influenciou mais na rigidez do EVR do que a variacdo da fragcdo de volume de
inclusdo. Além disso, na Tabela 2 tem-se o tensor constitutivo e o vetor de tensdo para 0 EVR com fv =37%.
Nota-se que na Figura 7 e na Tabela 2 os valores referentes a0 modelo do MEC sdo semelhantes com aqueles
obtidos com o0 MEF.

EVR (a) - MEC——EVR (a) - MEF ——EVR (b) - MEC
EVR (b) - MEF —=&EVR (c) - MEC —s—EVR (c) - MEF
200

MPa)
o
o

o
o
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w

o
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0 1 2 3 4 5
Deformacéo €, (x10-?)

Figura 7: Tensdo Homogeneizada na dire¢do x,, considerando-se diferentes fragdes de volume para os vazios

Tabela 2: Resposta Homogeneizada para o EVR com fv =37%.

VETOR DE TENSAO (MPA) - MEC VETOR DE TENSAO (MPA) - MEF
[—23, 01 89,54 2,019] [—28, 08 89,31 1,139]
TENSOR CONSTITUTIVO (GPA) - MEC TENSOR CONSTITUTIVO (GPA) - MEF
21,100 11,5059 -0,0338 21570 11,4072 -0,0429
15059 3,0702 -0,4360 14072 29924 -0,4109
-0,0338 -0,4360 2,3492 -0,0429 -0,4109 2,3052

Note que a maior componente do vetor de tensdo, assim como o tensor constitutivo do modelo MEF
sdo muito similares ao modelo proposto. Ja a primeira componente de tensdo apresenta maior diferenca, mas
ndo se espera que essa diferenga resulte em diferencas significativas quando uma andlise multi-escala acopla-
da de uma estrutura for realizada. Como os dois modelos numéricos sdo muito diferentes, néo se espera que
eles reproduzam exatamente o mesmo resultado, mas que tenham apenas resultados similares. As principais
diferencas entre os modelos sdo: i) no MEC as forgas elasticas ndo sdo aproximadas no dominio, apenas as
forcas ineldsticas, ii) no modelo do MEC a mesma ordem de aproximagdo é adotada para 0s deslocamentos e
forcas no contorno, enquanto no MEF a funcdo que aproxima as forcas tem ordem menor que aquela dos
deslocamentos; iii) para obter a solucéo elastica do MEC os deslocamentos devem ser aproximados no domi-
nio apenas no caso de se ter fases com diferentes coeficientes de Poisson iv) no modelo proposto a deforma-
¢do é imposta ao contorno do EVR, o que gera um campo de flutuagcdes no dominio mesmo antes de resolver
o0 problema de equilibrio do EVR, enquanto que no modelo do MEF a deformag&o constante € imposta a to-
dos os nés do EVR o que leva a ter um campo de flutuagdes inicialmente nulo.
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3.3 Influéncia da condi¢c&o de contorno em termos de flutuagdo dos deslocamentos

Considere agora 0 EVR com 5 inclusGes elasticas representado na Figura 8, onde tem-se definidas quatro
diferentes discretizacbes a fim de estudar a convergéncia dos resultados com o refinamento da malha. Na
ordem da esquerda para a direita, essas discretizagdo sdo as seguintes: : 204 células e 123 nés (40 elementos
de contorno e 48 elementos de interface); 488 células e 277 nds (64 elementos de contorno e 72 elementos de
interface); 880 células e 481 nos (80 elementos de contorno e 96 elementos de interface); 1222 células e 658
nos (92 elementos de contorno e 116 elementos de interface).

Nesse item serd estudado como a resposta constitutiva do EVR se modifica de acordo com o modelo
multi-escala adotado, isto ¢, de acordo com as condicGes de contorno adotadas em termos de flutuacdes dos
deslocamentos, que podem ser: deslocamentos lineares, flutuacdes periddicas e forcas uniformes. Como ja
mostrado em diversos outros trabalhos, como por exemplo [11], [23] e [24], as forcas uniformes resultam na
resposta mais flexivel, enquanto deslocamentos lineares produzem a resposta mais rigida, ja que se refere ao
modelo mais restringido.

Para as inclusdes eldasticas sdo adotadas as seguintes propriedades: médulo de elasticidade E=200GPa e
coeficiente de Poisson v=0,2. Para o material da matriz considerou-se um comportamento perfeitamente plas-
tico e governado pelo critério de von Mises, além das seguintes propriedades: E=70GPa, v=0,3 e tensdo de
escoamento cy=243MPa. Além disso, foi imposto ao EVR, em 25 incrementos, o seguinte vetor de deforma-
coes: {g}= {81 &, 512} ={-0,0015 0,0048 0,0006}.

204 células  488células 880 células 1222 células

Figura 8: Discretiza¢Oes adotadas para 0 EVR com cinco inclus6es
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Figura 9: Convergéncia dos resultados com refinamento da malha para o EVR com 5 inclusdes, considerando-se flutua-
¢Bes periddicas no contorno

Observa-se na Figura 9 que a malha mais pobre ja apresenta bons resultados e que as duas malhas mais
refinadas fornecem resultados praticamente idénticos. Em andlises numéricas, quanto mais refinadas as ma-
Ihas, mais precisos os resultados. Assim, tais testes de convergéncia sdo importantes para mostrar que ao se
adotarem malhas mais finas os valores convergem para um determinado valor que permanece inalterado
mesmo se malhas mais finas forem consideradas. 1sso demonstra que o modelo é estavel. A tensdo homoge-
neizada ao longo do processo incremental de deformages é apresentada na Figura 10, onde observa-se que
para as trés condigdes de contorno os resultados do MEC se comparam muito bem com os do MEF. E tam-
bém interessante notar que, como o material da matriz tem comportamento perfeitamente plastico, a resposta
homogeneizada do EVR também se assemelha a um comportamento perfeitamente plastico, tendo sido obti-
das, respectivamente, para deslocamento linear, flutuacdo periddica e forgas uniformes as seguintes tensdes
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Gltimas: 259MPa, 252,5MPa e 239,5 MPa. Como esperado, 0 modelo com forgas uniformes apresenta 0 me-
nor valor de tensdo limite e aquele com deslocamento linear 0 maior valor para essa tensdo. No caso do pre-
sente exemplo, observou-se diferenca entre os trés diferentes tipos de modelos multi-escala apenas em rela-
¢do a carga limite, ou seja, houve diferenca apenas na resisténcia final do material, mas ndo houve diferenca
na sua rigidez, ja que as curvas da Figura 10 se encontram praticamente superpostas. Porém, ha casos, como
por exemplo se no EVR adotado nesse exemplo fossem considerados vazios no lugar das inclusdes (ver [1]),

gue se tem também uma diferenca significativa na rigidez do EVR de acordo com o modelo multi-escala ado-
tado.

—s—Deslocamento linear MEC Deslocamento linear MEF
Flutuagdes periodicas MEC Flutuagdes periodicas MEF
——Forcas uniformes MEC —4—Forgas uniformes MEF
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Figura 10: Tensdo homogeneizada na direcdo X, para 0 EVR com 5 inclusdes considerando-se diferentes condigdes de
contorno em termos de flutuagdes de deslocamentos

Na Tabela 3 é apresentada a resposta homogeneizada para a deformagéo £,=0,00288 e considerando-
se cada uma das trés condi¢des de contorno, onde nota-se que os resultados do MEF sdo muito similares
aqueles referentes ao modelo aqui apresentado do MEC.

Tabela 3: Resposta homogeneizada para 0 EVR com 5 incluses (referente a deformagéo £,=0,00288), considerando-se
diferentes condicdes de contorno em termos de flutuagdes dos deslocamentos

DESLOCAMENTOS LINEARES FLUTUAGCOES PERIODICAS FORGAS UNIFORMES
TENSOR CONSTITUTIVO (GPA)
MEC
100,83 32,303 10,1035 99,318 33,585 -0,0025 94,532 40,157 0,4716
32,303 42,301 -2,9089 33,585 40,543 -2,8085 40,157 33,813 -3,9532
0,1035 -2,9089 35,049 -0,0025 -2,8085 34,599 0,4716 -3,9532 34,073
MEF
100,86 32,085 0,0542 99,191 33,556 0,0105 92,963 41,691 0,6173
32,085 41,257 -2,9410 33,556 40,465 -2,7136 41,691 30,517 -4,1411
0,0542 -2,9410 35,096 0,0105 -2,7136 34,660 0,6173 -4,1411 33,951

VETOR DE TENSAO (MPA)

MEC |
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[—11,66 240,44 11,91] [—10,24 239,39 11,67] [—4,25 239,52 11,58]

MEF

[-12,30 240,77 1198] | [-10,76 239,78 11,75] | [-4,42 239,72 11,60]

4. CONCLUSOES

Nos exemplos numéricos, diferentes EVRs sujeitos a deformages representativas foram analisados, onde o
desempenho da formulacdo proposta foi confirmado comparando o vetor de tensdo e o tensor constitutivo
homogeneizado com a formulagdo implementada em [17], [18], [19] e [20], pelo Método dos Elementos Fini-
tos (MEF). Em um trabalho futuro, acoplando-se essa formulagdo a um modelo do MEC para analise do ma-
crocontinuo, a analise em multi-escala de estruturas composta por materiais heterogéneos pode ser realizada
usando somente o Método dos Elementos de Contorno. Como a analise em multi-escala é muito cara compu-
tacionalmente, é muito importante investigar diferentes formulagdes, a fim de obter um modelo numérico
menos caro computacionalmente, mas ainda preciso.

O custo computacional da modelagem proposta foi comparado ao modelo de elementos finitos desen-
volvido em [17] e [18], para evidenciar uma vantagem importante do modelo de elementos de contorno. Foi
observado que o tempo de processamento para resolver o processo iterativo do EVR pelo MEC foi menor do
gue o MEF. Como comparagao pode-se evidenciar o EVR com 880 células da Figura 8. Definindo tyec como
0 tempo necessario para resolver o processo iterativo pelo MEC e tyer de forma analoga para o MEF, foi
obtida a razéo tyec / twer = 0,55. Essa diferenca é muito significativa, principalmente quando em trabalhos
futuros for considerada uma analise multi-escala completa, pois nesse caso um problema de equilibrio do
EVR deve ser solucionado para cada ponto do macro-continuo em uma determinada iteragcdo do processo
incremental de carga da estrutura. E importante dizer que essa analise do tempo de processamento foi feita
para diferentes EVRs, havendo pouca diferenca quando diferentes micro-estrutras eram adotadas. Como co-
mentado mais detalhadamente nos exemplos numéricos, os dois modelos numéricos sdo muito diferentes o
que influencia significativamente no tempo de processamento.

Nos exemplos numéricos, com relacdo a influéncia do volume de inclusdes e vazios no comportamen-
to do EVR, percebe-se que a diferenca de tensbes homogeneizadas € mais significativa quando se aumenta o
volume de vazios, ou seja, 0s vazios influenciam mais na rigidez do EVR do que as inclusGes. Como
esperado, 0 aumento do volume de inclusdo leva a um aumento da rigidez e da resisténcia do EVR, enquanto
0 aumento do volume de vazios o torna menos rigido e resistente.

Com relagdo a adocéo de diferentes modelos multi-escala, verificou-se como esperado, que aquele que
considera forgas uniformes no contorno do EVR resulta num EVR com menor resisténcia. Porém, para o
exemplo estudado a diferenga néo foi significativa para as outras duas condi¢fes de contorno, apesar do mo-
delo que considera deslocamento linear no contorno conseguir absorver maiores valores de deformacao.

Portanto, de maneira geral, pode-se concluir que a formulacdo do MEC foi capaz de simular o com-
portamento mecanico de microestruturas heterogéneas considerando-se ndo-linearidade fisica, com resultados
préximos ao MEF, um método ja consolidado, o que nos auxilia a validar a formulagdo do MEC aqui apre-
sentada.
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