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RESUMO

As ligacdes de viga — pilar em estruturas de aco sdo projetadas tradicionalmente supondo seu comportamento
idealmente flexivel ou totalmente rigido, o que simplifica os processos de analise e de projeto estrutural. No
entanto, esses dois casos sdo extremos, porque a maioria das conexdes usadas no campo pratico transmitem algum
momento parcial. Resultados experimentais obtidos para conexdes de viga — pilar mostram que a relagdo entre a
rotagdo ¢ o momento ¢ ndo linear e varia dependendo da flexibilidade das mesmas. Nesse contexto, um modelo
constitutivo unidimensional de ligagdo fundamentado na Mecéanica do Dano Continuo é proposto, o qual leva
em conta a redugdo progressiva da rigidez rotacional. Um codigo computacional é desenvolvido para a analise
estatica de porticos planos com comportamento ndo linear geométrico e com ligagao semirrigida. A variavel dano
¢ calculada em funcgdo de trés parametros — rigidez rotacional inicial, deformagéo rotacional e médulo de dano -,
sendo esses obtidos da curva momento — rotagdo da ligacdo. Com o objetivo de verificar a formulagdo proposta,
esse modelo ¢ aplicado em dois problemas numéricos - uma viga em balango e um poértico com dois andares. As
estruturas sdo discretizadas com a formula¢do Corrotacional do Método dos Elementos Finitos, considerando a
teoria de Euler-Bernoulli para a flexdo de viga. A ligagao é simulada por um elemento finito de comprimento nulo,
cuja matriz de rigidez elementar considera as rigidezes axial, translacional e rotacional. O sistema de equagdes
ndo lineares, que descreve o problema estrutural, ¢ solucionado por um procedimento incremental-iterativo de
dois passos com convergéncia ctbica. Os resultados numéricos com o programa Scilab mostram a boa con-
cordancia entre as trajetorias de equilibrio obtidas com o modelo proposto e aquelas encontradas na literatura.

Palavras-chave: Formulagao Corrotacional; Nao linearidade geométrica; Potra-Ptak; Comprimento de Arco;
Algoritmo.

ABSTRACT

Beam-to-column connections in steel structures are traditionally designed with the assumption of ideally flexible
or fully rigid behavior, which simplifies the analysis and structural design processes. However, these two cases are
extreme, as most connections used in practical field transmit some partial moment. Experimental results obtained
for beam-column connections show that the moment-rotation relation is non-linear and varies depending on con-
nection flexibility. In this context, a connection one-dimensional constitutive model based on Continuous Damage
Mechanics is proposed, which takes into account the progressive reduction of rotational stiffness. A computational
code is developed for the static analysis of plane frames with geometric nonlinear behavior and semi-rigid con-
nection. The damage variable is calculated as a function of three parameters — initial rotational stiffness, rotational
deformation and damage modulus -, being these obtained from the moment — rotation curve of the connection. In
order to verify the proposed formulation, this model is applied to two numerical problems — a cantilever beam and

Autor responsavel: Luiz Antonio Farani de Souza Data de envio 03/08/2021 Data de aceite 28/03/2022

DOI: https://doi.org/10.1590/1517-7076-RMAT-2021-45452


https://doi.org/10.1590/1517-7076-RMAT-2021-45452
https://orcid.org/0000-0001-7194-5851
mailto:lasouza@utfpr.edu.br
mailto:amandaleticiasoares@gmail.com
mailto:rodrigo_ymk@hotmail.com
mailto:douglassantos88@hotmail.com

O SOUZA, L.A.F.; SOARES, A.L.; KAWAMOTO, R.Y.M,, et al., revista Matéria, v.27, n.2, 2022

a two-story frame. The structures are discretized with the Co-rotational formulation of the Finite Element Method,
considering the Fuler-Bernoulli theory for beam bending. The connection is simulated by a null-length finite
element, whose elementary stiffness matrix considers the axial, translational and rotational stiffnesses. The
system of nonlinear equations, which describes the structural problem, is solved by a two-step iterative-in-
cremental procedure with cubic convergence. The numerical results with the Scilab program show the good
agreement of the equilibrium paths of the structures obtained with the proposed model and those found in the
literature.

Keywords: Co-rotational formulation; Geometric nonlinearity; Potra-Ptak; Arc-Length; Algorithm.

1. INTRODUGAO

No projeto estrutural e na construcao de estruturas reticuladas de ago envolvendo um ou mais andares, as ligacdes
entre a viga e o pilar desempenham um papel significativo em sua resposta estrutural. Além disso, elas represen-
tam importante parcela do custo total da estrutura e, portanto, o engenheiro projetista deve ter um bom entendi-
mento do comportamento das mesmas [1]. Em projetos estruturais convencionais, ¢ recorrente que essas ligacdes
sejam simplificadas para serem conexdes perfeitamente rigidas ou idealmente flexiveis, enquanto que as con-
exoes reais sao semirrigidas e com comportamento entre esses dois casos extremos [2]. Com relagdo a conexao
perfeitamente rigida, o angulo da junta ligando os membros permanece inalterado, o que resulta na suposi¢do de
que a rigidez relativa da ligagdo entre tais membros ¢ muito grande. Por outro lado, a conexdo idealmente flexivel
resulta na condi¢do de que nenhum momento ¢ transmitido da viga para o pilar, porque ¢ assumida que a rigidez
da junta ¢ muito pequena quando comparada com as rigidezes desses elementos estruturais [3].

Atualmente, a conexao semirrigida e sua influéncia na analise de estruturas metalicas sdo comumente
conhecidas. A semirrigidez surge de mudangas do angulo (6) entre a viga e o pilar devido ao momento trans-
ferido (M). Em alguns casos, as for¢as axiais ¢ de cisalhamento podem participar da analise, mas esses efeitos
sdo muitas vezes negligenciados devido a falta de dados ou a simplicidade dos modelos adotados. O compor-
tamento da conexdo pode ser descrito pelo grafico momento-rota¢do, também chamado de curva M — 6 [4].
Na Figura 1 s@o apresentadas curvas M — ¢ de alguns tipos de ligag@o viga — pilar de estruturas metalicas. Ao
comparar as conexoes rigidas e semirrigidas, esta Glltima produz uma redug@o da rigidez total das estruturas de
aco ¢ aumentam o deslocamento lateral, causando um efeito de segunda ordem [5]. Assim, a rigidez de uma
conexao semirrigida tem um efeito significativo na resisténcia e na resposta de deslocamento dessas estruturas.

Virias pesquisas tém sido conduzidas com relagdo a ligacdes semirrigidas de viga-pilar por meio de mod-
elos numéricos e de investigacdes experimentais. [HADDOUDENE et al. [7] apresentaram um modelo mecanico
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Figura 1: Curvas momento — rotagéo tipicas de algumas ligacdes. Fonte: adaptada de CHAN e CHUI [6].
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baseado na analogia de trés molas, o qual leva em consideragdo a influéncia das conexdes no comportamento de
porticos de ago. LEE ¢ HAN [8] fizeram analises de poérticos espaciais elastoplasticos considerando pequenas
¢ grandes deformagdes, elementos com segdo transversal simétrica e conexdes semirrigidas. NGUYEN e KIM
[9] propuseram um procedimento numérico baseado no método de viga-coluna, e realizaram analises nao lin-
cares clasticas ¢ inelasticas de porticos de ago semirrigidos tridimensionais. BANDYOPADHYAY et al. [10],
por sua vez, investigaram o efeito da ndo linearidade geométrica e material na andlise de estruturas de ago com
conexdes semirrigidas. NGUYEN e KIM [11] apresentaram um procedimento de Elementos Finitos baseado em
deslocamentos, para analise de plasticidade distribuida em porticos planos de ago com conexdes viga-coluna
semirrigidas, submetidas a cargas estaticas ¢ considerando o efeito de segunda ordem. YE e XU [12] fizeram
uma abordagem numérica simples com base no Método dos Elementos Discretos para investigar as respostas
estaticas e dinamicas de estruturas de aco com ligacdes semirrigidas. HADADE ef al. [13] apresentaram resul-
tados de investigagdes experimentais acerca do comportamento semirrigido de ligagdes tipicas viga — pilar em
estruturas pré-moldadas de concreto armado. VAN HAI ef al. [14] propuseram um elemento finito corrotacional
de Euler-Bernoulli para analise estatica de grandes deslocamentos de porticos planos semirrigidos de ago. Molas
rotacionais de comprimento nulo s3o adicionadas nas extremidades desse elemento. SOUZA et al. [15] apresen-
taram um modelo numérico-computacional para porticos com comportamento geométrico néo linear, por meio do
Me¢étodo Corrotacional de Elementos Finitos, considerando as teorias de viga de Euler-Bernoulli ¢ de Timoshenko
¢ as ligagdes viga-pilar semirrigidas. Para caracterizar o desenvolvimento de dano e o estado de falha de conexdes
semirrigidas em estruturas de concreto pré-moldado, DU et al. [16] desenvolveram um modelo experimental de
fadiga de baixo ciclo.

Recentemente, consideravel atengdo tem sido dedicada ao problema de se obter a resposta de porticos com
ligagdes semirrigidas na presenga da ndo linearidade geométrica. Nesse contexto, um modelo constitutivo unidi-
mensional nao linear de ligacdo ¢ proposto neste artigo, cuja formulagdo matematica ¢ fundamentada na teoria
da Mecanica do Dano Continuo. Essa teoria ¢ utilizada para a analise dos efeitos de deterioracdo do material em
solidos submetidos a agdo de natureza mecénica ou térmica, estudando o efeito de microfissuras na resposta dos
mesmos [17]. Os modelos de dano, essencialmente, admitem que a perda progressiva de rigidez e de resisténcia
do material ¢ devida exclusivamente ao processo de microfissuragdo [18]. O dano ndo ¢ uma grandeza direta-
mente mensuravel, mas ¢ possivel relaciona-lo, para fins de modelagem matematica, com a redug@o progressiva
de caracteristicas mecanicas globais [19]. Na formulagdo do modelo proposto, a redugdo progressiva da rigidez
rotacional ¢ associada com um fator de redugdo escrito em fung¢do da variavel dano, a qual depende de trés
parametros, a saber: rigidez rotacional inicial, deformag@o rotacional e moédulo de dano. Dependendo do valor
do tultimo paradmetro, a ligagdo pode ter comportamento elastodegradavel perfeito, endurecimento ou abranda-
mento (linear ou exponencial). O célculo do dano esta baseado na formulagdo apresentada por MANZOLI [20].
Na malha de elementos finitos, a ligagdo ¢ simulada com um elemento de comprimento nulo proposto por DEL
SAVIO et al. [21], o qual considera as rigidezes axial, translacional e rotacional representadas por molas.

Com o objetivo de verificar o comportamento do modelo proposto por meio de compara¢do, 0 mesmo
¢ aplicado em dois problemas numéricos, sendo uma viga em balango e um pértico com dois andares. A partir
dos resultados numéricos, pode-se verificar boa concordancia entre as trajetorias de equilibrio obtidas aqui
e aquelas encontradas por outros autores. O modelo simula a resposta ndo linear das conexdes semirrigidas
a partir da curva momento — rotagdo (M — 6). As estruturas sdo discretizadas com a formula¢do Corrota-
cional do Método dos Elementos Finitos (MEF) [22, 23], considerando a teoria de Euler-Bernoulli para a
flexdo de viga. Na abordagem Corrotacional, a deformacdo do elemento de viga — pilar no sistema carte-
siano global de coordenadas ¢ dividida em duas partes: uma correspondente a0 movimento de corpo rigido
incluindo transla¢des e rotagdes; ¢ a outra, a deformag@o em relagdo ao sistema local produzindo energia de
deformagdo [24]. As expressdes do vetor de forca interna e da matriz de rigidez tangente do elemento sao
fornecidas. O sistema de equagdes ndo lineares ¢ resolvido por meio do procedimento incremental e iterativo
baseado no método de dois passos de POTRA e PTAK [25], com convergéncia cubica, proposto por SOUZA
et al. [26]. As trajetérias de equilibrio das estruturas estudadas sdo obtidas com a técnica de continuacgdo
Comprimento de Arco Linear. O c6digo computacional para as analises estaticas estruturais ¢ desenvolvido
com o programa livre Scilab, versao 6.1.1 [27].

2. METODOLOGIA

Nesta secdo sdo apresentados: o elemento finito de viga — pilar 2D no contexto da formulagdo Corrotacional
do MEF, considerando a teoria de viga de Euler-Bernoulli para a flexdo; o elemento finito de ligagdo de com-
primento nulo; o modelo de ligagdo semirrigida proposto ¢ fundamentado na Mecanica do Dano; e, por fim, o
procedimento incremental-iterativo para a solugdo do sistema de equagdes ndo lineares que descreve o problema
estrutural.
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2.1. Elemento finito corrotacional de viga-pilar 2D

A formulagdo Corrotacional do MEF para o elemento de viga-pilar 2D, com dois nds e trés graus de liberdade
por nd, é descrita a seguir. Considere o elemento de viga-pilar em suas configuragdes inicial ¢ atual, conforme
o desenho esquematico na Figura 2. Assume-se que ndo ha deformagao de cisalhamento no elemento e, entdo,
a secdo transversal permanece plana e normal ao eixo da mesma. Na configuragdo inicial, as coordenadas dos
nos I e 2 do elemento no sistema cartesiano global sdo (X, Y)) e (X,, Y,), respectivamente, e seu comprimento
inicial (indeformado) L, ¢ determinado pela seguinte equagao:

L0=\/(X2—X1)2+(16—K)2- (1)

Para o elemento na sua configuracio atual, as coordenadas nodais globais sdo (X, +u,, ¥, +v,) para o n6
le(X,+u,Y,+v,)paraoné 2, em que u, ¢ o deslocamento do n6 i na dire¢do X e v, ¢ o deslocamento do no i
na diregdo Y, com i = 1, 2. O comprimento atual L é:

L:\/(X2+u2_X1_u1)2+(Yz+Vz_Yl_v1)2~ @)
O deslocamento axial local (#,) do elemento € calculado por:

r-r
U =——--. 3)
L+L,

A deformagdo especifica ¢ ¢ assumida constante e ¢ determinada por ¢ = u/L,. A forga axial (N) no
elemento ¢é entdo dada por:

_ EAu,
LO

N “)

na qual 4 ¢ a area da seg@o transversal e £ ¢ o modulo de elasticidade longitudinal. Usando a analise estrutural
padrdo, os momentos locais nas extremidades do elemento de viga — pilar M, ¢ M, sdo relacionados com as
rotagdes nodais locais (0, ¢ 0,) e sdo avaliados segundo as expressdes, respectivamente:

—  2F]
Ml :L—(29”+921), ®)

0

Atual g ! ‘\\?“

Inicial X

Figura 2: Configuragdes inicial e atual do elemento de viga-pilar. Fonte: adaptada de YAW [23].
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_ 2F1
M, = L_ (911 + 292;), (6)

0

em que / € 0 momento de inércia da segdo transversal. As rotagdes 0,, ¢ 0,, sdo computadas, respectivamente, por:

cosPsenf3, —sinficos

0, = arctan Psenp, Peosh, , 7)
cosfcosP, +senPsenf,
cosfsenf3, —sinfcos

0,, = arctan Psenp, peosp, , 8)
cosPBcos P, +senfsenf3,

sendo B, =0, + B, e B,= 0, + B,. Os angulos 0, e 0, sdo as rotagdes nodais globais calculadas do sistema de
equagdes globais € as expressdes para os angulos inicial B, e corrente da barra 3 sdo, respectivamente:

Y, -Y
B, = arctan (%}] , 9)
2 1
Y, +v,—Y —
B, =arctan| 2211 7H | (10)
X, +u,— X, —uy

A matriz de rigidez tangente elementar K, ¢ determinada por:
N M, +M
K, :BTDB+ZzzT+#(pzT+sz). (11)

Na Equagido (11), D é a matriz constitutiva dada por:

I 0 0

p=-Ely ak> 2k |, (12)

Lo 0 2k 4k’
em que k, =+[I/A & o raio de giragio ¢ os vetores z ¢ p sio, respectivamente:
z=[sin(B) —cos(B) 0 —sin(B) cos(B) 0], (13)
p=[-cos(B) —sin(B) 0 —cos(B) sin(B) O, (14)

A matriz B ¢ dada por:

—cos(B) —sin(B) 0 cos(B) sin(B) 0
B=|—-sin(B)L cos(B)YL 1 sin(B)YL —cos(B)YL O0]. (15)

—sin(B)L cos(B)YL 0 sin(B)L —cos(B)YL 1

As expressoes seguintes sdo utilizadas para calcular os valores do seno e cosseno do angulo f3, respecti-
vamente:

X -X, -
cos(B) = 2+u2L 1 ul, (16)
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+v,- Y-y

sin(f) = 17)
P L
O vetor elementar de forgas internas (¥ ) ¢ determinado por:

F,=B'[N M, M, (18)

2.2. Elemento finito de ligagao semirrigida

A ligagdo semirrigida ¢ simulada pelo elemento de ligagao proposto por DEL SAVIO ef al. [21] com compri-
mento nulo. A sua matriz de rigidez K, pode ser expressa matematicamente por:

Kk |5 S 19

lig_ —S S 9 ( )
S, 0 0

S=0 S 0| (20)
0o 0 S,

emque S, S, e S, sdo as rigidezes axial, translacional e rotacional, respectivamente. Na Figura 3 € apre-
sentado o elemento de ligagdo idealizado com a representacdo das molas, das coordenadas nodais (X, Y, com i =
1, 2) e do comprimento inicial Lm,. Esse elemento € inserido nos pontos de interse¢do entre membros estruturais
na malha de Elementos Finitos (viga-pilar e/ou apoio-viga e/ou apoio-pilar), onde se encontram as ligacdes
semirrigidas. Como o elemento tem comprimento zero por hipdtese, considera-se um valor suficientemente
pequeno para o seu comprimento inicial.

Esse elemento comporta-se adequadamente para qualquer tipo de carregamento e, além disso, permite
simular analises elastoplasticas das ligagdes, dada a curva momento — rotagdo (M — 60) que descreve o compor-
tamento da ligacdo. Segundo CHEN et al. [28], os esforcos axial, de cisalhamento, de flexdo e de tor¢do sdo
transmitidos a conexdo. Para os exemplos numéricos estudados neste trabalho, contudo, os efeitos das rigidezes
axial e translacional sdo negligenciados e valores numéricos grandes sao adotados para essas rigidezes, ou seja,
S, = o e S, = o, respectivamente. Considera-se somente o efeito provocado pelo momento fletor, variando-se
a rigidez rotacional S,. No caso de a ligagdo ser idealmente flexivel supde-se S, = 0 e para ligagdo totalmente
rigida, S, = o0. Nas analises ndo lineares geométricas, quando se adota o modelo linear de ligagdo semirrigida, a

Rigidez axial (S4)

O

o L °
Rigidez rotacional (Sr)
n6 1 (X1, Y1) n6 2 (X, ¥2)
e I (o1 e
\—
o

Rigidez translacional (St)

AAAANY
AMA

A

Lmy,

Figura 3: Modelo idealizado de ligagdo. Fonte: adaptada de DEL SAVIO et al. [21].
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matriz de rigidez Kﬁg dada pelas Equagdes (19) e (20) ¢ mantida constante no processo iterativo-incremental (S,
S_e S, permanecem constantes). Diferentemente, para o modelo ndo linear de ligacdo (descrito na Secdo 2.3), a
matriz de rigidez ¢ atualizada a cada iteracdo (S, e S, permanecem constantes e S,, variavel).

2.3. Modelo constitutivo de ligagcdo semirrigida fundamentado na Mecéanica do Dano

Com base na teoria do Modelo de Dano Continuo de LEMAITRE e CHABOCHE [29], propde-se um modelo
constitutivo para descrever o comportamento ndo linear da ligacdo semirrigida. A fungdo momento — rotacao
pode ser escrita como sendo:

M =S,,0, @1)

na qual S, € a rigidez rotacional inicial e 0 ¢ a deformagdo rotacional da conexdo. Pode-se definir o limite de
dano inicial 7, pela seguinte equagio:

1= R (22)

em que M, é o momento de proporcionalidade. A variavel 7 € calculada na dependéncia do momento e da rigidez
S, por:
RO

12
(M) = g/[—=0 So- (23)

RO

A fungio de dano f (1\_1 ) , no espago dos momentos efetivos, ¢ expressa pela inequagio:
f(M)y=t(M)-r, <0. (24)

As relagdes de Kuhn-Tucker estabelecem as condi¢des de carga e descarga na ligag@o, ou seja:

d>0,
f(M)<0, (25)
df (M) =0,

na qual é a taxa de variagdo da varidvel de dano d. Sendo assim, caso f(M) <0 tem-se que d = 0 ¢, portanto,
ndo ocorre evolugdo do dano. O limite de dano ¢ avaliado pelo méximo valor da varidvel ¢ durante o processo
de carregamento:

v =madx(r,,7). (26)

Para um modulo de dano H constante, tem-se a lei linear de dano em fungéo desse parametro e do limite
de dano () [20]:

r—r,

=— 0 (27)
r(l+ H)
Modificando o valor que descreve o médulo A na Equacgdo (27), obtém-se as relagdes entre 0 momento
e a rotagdo conforme a Figura 4: para H = 0, tem-se o regime perfeitamente plastico; para H > 0, encruamento
linear positivo (endurecimento); para H < 0, encruamento linear negativo (abrandamento); e para H = funcao
exponencial, abrandamento exponencial.

A relagdo entre a rigidez rotacional danificada (S,) e a rigidez rotacional integra (S,,) ¢ dada por:

0

S, =(1-d)S,,. (28)
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Momento (M)

A

H=exponencial

>
6o Rotacao (6)
Figura 4: Grafico rotagdo versus momento em funcdo de H.
Entrada: d®, H, r®, ry, Sgo, Sg®, 6® 8. Sed®+D<0 entio
Saida: r&+D), q+D) | g (k+1) 9. d+D
1. (M)« /Sgo 6® 10. Fim-Se
2. f(M)« T(m'3°_ ro 11. Se d®*D > 1 entio
' A (k+1)
3. Se f(M)< 0 entdo g . d ) «1
4. g,k g & . Fim-Se
5. sengo § 14. Sl (1 — d®+D)sy,
6. r&+De (M) 15. Fim-Se
k+1)_ _rED-r,

L A < r(k+1) (1+H)

Figura 5: Algoritmo (sub-rotina) do modelo nao linear de dano para a ligacdo semirrigida.

sendo o dano d € [0, 1]. A ligagdo ¢ considerada integra para d = 0 ou totalmente degradada para d = 1.
Para o caso de um procedimento incremental e iterativo, o parametro ¢ na iteragdo (k + 1) pode ser obtido a partir
da rotagdo 0 da iteragdo (k) e da rigidez rotacional inicial S,,. Na Figura 5 € apresentado o algoritmo (sub-rotina)
do modelo ndo linear de dano para a ligagdo semirrigida.

2.4. Problema estrutural e método de solucédo

O sistema de equagdes nao lineares que descreve o equilibrio estatico de um sistema estrutural com nao lineari-
dade geométrica ¢ descrito por [30]:

g(u,A)=AF +F,, (u)=0, (29)

int

na qual g ¢ o vetor de forgas desequilibradas, F, ¢ o vetor de forgas internas (avaliado em fungdo do vetor de
deslocamentos nodais u) e A ¢ o parametro de carga responsavel pelo escalonamento do vetor de forgas externas
F . O sistema dado em Equag@o (29) tem (n + 1) incognitas, que sdo o vetor u com n elementos e o parametro 4,

mas somente 7 equagdes. Assim, uma equagdo de restri¢do c(u, A) = 0 ¢ adicionada ao sistema.

A solucao aproximada desse sistema ¢ obtida por meio de um procedimento incremental e iterativo em
que, para uma sequéncia do parametro de carga A, determina-se uma sequéncia do correspondente incremento
de deslocamentos u. O método iterativo de dois passos de POTRA e PTAK [25], o qual foi desenvolvido para
encontrar uma raiz aproximada de uma fung¢do nao linear do tipo f{x) = 0, foi adaptado num procedimento incre-
mental por SOUZA et al. [26], cujas equacdes iterativas sao:

y(k+1) — u(k) +6ul(k+1), (30)

5u1(k+1) _ [K(u(k))]_l[aﬂ-l(kﬂ)Fr +g(u(k),)~(k))], (31)
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Suy™" =[K(u)]'[04, "V F, + g(y"", A1), (32)
uV =+ 5u"" + 5uf, (33)
200 = 2 4 550, (34)

sendo 6u, com i = 1, 2, o subincremento do vetor de deslocamentos. O superindice (k + 1) nessas equagdes
indica a iteracdo corrente ¢ (k) indica a itera¢do anterior, no passo de carga atual. Apesar da indicagdo nas
Equagdes (31) e (32) da inversa da matriz de rigidez [K(u®)]™, o custo computacional para calcular a mesma é
caro e, portanto, costuma ser ineficiente. Sendo assim, esses sistemas de equagdes lineares sao solucionados via
decomposi¢do LU, visto que uma Unica fatoracdo de K (em matrizes triangulares inferior e superior) no inicio
do ciclo iterativo é necessaria.

Os subincrementos de carga 5/1,.(’” Y comi=1,2,sdo determinados de acordo com o método de controle
de Comprimento de Arco Linear. Considerando a restri¢do de hiperplano atualizado [31, 32], a equagdo de
restri¢ao ¢ pode ser escrita por:

c =A™ suth = 0. (35)

Substituindo as Equacdes (31) e (32) na Equacdo (35), chega-se nas seguintes expressoes (para iteracao

k> 0):
07" s, (k)
saoen - A0ty (36)
! 0 s (k+1)’
Au' Su,
na qual,
Sul™ =K' g(a,A"), coma=u" ou y"*", (37)
Su™" =[K(u")"F,. (38)

O vetor 6ug("*” ¢ a parcela de ou referente as forgas desequilibradoras g e o vetor du **" ¢ a parcela de
ou referente ao vetor referéncia de forgas externas F.. Os pardmetros incrementais de carga (AA) e do vetor de
deslocamentos nodais (Au) no passo de carga (¢ + Af) e iteragdo (k + 1) sdo avaliados por, respectivamente:

M = AL 520, (39)

Au*™ = Au® + Su*. (40)
A expressdo para o incremento inicial do pardmetro de carga (solugdo predita) é dada por (k = 0):

o & (41)
[Ou, |l

em que A/ representa o incremento de comprimento de arco. Esse incremento pode ser utilizado como um
parametro de controle no passo de carga corrente de acordo com a expressao:

o ok
Al =" Al E , (42)
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Entrada: °Al, Ky, NPy, toly, toly, Kpse, AP 24, 8u, « [U] 'aux 2

Saida: NP, k«,m, Ay Ut kmédio 25. aux 2 « [L]_lFr(AP)

1. <0, Au< 0, & < 0, Kigag < 0, Al < °Al 26. 8u, « [U]'aux_2

2. tic() (inicia o crondmetro) 27. 8\ < —(AuT8u,)/(AuTSu,)
3.aux_1 « tol; - ||[F.(AP)]| 28.  duy < Sug + Sk Suy

4. Para NP < 1,..., NPy faca 29. y<«u+Au+dny //passo 2
5. k<0 30. g« (A+AX) F.(AP) - Fi(y)

6.  Calcular a matriz de rigidez K 3. aux 2« [L]lg

7. Decompor a matriz K em me}trizes 32. 8u, « [U]'aux_2

! Tl i R

34.  dup < dug + S, duy
35. Au < Au + du; + du,
36. AL« AL+3),

9. 8u, « [U] taux_2
10. ALO « AV||5uy]|
11. Se'Au” du, < 0 entdo

12, AA® « -AA® 37. g« (A+A%) F(AP) - Fin(u + Au)

13. Fim-Se 38.  Se|lgll<aux_1 ou ||8u,||<tol, - ||u + Aul| entdo
14. 8u « ALA® Su, 39. ' Sair do loop

15. Au® « du 40. Fim-Se

41. Fim-Para

42, u<u+tAu

43, A A+ AL

44. Al < °Al(ky/k)%S

18. Parak « 1,..., kns faca

19. k=k+1

20. Calcular a matriz de rigidez K(u + Au)
21. Decompor a matriz K em matrizes

triangulares L e U (Fatoracdo LU) 45. lftotal « Ko + k
22. g« (h+AL) F.(AP) - Fyg(u + Au) //passo 1 46. Fim-Para
23. aux 2« [L]7g 47. Kmegio < Keotat/NP

48. t «— toc() (1& o cronémetro)

Figura 6: Algoritmo para o método de solug@o.

na qual °A/ representa o incremento de comprimento de arco no passo de carga inicial, k, ¢ o niimero
desejavel de iteragdes para a convergéncia do processo iterativo corrente e ‘k ¢ o nimero de iteragcdes que foi
necessario para convergir no passo de carga anterior. Sdo considerados dois critérios de convergéncia para o
ciclo iterativo, sendo um baseado nos deslocamentos e dado por:

| 6u, || <10l || ul], 43)
e o outro, nas forcas:

| gll<tol, || F, ||, (44)

em que Il € a norma Euclidiana e tol, € tol, sdo as tolerancias fornecidas pelo usudrio. O algoritmo com o
procedimento incremental-iterativo associado ao controle de Comprimento de Arco Linear ¢ mostrado na
Figura 6.

Os dados de entrada no algoritmo sdo: comprimento inicial de arco ’Al; nimero maximo de iteragdes
em cada passo de carga k_, ; nimero desejavel de iteragdes em cada passo de carga k ; tolerancias tol, e tol;
incremento de carga AP; e nimero maximo de passos de carga (NP, ). As saidas do algoritmo sdo: vetor de
deslocamentos nodais (#); pardmetro de carga total A; nimero total de passos de carga (NP); nimero total
de iteragdes acumuladas até a convergéncia para a solugdo (k,, ); € nimero médio de iteragdes por passo de

Carga (kméd[o) :

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta se¢@o sao apresentados dois exemplos numéricos encontrados na literatura, sendo uma viga em balanco
e um portico com dois andares, cujo o objetivo ¢ verificar o modelo de dano proposto para simular a ligacao
semirrigida. O peso proprio das estruturas ¢ desprezado nas analises. As simula¢des foram efetuadas com o pro-
grama livre Scilab, versao 6.1.1 [27], em um notebook com processador Intel(R) Core (TM) i7 — 10510U, CPU
@ 1.80GHz 2.30 GHz e com 8 GB de memoria RAM.

3.1. Viga em balancgo sujeita a uma forga concentrada na extremidade livre

Seja a viga em balango submetida a uma forca concentrada P na extremidade livre ilustrada na Figura 7a.
A malha de elementos finitos consiste de quatro elementos de viga-pilar e um elemento de ligacdo, sendo este



[ er | SOUZA, L.A.F.; SOARES, A.L.; KAWAMOTO, R.Y.M,, et al., revista Matéria, v.27, n.2, 2022

I - M/Ma
0.8
0.6 o
Meu = momento ultimo
Lm, 0.4 0 = angulo de rotacdo
- > l)
- E AT l 02
Y 6/60
32 m 0 .
a) o J b)) 0 1 2 3 4 5

Figura 7: a) Modelo estrutural da viga em balango e b) curva momento versus rotacao [14].

Tabela 1: Propriedades da viga e parametros do modelo de dano da ligagao.

VIGA LIGACAO
E=210GPa M,=32x10°Nm
A=0,01 m> H=0,45

1=873333 x 10°m* S,=S,=1,0x 10" kN m/rad

elemento inserido para simular o comportamento semirrigido do apoio e com comprimento inicial Lnz,= 0,01 m.
O regime elastodegradavel com endurecimento (H > 0) ¢ considerado para o comportamento da ligagdo. As
propriedades geométricas e material da viga, bem como os parametros do modelo de dano da ligagdo, sdo
apresentadas na Tabela 1. Essa viga foi estudada por ARISTIZABAL-OCHOA [33] ¢ VAN HAI et al. [14].
A curva momento versus rotacao utilizada por esses autores aparece na Figura 7b. Trés tipos de analise sdo
considerados:

1. Linear (hipotese de deformagdes infinitesimais): apoio semirrigido (S,, = £1/3,2);
2. Nio linear geométrica (NGL): apoio rigido (S, = 1,0 x 10" kN m/rad) e modelo de ligagdo
linear; e

3. Nao linear geométrica (NGL): apoio semirrigido (S,, = £1/3,2) e modelo ndo linear de dano.

Nas simula¢des sdo utilizados os seguintes pardmetros para o procedimento de solugdo com o método
de Potra-Ptak: "Al = 0,1; kd = 5; k,, = 150; tol, = tol,= 1,0 x 10°%; ¢ AP = 1,0 N. Na Figura 8 sdo apresentadas
as curvas obtidas com o programa desenvolvido, comparando-as com pontos de equilibrio obtidos por VAN
HAI et al. [14], havendo razoavel concordancia. Na Figura 9a ¢ mostrada a curva dano (d) versus rotagio 0 e na
Figura 9b, a curva rotagdo 0 versus rigidez rotacional (S,). Se o valor da fungdo de dano f (M) for maior que
zero (Equacdo (24)), ha variagdo da variavel de dano r, a qual assume o valor do parametro 7 calculado conforme
a Equagdo (23). Como 7 depende da rotacdo 0, o dano obtido pela Equagdo (27) passa a variar com o valor da
rotagdo, como pode ser observado na Figura 9a.

Vé-se, no seguimento “a-b” na curva da Figura 9b, que a rigidez rotacional S, € igual a rigidez rotacional
inicial S, ), uma vez que ndo ha evolugdo do dano d ( d =0). Nesse caso, a conexo estd integra (d = 0). A partir
do ponto “b”, a ligagdo entra no regime elastodegradavel (d # 0 e d > 0) e a rigidez rotacional S » devido ao
fator de redugdo (1 — &) na Equacdo (28), assume valores menores do que S,,. No ponto “c” tem-se o fim da
andlise, com d = 0,379, §, = 339,355 kN m/rad € 0 = — 1,301 rad. Na Figura 10 sdo apresentadas a configuragdo
indeformada (VP = 0) e as configura¢des deformadas (NP =5, 20, 40 e 53) da viga.

Na Tabela 2 aparecem os resultados numéricos obtidos das analises ndo lineares geométricas, com
relagdo aos seguintes pardmetros: numeros totais de passos de carga (NP) e iteragdes acumuladas (k) até
a convergéncia para a solugdo aproximada; nimero médio de iteragdes por passo de carga (k. ); € tempo de
processamento em segundos (f).
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10
@ —e—e Linear: semirrigido /' J
9 1|m—=—= NLG: semirrigido (modelo de dano)
»—»—> NLG: rigido (modelo linear) ”
8 % % Van Hai et al. [14] rigido
7] X XVan Hai et al. [14]: semirrigido L
6
E
~ 5
'
5 g

550 000
500 000 -
) 1 1 1T | o 450 000 - S H B S SHESSURSSL [——
i [72] 4 i i {
04 i i 1 | | | f h,‘_-.-‘
o0 i i i i i i i
0 005 01 015 02 025 03 035 04 0 02 04 06 08 1 12 14
a) dano (d) b) 0

Figura 9: Viga em balango — a) Curva dano d versus rotagdo 6; e b) Curva rotagdo 0 versus rigidez rotacional ..

M._\ P =19939.69 N
\ ' Legenda
\ NP =0
L. mNP =S5
4 P=105564.51N | ™NP=20
\! = NP = 40
=291469.03 N
1 YP = 162206050 N
-35 ;
0 05 1 15 2 25 3 35
X (m)

Figura 10: Viga em balango — configuragio indeformada (NP = 0) e as configuragdes deformadas (NP =5, 20, 40 ¢ 53).
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Tabela 2: Resultados numéricos da viga em balango (niimero total de incognitas: 19).

ANALISE NP | [ K ivio T (S)
NLG e apoio rigido (modelo linear) 31 62 2,0000 0,4200
NLG e apoio semirrigido (modelo de dano) 53 152 2,8679 1,1695
Tabela 3: Propriedades das vigas e dos pilares do portico com dois andares.
VIGAS PILARES
1,=2,01 x10* cm* I,=3,48 x 10* cm*
A4,=91,0 cm? A4,=182,0 cm®
E=2,0 x10* kN/cm? E=2,0 x 10* kN/cm?
P Lm, Lm, P 5 W
[ N\ 1D
0,00 1P AL ' T
—> 0O Rp—5 w0 ,, Lil
9 18| 4
Az L2 A 2 E] 50
o 5
B D - Ligag¢ao com chapa de topo estendida
P Lm, Lm, Pl <
/ \ "‘ £200
0,002P E=> ALl d y &
5 14 ' g 150
gl §
Az L ALl © S 100
.6: C - Ligagdo com chapa de topo
' 50
A1 104 _Y
A .
6.096 m i 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
a) - . > b) Rotagdo ¢ (rad)

Figura 11: Portico com dois andares — a) esquema estrutural; e b) curvas rotacao versus momento utilizadas por PINHEIRO
e SILVEIRA [3].

3.2. Pértico com dois andares

Considere o problema de um portico com dois andares ¢ apoios do tipo pino analisado por PINHEIRO e
SILVEIRA [3], LUI ¢ CHEN [34] e REIS ¢ CODA [35], conforme ¢ apresentado na Figura 11a. As proprie-
dades geométricas e material das vigas e dosok pilares sdo mostradas na Tabela 3. As forgas concentradas sdo
aplicadas nos nds indicados do portico. As curvas rotagdo versus momento, que descrevem o comportamento
das ligag¢des semirrigidas, sdo mostradas na Figura 11b. Na analise ndo linear geométrica (NLG) s@o consid-
erados trés tipos de ligagdo viga — pilar: rigida (modelo linear — S, = 1,0 x 10" kN ¢m); com chapa de topo
estendida (modelo ndo linear, S,, = 3,8797 x 10° kN cm/rad, M, = 1,0043 x 10* kN cm e / = 10); e com chapa
de topo (modelo néo linear, S, = 1,2148 x 10° kN cm/rad, M, = 2,0217x 10* kN cm e H = 2,5). Adotam-se os
valores das rigidezes axial S, e translacional S, iguais a 1,0 x 10" kN cm/rad. Nas simula¢des sdo utilizados os
seguintes parimetros para o método de solugdo de Potra-Ptak: Al = 0,9; kd = 5; k , = 150; tol, = tol, = 1,0 x
107; e AP = 1,0 kN.

Na Figura 12 aparecem as trajetorias de equilibrio (curva deslocamento horizontal no n6 9 versus forca
P), havendo boa concordancia entre as curvas obtidas aqui ¢ os pontos de equilibrio obtidos por PINHEIRO e
SILVEIRA [3]. A malha de EF utilizada consiste de 28 elementos de viga — pilar e quatro elementos de ligagdo
(inseridos na intersegd@o entre os pilares e as vigas). Supde-se o comprimento inicial dos elementos de ligagao
Lm,=0,01 cm. Considerando a analise com a ligagdo semirrigida do tipo D, nas ligagdes localizadas nos nos 5,
9 ¢ 14 da malha de EF ocorre a danificacdo durante a analise, conforme a evolu¢dao do dano em fungao da rotagao
nas ligagdes na Figura 13a; no entanto, a ligagdo no n6 18 permanece integra ao longo de toda a simulagdo, ndo
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Figura 12: Pértico com dois andares — trajetorias de equilibrio.

Ligacio D

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
a) dano d

no 14
»—>—»nd9

0.005

Ligag¢ao C

T ] T L} L T ® ]
002 004 006 008 01 012 014 016 018 02
b) dano d

Figura 13: Portico com dois andares — a) curvas dano versus rotagio para a ligacdo D; e b) curvas dano versus rotagdo para
a ligacdo C.

ocorrendo a perda de rigidez. No caso da analise com a ligagdo semirrigida do tipo C, somente as ligagdes nos
nods 9 e 14 danificam (Figura 13b).

Os resultados numéricos (NP, k,, , k ., € t) obtidos das analises ndo lineares geométricas com os mod-

elos de ligagdo linear ¢ de dano sdo apresentados na Tabela 4.
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Tabela 4: Resultados numéricos referentes ao portico com dois andares (niimero total de incognitas: 97).

ANALISE NP K, o Ky ivo T (S)
NLG e ligacdo rigida (modelo linear) 38 47 1,2368 2,2711
NLG e ligagdo semirrigida do tipo C (modelo de dano) 12 29 2,4166 1,1417
NLG e ligag¢do semirrigida do tipo D (modelo de dano) 21 47 2,2380 1,8521

3.3. Discussao dos resultados obtidos

Pode-se observar a influéncia do tipo de ligacdo (totalmente rigida ou semirrigida) nas trajetorias de equilibrio
da viga em balango na Figura 8, alterando completamente o comportamento mecanico da mesma. No caso das
simulagdes com a conexdo semirrigida, as trajetdrias obtidas das analises linear e ndo linear geométrica ficam
proximas ao se considerar os primeiros estagios de carregamento. Contudo, quando as deformagdes aumentam
na viga, evidencia-se o efeito de segunda ordem na mesma.

Com relacdo as curvas deslocamento versus forga do portico na Figura 12, nota-se que a medida que a
rigidez S, das ligagdes diminui a estrutura torna-se mais flexivel (aumentam os deslocamentos na mesma) e,
consequentemente, a carga de colapso também diminui. Na hipotese de ligagdo rigida, o angulo entre os mem-
bros estruturais adjacentes permanece inalterado e o momento fletor ¢ totalmente transferido. Ja nas ligagdes
semirrigidas, o momento fletor ¢ transmitido parcialmente entre a viga e o pilar e € resultante da rotagdo rel-
ativa. Verifica-se que, com a alteragdo das rigidezes das ligagdes do portico em decorréncia do tipo de con-
exao (ligagdo C ou D), os esfor¢os nas barras modificam-se, fazendo com que ligagdes fiquem mais solicitadas
que outras. Isso justifica ligagdes terem sofrido degradacdo (diminuigdo da rigidez rotacional S, em fungédo do
dano d) e outras nao, conforme pode ser observado na Figura 13. Sendo assim, na analise global de uma estru-
tura, o tipo de ligacdo interfere ndo apenas nos deslocamentos, bem como na distribuicdo e na magnitude dos
esforgos internos de toda a estrutura.

O elemento de ligagdo aqui utilizado e proposto por DEL SAVIO et al. [21] é um elemento indepen-
dente, inserido nos pontos de interse¢do entre membros estruturais. Esse elemento possibilita a consideragdo
dos efeitos das forgas axiais ¢ cisalhantes na deformagdo da ligacdo, além daqueles oriundos do momento fletor.
Contudo, os efeitos das rigidezes estdo desacoplados nesse elemento. Pode-se modificar a sua matriz de rigidez,
dada pelas Equagdes (19) e (20), levando-se em conta a interacdo entre as rigidezes.

O comportamento real de uma ligagao pode ser incorporado dentro da analise global da estrutura usando
a curva momento — rotacao (M — 6), o qual é conseguido por meio da determinagao das propriedades mecani-
cas da mesma em termos da rigidez rotacional, do momento resistente e da capacidade rotacional, partindo
de suas propriedades geométricas e mecanicas [36]. Dependendo das caracteristicas da ligacdo semirrigida, a
evolugdo do dano no modelo proposto pode prever diferentes comportamentos apds atingir o valor do momento
de proporcionalidade M, (elastodegradavel perfeito, endurecimento ou abrandamento), conforme as curvas
momento — rotagdo mostradas na Figura 4.

O modelo constitutivo de dano proposto ¢ isotrépico, uma vez que a influéncia das alteragdes inter-
nas provocadas pelos microdefeitos na ligagdo ¢ considerada macroscopicamente por meio da variavel escalar
dano d. Esses microdefeitos contribuem para a resposta nao linear da ligac¢do, sendo evidenciada pela redugdo
da rigidez rotacional. Contudo, modelos anisotropicos podem ser conseguidos por meio do emprego de uma
variavel tensorial de dano. A essa variavel, podem-se associar diferentes processos, como fadiga, dano ductil ou
dano fragil.

A busca por modelos constitutivos que tentem equilibrar a simplicidade com a robustez de resultados ¢ algo
desejavel. Modelos com niimero excessivo de parametros podem tornar a identificagdo paramétrica complexa e
com a necessidade de ensaios bastante elaborados. A formulagdo matematica do modelo proposto ¢ simples, visto
que a variavel dano depende de trés parametros somente: a rigidez rotacional inicial S, , 0 modulo / € 0 momento
de proporcionalidade M,. Esses pardmetros sdo obtidos da curva momento — rotagdo (M — 6) da ligagdo. Além
disso, o algoritmo do modelo mostrado na Figura 5 ¢ de facil implementag@o em codigos de calculo.

4. CONCLUSAO

O objetivo desta pesquisa foi propor um modelo constitutivo baseado na teoria da Mecanica do Dano como
alternativa para simular o comportamento mecanico de ligagdes semirrigidas. A formulagdo e o algoritmo (sub-
rotina) desse modelo foram apresentados. Para verificar o comportamento numérico do mesmo, dois problemas
estruturais planos com nao linearidade geométrica foram estudados. Os resultados numéricos obtidos aqui e
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aqueles encontradas na literatura tiveram boa concordancia, no que diz respeito as trajetorias de equilibrio das
estruturas.

A metodologia implementada com o programa livre Scilab para a analise ndo linear de estruturas planas
reticuladas com ligagdes semirrigidas pode ser util na estimativa da carga ultima e de seu modo de colapso,
quando se considera os efeitos de segunda ordem. O elemento de ligagdo de comprimento nulo pode ser aplicado
para os diferentes tipos de ligagdo. Esse elemento ¢ inserido nos pontos de interseg¢@o entre membros estruturais
e leva em consideragao os efeitos das rigidezes axial, translacional e rotacional.

Como propostas para implementagdes futuras, sugerem-se: a considerag¢@o da ndo linearidade fisica dos
materiais que constituem as vigas e os pilares da estrutura (modelos constitutivos elastoplasticos); a aplicacdo do
modelo proposto em estruturas cuja trajetoria de equilibrio apresente pontos limites de forga e de deslocamento;
a adaptagdo do codigo implementado para analises dinamicas; a modifica¢do da matriz de rigidez do elemento
de ligagdo considerando os efeitos das rigidezes de maneira acoplada; e a implementagdo de modelos constituti-
vos em que considerem o dano e a plasticidade para simular o comportamento ndo linear da ligagdo.
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