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O “salto arquimediano™:
um processo de ruptura epistemolégica
no pensamento matematico

José Carlos CIFUENTES

RESUMO

Neste artigo introduzimos o conceito de “salto arquimediano” como um processo de argumentacdo néo
dedutiva em matematica que produz uma ruptura epistemolégica na diregéo de dar objetividade a certos
fatos matematicos. Discute-se, também, o carater qualitativo do salto arquimediano ressaltando sua fun-
¢do hermenéutica no pensamento matematico e suarelagio com um conhecimento estético na matema-
tica. Sao exemplos de rupturas epistemolégicas produzidas por um salto arquimediano, dentre outros, os
seguintes: (1) apropriedade arquimediana daretareal, que estrutura areta euclidiana através do sistema
de nameros reais; (2) o principio de indugio completa da teoria dos nimeros naturais, que modela a
nossa intuigio sobre os processos recursivos; (3) a passagem do infinito potencial ao infinito atual, que
permite dar contetido objetivo a teoria dos conjuntos infinitos e das cardinalidades.

Paravras-cHAVE: Salto arquimediano. Propriedade arquimediana. Ruptura epistemolégica.
Mitos matematicos. Estética da matemaética.
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1 M1TOS MATEMATICOS: A RETA REAL E O SALTO ARQUIMEDIANO

Os mitos, na ciéncia, originam-se quando uma interpretagio é transformada em ver-
dade ou em explicacdo. Entdo, sera possivel que existam mitos na matematica, se ela é
considerada por exceléncia a ciéncia da verdade e da certeza? Mitos na matemaética, ou
melhor, mitos matematicos, nio devem ser confundidos com mitos sobre a matematica
oumetamatematicos. Um dos mais importantes mitos sobre a matematicana atualida-

de, e que permeia inclusive o seu ensino, é considerar essa ciéncia como sendo de na-
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tureza extensional. E um pressuposto geralmente aceito desde finais do século xrx que
amatematica pode ser fundamentada, ou construida, integralmente na teoria dos con-
juntos, sendo que a caracteristica extensional dessas entidades é expressa pelo axioma
de extensionalidade de Frege-Cantor. Essa, de fato, foi uma das propostas de finais do
séculoxix e comecos do seguinte paraareconstrucgio da matematica como consequéncia
do processo de aritmetizacio da analise e subsequente crise dos fundamentos.

Outras propostas, como a teoria das categorias e funtores, foram desenvolvidas a
partir de meados do século xx e ainda suas capacidades nio foram esgotadas. Por outro
lado, os aspectos intensionais da matematica, como, por exemplo, o conceito de “parte
organica” de um conjunto, uma relagiio mais intima entre a parte e o todo em um sen-
tido mereolégico (os subconjuntos usuais sio também de carater extensional e nio
intensional), ainda nio foram explorados, embora a topologia e a teoria dos subcon-
juntos fuzzy tenham dado subsidios parauma abordagem nessa dire¢io. A prépriaideia
de “funcdo”, tio central na matematica atual, carrega um aspecto dindmico que sua
versdo conjuntista-extensional nio captura. Alids, essa caracteristica dinamica foi per-
dida, como observado por Javier de Lorenzo, na passagem da formulagéo da continui-
dade de uma funcio devida a Cauchy para as formulac¢des atuais que usam o conceito de
“limite”. Vejamos:

Cauchy enuncia que “uma quantidade varidvel torna-se infinitamente pequena
quando seu valor numérico diminui indefinidamente, convergindo para zero”.
Nessa linguagem dinamica, as quantidades sdo grandezas que aumentam ou di-
minuem, com os valores numéricos associados convergindo, respectivamente,
para infinito ou para zero (...) A formulacgdo de Cauchy nio tem, entdo, um senti-
do verdadeiramente preciso, e pode ser descartada em favor de conceitos de na-
tureza mais aritmética, como o de majoragio, de minoracdo ou de aproximacio

(Lorenzo, 2001, p. 10).

Essa passagem conceitual de uma geometria/fisica da continuidade para uma
aritmética da continuidade, que constitui um dos componentes metodoldégicos do pro-
cesso de aritmetizacio daanélise, ja é um pré-anincio teérico da ruptura epistemoldgica
que estabelece o fenomeno que chamaremos de “salto arquimediano™.

Podemos apontar, entdo, como um primeiro mito matematico, como consequén-
cia desse mito metamatematico sobre o carater extensional da matematica menciona-
do acima, o seguinte: as func¢des tém so caracteristicas extensionais e podem ser redu-
zidas a sua definicdo conjuntista.

Outro dos grandes mitos sobre a matematica é sua condicdo de ser uma ciéncia
exata, mas a exatidio em matematica nio é necessaria paraasua compreensio, de modo
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que sdo possiveis outras formas de acesso ao conhecimento matematico (cf. Cifuentes,
2009). Esse mito traduz-se na crenga de que a matematica s6 diz respeito ao conheci-
mento necessario, caracteristica que se consolidaria através da demonstracdo, e ndo
lida, ounio deverialidar, com “o suficiente”. A intui¢do matematica teria a capacidade
de apreender esta ultima caracteristica, que exemplificaremos depois.

Em Cifuentes (cf. 2000, 2010), discutimos outros mitos sobre e na matemética
no contexto do pensamento matematico qualitativo. Dentre os primeiros, cabe desta-
car ainda o seguinte, que, como veremos, estara por tras do carater epistemolégico do
salto arquimediano, a saber, a matematica é epistemologicamente completa; com efeito,
a completude é um dos grandes valores da matematica, defendido principalmente por
Hilbert em finais do século x1x. Ele tem o significado, dentre outros, de que todo pro-
blema matematico pode ser resolvido, o que pode ser traduzido como significando que
na matematica ndo ha impossibilidades epistemoldgicas. Outras interpretacdes dos
resultados [de incompletude] de Godel argumentam contrariamente.

Em Lavalle, também sio discutidos alguns mitos metamatematicos, especialmen-
te aquele que diz respeito a condicdo de ser a matematica uma ciéncia puramente de-
dutiva, porém tomando o cuidado de colocar isso no terreno do discurso — “discurso
matematico e discurso dedutivo coincidem” (Lavalle, 1977, p. 192) —, levando depois a
discussio aos sistemas formais e textos formalizados.

E possivel que os mitos mateméticos sejam fonte do que Bachelard chama de
“obstéculos epistemolégicos” (cf. Bachelard, 2003), pois aqueles, na sua condicio de
“verdades” matematicas consolidadas, seriam obstaculos para o surgimento de outras
verdades (interpretagdes) que as substituam. O conceito de “ruptura epistemolégica”
também foi introduzido por Bachelard (cf. 2000). Faz-se necessaria uma anilise mais
aprofundada desses conceitos.

Os mitos matemaéticos, entdo, sio mitos no interior da propria matematica e fa-
zem parte do conhecimento matematico sistematizado. O exemplo que motiva o as-
sunto deste artigo, e que veremos na sequéncia, mostrara que certos resultados mate-
maticos (nio metamatematicos) de um pensamento qualitativo em matemaética
dependem geralmente de uma interpretacio e sdo consequéncia de uma tomada de
decisdo. Talvez possamos concordar que atribuir “verdade™ a hipéteses, axiomas ou
principios, que a matematica assume, é resultado de um ato de interpretacdo acerca de
uma certa “realidade matemaética”.

Pois bem, um dos mitos matemaéaticos historicamente consolidados e de enor-
mes consequéncias na matematica atual € o assumir que a estrutura da reta euclidiana
¢ a do sistema dos numeros reais, tomando a sua completude métrica como fator de
decisio (cf. Cifuentes, 2009).
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Hoje, no estudo da analise matematica, identifica-se a “reta euclidiana”, que é
um objeto geométrico, com a “retareal”, que € um objeto algébrico, pois nessa area do
conhecimento matematico comeca-se com o estudo do corpo ordenado dos ntimeros
reais. A ordem envolvida estrutura linearmente esse sistema de ntimeros, estabele-
cendo-o geometricamente como umareta. Paratal identificacio, supde-se areta eucli-
diana constituida de pontos (entidades inextensas) e associa-se a cada ntumero real
um tnico ponto da reta de modo que essa associagio é demonstrada ser completa, no
sentido do que é biunivoca, isto é, de que a cada ponto da reta também lhe corresponde
um unico numero real, sendo uma consequéncia dessa associacio a crenca de que todo
segmento de reta ¢ mensuravel por um nimero real positivo. Dizemos, nesse caso, que
a reta euclidiana tem a estrutura dos nimeros reais. Podemos entender essa “estru-
tura” como uma roupagem algébrica e topoldgica que a reta veste para que suas pro-
priedades geométricas sejam “inteligiveis” pela mente humana, assimilaveis pela in-
tuicdo matematica.

Por outro lado, na histéria da matematica ha diversos momentos em que a reta
euclidiana revestiu-se de outra interpretacio, envolvendo a nocio de “infinitésimo”.
Destaca-se aqui o periodo inicial do célculo infinitesimal no século xvi1, cuja discus-
sdo tedrica pode remontar as épocas de Zendo de Eléia (séculova.C.), Eudoxo de Cnido
(século 1va.C.) e Arquimedes de Siracusa (século 111 a.C.).

No século x1x, ap6s os desenvolvimentos de Cauchy, os nimeros infinitesimais
foram eliminados da matematica em decorréncia do processo de rigorizagio dessa ci-
éncia chamado de “aritmetizacio da analise”, fundando-se, entdo, a anilise matema-
tica na teoria dos niimeros reais e constituindo o que se chama hoje de andlise cldssica
oustandard.

Em meados do século xx, ap6s diversos desenvolvimentos da l6gica matemaética,
especialmente da teoria de modelos, os nimeros infinitesimais foram reintroduzi-
dos na matematica como parte estruturante do corpo ordenado dos chamados “nime-
ros hiperreais”, corpo que estende a reta dos niimeros reais, supostamente completa,
sobre o qual é construida a chamada andlise ndo-standard. Afinal, qual é a estrutura da
reta euclidiana, a dos nimeros reais ou a dos numeros hiperreais ou alguma outra?
E o que significa a completude da reta real nesse contexto?

Devemos ressaltar que a demonstracio dessa completude topoldgica baseia-se
em um principio conhecido hoje como o principio de Arquimedes ou a propriedade
arquimediana, que abreviaremos por PA, que afirma, em termos geométricos, que da-
dos dois segmentos distintos, existe sempre um multiplo inteiro do menor que supera
o maior. A natureza epistemolégica desse principio, cuja introducio e aceitacio pela
matematica serd o nosso protdtipo de “salto arquimediano”, serd analisada na secio 2.
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Ele ja ¢ usado por Euclides nos Elementos (2009, Livro x, Proposicio 1), para demons-
trar, por exemplo, o chamado principio de Eudoxo e cujo enunciado é o seguinte:

sendo dadas duas magnitudes desiguais, caso da maior seja subtraida uma maior
do que a metade e, da que é deixada, uma maior do que a metade, e isso aconteca
sempre, alguma magnitude sera deixada, a qual serd menor do que a menor mag-

nitude dada (Euclides, 2009, p. 354.).
Com efeito, a prova da Proposigio 1 dada por Euclides comega assim:

sejam as duas magnitudes AB, C desiguais, das quais a AB é maior; digo que, caso
da AB seja subtraida uma maior do que a metade e, da que é deixada, uma maior
do que a metade, e isso aconteca sempre, serd deixada alguma magnitude que
serd menor do que a magnitude C. Pois, a G, sendo multiplicada, serd, alguma

vez, maior do que a AB. Fique [entdo] multiplicada e seja (p. 354)).

Observa-se o uso explicito que Euclides faz do PA, apesar de que ele nido o expli-
cita, como apontado por Gonzalez (cf. 1992, p. 26), como um principio e apenas o dilui
como parte de uma definicdo, a Definigdo v.4: “magnitudes sdo ditas ter uma razio
entre si, quando multiplicadas podem exceder uma a outra” (Euclides, 2000, p. 205).
S6 posteriormente é elevado a categoria de principio por Arquimedes.

Na geometria euclidiana plana, os principios de Arquimedes e de Eudoxo séo
usados em intmeras demonstrac¢des, possibilitando contornar, principalmente, fe-
néomenos de proporcionalidade de figuras geométricas incomensuraveis. Assim, por
exemplo, a Proposicdo x11.2 dos Elementos, a qual diz “[as areas d]os circulos estdo en-
tre si como [as areas d]os quadrados sobre os didmetros” (Euclides, 20009, P. 528), é
demonstrada apelando a certos argumentos de “aproximacio” que traduzem o princi-
pio de Eudoxo em um método, o método de evaustdo. O principio de Eudoxo captura o
conceito intuitivo de “tdo pequeno quanto se queira” que no fundo visa dar contetudo,
ou atribuir um sentido, a processos infinitos através de aproximagdes finitas, e o mé-
todo de exaustio transforma esse principio em um método de argumentacio. E facil
ver que os argumentos de suficiéncia sdo usados nos processos de aproximagéio permi-
tidos pelos principios de Arquimedes e de Eudoxo. O método de exaustio sera analisa-
do com mais detalhe na secéo 3.

A condicido de principio oude axioma do P4 é recorrente na histéria da matemati-
ca. Assim, na formulagio axiomatica da geometria dada por Hilbert (2003) no seu Fun-
damentos da geometria de 1899, ele aparece como o axioma v.1, dentre os axiomas de
continuidade, cujo enunciado, usando os conceitos préprios desse sistema, é o seguinte:
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(Axioma da medida ou axioma de Arquimedes) Se AB e CD sio dois segmentos
quaisquer, entdo ha na reta AB um ntimero finito de pontos A, A ,..., A tais que
os segmentos AA, AA ..., A A sio congruentes com o segmento CD e B esta
entre Ae A (Hilbert, 2003, p. 28)

Chamar de “axioma damedida” esse principio ja revela o fato de que ele torna aritmético
um fendmeno geométrico, e manté-lo como principio em umaversio moderna da geo-
metria, apesar do formalismo hilbertiano, talvez revele aimpossibilidade de encontrar
uma justificativa melhor, isto é, principios mais elementares nos quais sustenta-lo.

O nosso primeiro salto arquimediano é, entdo, a adogio do PA como principio
estruturante da reta euclidiana, dai o nome adotado por nés. Repare-se que o chamado
salto arquimediano nio é o P4, mas o ato de assumi-lo como principio, o ato de atri-
buir-lhe verdade na matematica. Essa adogdo foi, para a matematica, um ato de in-
terpretagdo a respeito da estrutura da reta, e sua aceitagido como “verdade” uma esco-
lha dessa ciéncia para tornar légico um fendmeno de aproximacio intuitiva; escolha
que pode significar uma limitagdo da mente humana para “perceber”, para “expe-
rienciar’, mesmo que teoricamente, variacdes mais finas do que as permitidas pelos
numeros reais. De fato, os nimeros hiperreais permitiriam medir essas variagdes mais
finas, “mais” segmentos da reta poderiam ser medidos com esses nimeros. Na atua-
lidade, alguns fendmenos fisicos ligados, por exemplo, a problemas estocasticos,
como o0 movimento browniano, admitem uma explicagdo razoavel no contexto da ana-
lise nao-standard.

Podemos considerar, entio, o salto arquimediano como um processo no pensa-
mento matematico que promove uma ruptura epistemolégica na direc¢io do ontolégico
(processo que pode ser fonte de novos mitos matematicos), tornando “reais” para a
matematica, isto é, atribuindo verdade ou existéncia a certos objetos ou fatos suge-
ridos pela intuicdo, mesmo que falivel, na medida em que essa atribui¢do permite
ordenar um certo contexto tedrico ou estruturar, se qUiSermos ser platonistas, uma
certa “realidade”.

Os processos de salto arquimediano sio atos (agdes humanas) de decisio que,
por tal motivo, explicitam seu carater qualitativo, hd um grau de subjetividade neles
que pretende atribuir uma certa objetividade. Na se¢do 4 daremos argumentos para
colocar os processos de salto arquimediano como parte de um conhecimento estético
no interior da matematica.

Esta implicito na discussdo anterior que fendmenos relacionados com o infinito
sdo subjacentes a quase todos os processos que qualificamos como saltos arquimedia-
nos. Outros exemplos, que analisaremos nas se¢des posteriores, sio os seguintes:
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(a) o salto do complexo ao simples: o recurso estético da simplicidade;

(b) o salto do finito ao infinito: o principio de indugio completa;

(¢) o salto do infinito potencial ao infinito atual;

(d) aatribui¢io de existéncia a certos construtos: o caso dos cardinais ina-
cessiveis.

2 A PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA DA RETA REAL
E SEU SIGNIFICADO EPISTEMOLOGICO

A propriedade arquimediana ou principio de Arquimedes, PA, é ingrediente funda-
mental, como ja mencionado, na construcio da chamada “reta real”. Ele é formulado,
em termos numéricos, da seguinte maneira:

(a) dados os nimeros reaisa e b com o <a <b, existe algum inteiro positivo
n tal que na > b.

A natureza desse principio pode ser compreendida, ou melhor, a intui¢io sobre
esse principio pode seradquirida, apelando a diversos de seus equivalentes que listamos
na sequéncia:

(b) se @ é um nimero real positivo, existe pelo menos um nimero racional
rtal que o <r<a;

(c) se a é um ntmero real tal que o <a <rparatodo nimero racional posi-
tivor, entdo, a = 0;

(d) se a e b sio ntimeros reais tais quer<a <ser<b <s para quaisquer
racionaisres, entio, a = b;

(e) asequéncia1/n (onden é um inteiro) tende a zero paran tendendo a oo;

() o principio de Eudoxo.

O P4, especialmente na versio (e), tem diversas consequéncias tanto aritméti-
cas quanto geométricas. Dentre as consequéncias aritméticas podemos citar as seguin-
tes. Ele estd na base da demonstracio de que 0,999... = 1 ou, em forma mais geral, da
demonstracio de que se {r,} € uma progressio geomeétrica de nameros reais positivos
deraziod,como <d<1,istoé,r, =r.d" paran=o, entdo, asoma dos infinitos termos da

progressdo é dadaporS=r,/(1—d).
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Mais ainda, o PA justifica o fato de que se s = a,d d,ds...d,... ¢ um ntimero real na
sua expressio decimal (podemos supora > o)e{r}éa sequéncia de nimeros racionais
formada porr,=a;r,=a,d;r,=a,dd,; ...1, =a,dd,ds..d,; etc., entdos = limr,, isto é,
todo nimero real é o limite da sequéncia de racionais constituida pelas suas expres-
sdes decimais truncadas. Narealidade, o PA sustenta grande parte da teoria da conver-
géncia de sequéncias e séries e cria possibilidades para as propostas de construcdo do
sistema de nimeros reais a partir dos racionais através das sequéncias de Cauchy ou
dos “cortes” de Dedekind.

Do ponto de vista intuitivo, a versio (e) do PA reflete a ideia de que a sequéncia
{1/n}, pensada como uma colecio discreta de pontos da reta, pode “pular” para zero
no infinito.

Também, aigualdade 0,999... = 1 ilustra o carater aproximativo que o PA promo-
ve paraanossaintuicio. Narealidade, como veremos nasecio 3, essa é uma falsa igual -
dade que o método de exaustdo forca a ser uma identidade.

Dentre as consequéncias geométricas desse principio podemos citar a seguinte.
Ele é usado, por exemplo, para “aproximar tanto quanto se quiser” o circulo a uma se-
quéncia infinita de poligonos inscritos e/ou circunscritos (os quais podemos considerar
regulares). Do ponto de vista da intuigio geométrica, o PA forca entender o circulo como
o limite de uma sequéncia de poligonos inscritos e/ou circunscritos, isto é, transforma,
usando termos aristotélicos, o fendomeno em poténcia da aproximacio das areas dos
poligonos a do circulo no fato de identifica-las em ato no limite. Essa suposta aproxi-
macio permitiria concluir que qualquer diferenca de areas (ou de comprimentos) en-
tre o circulo (ou, correspondentemente, a circunferéncia) e os poligonos tende a zero
e, portanto, que a area do circulo ou o comprimento da circunferéncia é o limite das
areas oudos comprimentos dos poligonos respectivamente. Trata-se dum salto episte-
molégico — o salto arquimediano — que s6 o principio de Arquimedes pode “explicar”.

A intuigdo gerada pelo principio de Arquimedes para essa suposta aproximacio
pode ser enganadora para a geometria do fenémeno em vérios aspectos. Um exemplo
que ilustra essa possibilidade é o seguinte. Consideremos um segmento de compri-
mento 1 e seja ele dividido em n partes iguais. Sobre cada segmento da subdivisdo, de
comprimento 1/n, podemos construir diversas curvas unindo os respectivos extremos,
por exemplo, um tridngulo equilatero de lado 1/n em cada um deles, uma semicircun-
feréncia de diametro 1/n, ou um tridngulo isésceles reto no vértice oposto ao segmen-
to, formando assim uma curva (eventualmente uma poligonal) que, quando n tende
para o, tende pontualmente para o segmento original. Em cada estagio da aproxima-
¢ido, ha elementos geométricos que variam como, por exemplo, o comprimento da cur-
va e a area entre ela e o segmento original. Podemos verificar, nos trés casos, que o
calculo do limite dos comprimentos néo precisa usar o principio de Arquimedes e da
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como resultado valores diferentes ao do comprimento do segmento (que é 1): 2 no pri-
meiro caso, T/2 no segundo e \/2 no terceiro; porém, o calculo do limite das areas pre-
cisausa-lo e da como resultado zero em todos os casos, o que pode levar-nos a pensar
que esse principio capturaria a intuicio devido a aproximacio pontual das curvas ao
segmento, quando o que acontece é o contrario, isto é, a aplicagio do PA cria a intuicdo
sobre esse fendmeno forcando-a a aceita-lo como uma verdade.

Arquimedes, usando o principio de Eudoxo, obteve aproximagdes da drea do cir-
culo comparando-a com a drea de poligonos regulares inscritos e circunscritos de um
numero suficientemente grande de lados, o que lhe permitiu obter valores aproxima-
dos de p, por exemplo: 3 10/71 < T < 3 1/7 que, em nimeros decimais é 3,14084 < T <
3,142858. Mas, devemos ter cuidado em concluir, com ele, que p coincide com sua ex-
pressdo decimal infinita, o que seria um sofisma, pois, como vimos, essa identificacdo
supoe o PA, especialmente na verséo (d), versio que estard também na base do método
de exaustio.

O pensamento arquimediano também tem reflexos na fisica classica na concei-
tuacio, por exemplo, do ponto material. Um ponto material de massa m ¢ o limite de
uma esfera de massa m e de raio r (nimero real positivo) quando r tende para zero.
E claro, entdo, que pensar um ponto como limite de uma esfera de raio decrescente é
um salto arquimediano.

3 O METODO DE EXAUSTAO E SEU SIGNIFICADO LOGICO

O método de exaustio deve ser diferenciado do principio de Eudoxo (as vezes também
chamado de “principio de exaustio”) enunciado na secio 1. Aquele ja estd implicito
nos Elementos de Euclides na Defini¢do v.2 e é o ponto de partida da chamada “teoria
das proporgoes” de Eudoxo.

Magnitudes sdo ditas estar na mesma razdo, uma primeira para uma segunda e
uma terceira parauma quarta, quando os mesmos multiplos da primeira e da ter-
ceira ou, a0 mesmo tempo, excedam ou, a0 mesmo tempo, sejam iguais ou, ao
mesmo tempo, sejam inferiores aos mesmos multiplos da segunda e da quarta,
relativamente a qualquer tipo que seja de multiplicacdo, cada um de cada um,

tendo sido tomados correspondentes (Euclides, 20009, P. 205).
Cabe traduzir essa definicdo em termos mais modernos. Para isso devemos reparar

. . ~ ““ , . ” . 13 a . . _
rimeiro em que a expressio “multiplos da” deve ser entendida como “multiplos in
teiros da”.
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Dadas as magnitudes AB, CD,A’B’, C'D’, diremos que a razio de AB para CD
¢ a mesma que a de A'B” para C’D’, o que escreveremos por AB/CD ~ A’B’/
C'D’, se cadavez que mCD <nAB e kCD > IAB oupCD = gAB temos que mC’D’ <
nA’B e kC’'D’ >1A’B" oup(’D’ = gA’B’ respectivamente, ondem,n, k,l,peq

sdo inteiros positivos.

Em termos de proporcionalidade numérica, se chamamos dea =AB/CD,b=A'B’/
CD',r=m/n,s=k/let =p/q,temos que a b se cadavez quer <a <soua =t temos que
tambémr <b <soub =t respectivamente. Observe-se que estamos usando proposital-
mente o simbolo = ao invés da igualdade =, pois a relacdo definida acima ¢ apenas uma
relacdo de equivaléncia. Essa relacio permite, a Eudoxo, lidar tanto com as situacoes
comensuraveis quanto com as incomensuréaveis. Eudoxo d4 um salto epistemolégico
decretando a igualdade de proporcdes através dessa equivaléncia, o que transforma
uma aproximacio em uma igualdade, dando contetido matematico a expressio “apro-
xima-se tanto quanto se quiser”.

O método de exaustdo é o uso dessa relagio de equivaléncia para “provar com
rigor” a igualdade de certas proporcdes. Esse método é usado, por exemplo, na prova
da Proposicéo x11.2 dos Elementos de Euclides ja mencionada na se¢do 1, assim como
também no caso ndo comensuravel do teorema de Tales sobre a proporcionalidade de
segmentos entre retas paralelas. Segundo Grimberg,

oraciocinio é baseado em dois principios: encontrar um algoritmo de aproxima-
¢do, o que implica aideia de uma série infinita [em poténcia] de etapas que pode-
mos cumprir; o segundo principio é o raciocinio indireto para chegar a igualda-
de. Assim, o raciocinio indireto permite que uma série infinita de desigualdades

torne-se uma igualdade (2007, p. 67),

diriamos, quase como resultado de uma inducio completa.

Concretamente, para provar4 = B, onde A4 e B sio grandezas ou magnitudes geo-
métricas como comprimentos, reas etc., supde-seA < BeA > B e aplica-se sucessiva-
mente o principio de Eudoxo a essas desigualdades até chegar a uma dupla contradi-
cdo, o que eliminaria ambas as possibilidades (cf. sobre 0 método de exaustio,
Bongiovanni, 2005).

Devemos ressaltar que o método de exaustido é um procedimento argumentativo
por redugéo ao absurdo e que usa o principio de Eudoxo devido a prépria natureza do
ponto de partida, as desigualdades de magnitudes. A existéncia de magnitudes inco-
mensuraveis, como a irracionalidade da O2, também é demonstrada por reducio ao
absurdo nos Elementos de Euclides. Essa condi¢do impede o uso heuristico do princi-
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pio de Eudoxo, pois, seguindo Gonzalez “esse método obriga a conhecer previamente o
resultado a ser demonstrado, isto €, carece de valor heuristico, nio serve para encon-
trar novas verdades, mas apenas para demonstrar aquelas das quais ja se tem um co-
nhecimento prévio” (1992, p. 28).

O método de exaustio permitia ao pensamento grego eliminar o infinito da mate-
matica e ai, acreditamos, esta a raiz epistemolégica do salto arquimediano, transfor-
mar o aproximado em exato, o que, em termos aristotélicos, significa transformar po-
téncias em atos.

A aplicacdo do PA ou do principio de Eudoxo ao método de exaustio pode ser
ainda interpretada como um recurso de simplicidade nos procedimentos de argumen-

tacdo matematica, o que nos conduz a préxima secéo.

4 O PRINCIPIO DA SIMPLICIDADE
NA CONSTITUICAO DO CONHECIMENTO MATEMATICO

Arazio e aintuicdo permeiam o pensamento matematico. A racionalidade matematica
envolve tanto légica e linguagem, quanto intuicdo, imaginacio e sensibilidade, estas
ultimas intimamente ligadas a experiéncia estética.

Alégica lida com relagdes funcionais, regras, enquanto que a intui¢do trabalha
com relagdes estruturais, padroes. Elas complementam-se no processo da cognicéo.
Em particular, a intui¢do permite “ver” a forma do objeto estudado, e o estudo da “for-
ma” é uma dos assuntos, dentre outros, comuns a arte e 3 matematica, o que permitiria
uma interagio entre ambas as formas de conhecimento.

Do ponto de vistalégico, a matematica tem como objeto o necessario e o univer-
sal, enquanto que do ponto de vista da intuicdo e da sensibilidade, a matematica pode
lidar com a imprecisio e a incerteza e bastaria-lhe, como objeto, o suficiente e o par-
ticular, um particular com caracteristicas especiais, por exemplo, de universalidade.
Um exemplo ilustra esse fato. E suficiente um certo nimero finito de termos de uma
sequéncia para “ver” intuitivamente sua regra de formacdo ou seu limite, cada termo
da sequéncia é um particular, mas a passagem de um termo a outro permite ver a gene-
ralidade escondida. O suficiente, devidamente objetivado, delimitaria o que deveria-
mos entender por “aproximado”.

Objetos matematicos com grande contetdo estético sio as sequéncias (finitas
ou infinitas). Esse contetdo estético manifesta-se, ou revela-se, porque elas, por es-
tarem constituidas de objetos multiplos e em uma ordem determinada, sugerem uma
“narrativa”, sua condigio de “sequencialidade” ou “serialidade”. As sequéncias con-
tam uma histéria, um processo, sugerem uma génese, uma aproximacao.
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Naarte, a serialidade manifesta-se quando o artista cria uma série sobre o “mes-
mo” tema. Narealidade, nunca é o mesmo. Uma das séries mais famosas na historia da
arte é a da Catedral de Rouen de Monet. A criagdo de uma série pode ser interpretada
como a procura do conhecimento de um objeto, conhecimento que s6 poderia ser atin-
gido no limite infindavel da prolongacio dessa série. Toda sequéncia finita, conside-
rada como fragmento inicial de uma possivel sequéncia infinita, € s6 uma aproximacao
a esse conhecimento.

Devemos apressar-nos em dizer que o estético ndo é apenas um olhar sobre a
matematica, acreditamos que existe um contetido estético no interior da prépria mate-
matica (cf. Cifuentes, 2005), estando esse conteudo ligado ao construtivo, processual,
fenoménico, ao que pode ser “apercebido” pelo intelecto através da capacidade de sinte-
se daintuigdo. Devemos destacar, dentre os aspectos estéticos da matematica, a perfei-
cdo, asimetria, o contexto, o contraste, aordem, a simplicidade e a abstracio, e também
aliberdade. Para Cantor, um dos criadores da teoria dos conjuntos, mais especificamen-
te, da teoria conjuntista do infinito matematico, a esséncia da matematica reside na
sua liberdade, uma caracteristica romantica dessa ciéncia, a qual se manifesta na sua
possibilidade de escolha, de interpretacéo, caracteristicas qualitativas do conhecimento
matematico como jd vimos. Dentre os aspectos estéticos da matematica ressaltaremos,
como ingredientes importantes para sua compreensio, o contexto e a simplicidade.

A contextualizagio dos objetos matematicos é um fator importante nos proces-
sos ligados a sua apreensio pelaintuigéo. Contextualizar um objeto é dar um referencial
espaco-temporal, ndo necessariamente em um sentido fisico, de modo que, do ponto
de vista estético, o contexto passa a formar parte, como resultado de uma sintese, do
proéprio objeto (cf. Cifuentes, 2005). Por exemplo, uma forma de contextualizar uma
sequéncia num contexto espaco-temporal é através de uma representacio geométrica
que permite evidenciar ou visualizar suas simetrias e seu padrio ou “moldura”.

A geometria grega oferece essa componente estética em diversos momentos e
ela é explicitada cedo pelos pitagéricos no estudo das propriedades dos nimeros in-
teiros por meios geométricos. Na concepcio pitagérica, o nimero nio tinha um cara-
ter abstrato, ele era a representacio de uma extensio geométrica (comprimento, area
etc.). Os pitagoéricos classificavam os nameros inteiros de acordo com as figuras ou
configuragdes que podiam ser formadas com eles, os chamados “ntmeros poligonais”,
assim temos os numeros triangulares 1, 3,6,10,...,08s NUMeros quadrados1i, 4, 9, 16,...,
0s pentagonais 1,5, 12,... etc.

Através dessarepresentacio espacial (etambém temporal, pois asequencialidade
sugere o tempo) é possivel perceber o “todo maior” da sequéncia, o geral no particular,
que a Gestalt, como teoria da organizacdo perceptiva, explica, tornando possivel conje-
turar sua lei de formacéio e predizer, ou melhor, prever, sua continuagio ou seu limite.
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Assim, por exemplo, a sequéncia1, 4, 9, 16,... € constituida pelos chamados ni-
meros quadrados ou quadrados perfeitos (denominacio que ainda preservamos) dos
primeiros inteiros positivos. E através da representacio geométrica desses nimeros
que € possivel encontrar, intuir, algumas leis que governam a sequéncia. Por exemplo,
no caso dos numeros quadrados, podemos perceber que cada um deles é a soma dos
nimeros impares consecutivos comegcando em 1, isto é,1ou1+3ou1+3+gou1+3+5
+ 7 etc., o que pode ser verificado pela sua configuragio espacial. Ou também que é
soma de dois nimeros triangulares consecutivos: 1,1+ 3,3 + 6, 6 + 10 etc. Também ¢é
possivel “prever” o proximo termo da sequéncia, 25, processo que envolve uma outra
caracteristica estética da matematica como € o recurso a simplicidade, que apela a nos-
sa capacidade de escolha. O “préximo termo da sequéncia”, dentre as multiplas possi-
bilidades, é aquele cuja escolha é a mais simples dentro de um certo conjunto de dados
contidos nos termos anteriores da sequéncia.

O carater estético da simplicidade é explicitado por Diderot no século xvirr. “Tudo
o que é comum é simples, porém nem tudo o que é simples é comum. A simplicidade
é uma das caracteristicas da beleza, ela é essencial ao sublime” (Diderot, 1973, p. 178).
A simplicidade nio deve ser confundida, entdo, com o breve, o facil, o comum. Indo ao
encontro do pensamento de Descartes, para quem sio operagdes do entendimento (ou
darazio) adeducio e aintuigo, e sdo elas as que conduzem averdade, podemos concluir,
interpretando-o, que um dos requisitos para algo ser apreendido pela intuigio é sua
“simplicidade”, sendo isso o que garante clareza e distingdo. Nelson Goodman (cf. 1975)
sugere, através de uma abordagem légica, que as leis cientificas, quando expressas ma-
tematicamente, sio o resultado da aplicagido de um argumento de simplicidade, exem-
plificando esse fato mediante a curva de ajuste de um fendmeno que, construida a par-
tir de uma série discreta de dados, resulta ser a curva mais simples que se ajusta a esses
dados. Assim, tanto do ponto de vista légico quanto do epistemolégico, a simplicidade
estd na base da possibilidade de predicdo. O préprio estabelecimento da “conclusio”
de um raciocinio indutivo (nio dedutivo) ou de um raciocinio por analogia pode ser
considerado um fenomeno de predigéo e, portanto, regido pelas leis da simplicidade.

O método axiomatico, desenvolvido pelos gregos, ¢ um procedimento que visa
sistematizar um corpo de conhecimentos e faz uso explicito, em diversos momentos,
do recurso estético da simplicidade, especialmente na sua estruturacgio, pois funda-
menta o complexo, os teoremas, no simples, os axiomas. E possivel que o préprio pro-
cesso de dedugéo siga, a cada passo, o recurso da escolha da conclusido mais simples,
onde o légico por tras da dedugéo seria 0o encadeamento adequado desses passos.

A simplicidade também é tratada por Popper. Esse autor parte da pergunta “que
resta—se resta algo —depois que eliminamos as ideias estética e pragmatica da simpli-
cidade? Ha um conceito de simplicidade que se revista de importancia para o 1l6gico?”
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(Popper, 1993, p. 149), e acrescenta, “ele [o conceito de simplicidade] deve proporci-
onar a medida do grau em que os acontecimentos apresentam regularidade ou carater
legiforme” (p. 150). Ainda, do ponto de vista epistemoldgico, “todas as questdes epis-
temolégicas que se colocam em conexdo com o conceito de simplicidade podem ser
respondidas, se igualarmos esse conceito ao de grau de falseabilidade” (p.153).

A simplicidade na ciéncia, assim como na matematica, é amplamente discutida
por Lamouche, que a coloca na categoria de principio. Para esse autor, sio caracteristi-
cas da simplicidade na compreensio dos fendmenos naturais, dentre outras, a capaci-
dade de unificagdo e agregacio (cf. Lamouche, 1954, p. 34). Na matematica, sio no¢des
simples em um sentido cartesiano, isto €, nas suas caracteristicas de clareza e distin-
¢io, por exemplo, a quantidade e a unidade (cf. p. 38). Também os conceitos de “eco-
nomia de esfor¢o” e de “economia de pensamento” sdo manifestagdes do principio de
simplicidade (p. 44.).

Para Lamouche, a simplicidade adota também uma forma ativa: o mecanismo de
simplificacdo. Assim, por exemplo, a multiplicagio ¢ uma simplificacio operatoria da
adicdo, como a adicdo o é da numeracio (cf. Lamouche, 1954, P- 44). E sugere que os
processos de definicdo por analogia seguem um mecanismo de simplificacdo conceitual,
novas operagdes aparecem por esse mecanismo. Assim, por exemplo, a operacio de
potenciacio estd para a multiplica¢do assim como a multiplicacio esta para a adicdo
(cf. p. 50) ete.

Baseados na caracteristica de simplicidade da matematica, aventamos a ideia de
que a prépria aplicabilidade da ciéncia matematica deve-se a sua capacidade de captu-
rar o simples. Ao que parece, o préprio universo procura caminhos simples de consti-
tuicdo e desenvolvimento. Quase sio sinénimas, desde Descartes e Galileu, as seguin-
tes afirmacgoes: “o universo comporta-se com simplicidade” e “o universo comporta-se
matematicamente”.

Uma das contribuicées mais interessantes para a delimitacio de uma estética da
matematica, e também de uma analise estética da historia da matematica, foi dada por
Frangois Le Lionnais (cf. 1965), quem, usando categorias culturais da historia da arte
como classicismo e romantismo, esboca uma classificagio dos fatos e dos métodos
matematicos. O classicismo caracteriza-se fundamentalmente pela elegancia e a or-
dem, enquanto que o romantismo pela loucura e o caos. A beleza classica, em um im-
peto de simplicidade, unifica mostrando conexdes inesperadas, enquanto que a beleza
romantica desperta emocdes violentas, fazendo mudar de rumo as vezes nossa intui-
¢do. Sdo resultados de uma beleza classica, por exemplo, os seguintes:
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(1) na geometria plana, o fato de que as trés alturas (ou as trés mediatrizes
ou as trés medianas) de um tridngulo sejam concorrentes;

(2) no calculo diferencial e integral, o chamado teorema fundamental do
cdlculo que mostra que a tangente a uma curva e sua area sio conceitos in-
versos um do outro.

Sao resultados de uma beleza romantica os seguintes:

(1) ateoria do infinito de Cantor, a qual derroga um dos principios funda-
mentais da matematica grega, a saber, de que o todo € maior que a parte;
(2) as propriedades caéticas dos fractais que modificam principios de re-
gularidade e simetria.

O método de demonstragio por inducdo completa é um método de beleza classi-
ca: de um salto pode-se alcancar o infinito (cf. Lionnais, 1965, p. 477), também o é o
método de descoberta por analogia, pois essa modalidade de argumentagio permite
iluminar varios campos simultaneamente através de suas semelhancas e diferencas.
O método de demonstragio por absurdo é um método de beleza romantica, assim tam-
bém o sio os métodos de obtencio de solugdes de equagdes diferenciais que, em pala-
vras de Le Lionnais, permitem “a transformacio de uma crisalida em borboleta”
(Lionnais, 1965, p. 472).

Como vimos na secio 3, o procedimento de exaustio ideado por Eudoxo e aplica-
do posteriormente por Arquimedes ¢é a utilizagio explicita de um recurso de simplici-
dade adotado para evitar conflitos com a intui¢do do infinito. Esse procedimento, como
todo fenomeno que envolve o salto arquimediano, é uma situagio de beleza romantica
pois envolve tanto o infinito, cantoriano ou nio, quanto o método de demonstracdo
pelo absurdo, mas também o ¢ de beleza classica na medida em que permite um certo
ordenamento na nossa intuigio.

Um dos conceitos que se mostrou basilar, entio, para uma discussio estética da
matematica € o do “infinito”, a tal ponto que, para David Hilbert, a andlise matematica
nada mais é que uma sinfonia sobre o tema do infinito, e para Hermann Weyl, a mate-
matica toda € a ciéncia do inﬁnito. Para Kant, mais ainda, o inﬁnito é 0 nexo entre @ ma-
temdtica e a estética, € a ponte entre o conhecimento cientifico e o conhecimento esté-
tico da matematica.

Terminaremos esta secdo analisando o principio de inducdo completa, ou sim-
plesmente principio de indugdo, como consequéncia de um salto arquimediano no

contexto da aritmética.
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O “principio de indugdo” foi formulado explicitamente em 1889 pelo matemati-
co italiano Giuseppe Peano como parte de seu sistema axiomatico para a teoria dos
nameros naturais. A discussdo dele como um principio da matematica remonta pelo
menos a Pascal no século xvi1. O axioma de inducédo de Peano é geralmente expresso da
seguinte maneira:

Se A é um subconjunto do conjunto dos ntimeros naturais N (= {1, 2, 3, ...}) tal que:

(aA)1€4;e
(b) paratodon,n e A=n+1 €4,
entdoA4 = N.

Ele tem também vérios equivalentes dentre os quais podemos mencionar:

(1) Se P(n) é uma propriedade sobre nameros naturais tal que:
(a) PQ1): e

(b) paratodon, P(n) = P(n+1);

entdo, para todon, P(n).

(2) Para todo namero natural n (isto €, para todo elemento de N), existe
um nimerom >1tal quen =1 +1+... +1 (m vezes).

A primeira formulagio d4d embasamento para o raciocinio por recorréncia. A segunda,
aparentemente intuitiva, apresenta uma complexidade escondida que s6 a analise 16-
gica permite revelar. Com efeito, (2) parece implicar que m = n, porém esses dois ni-
meros tém estatutos diferentes, um linguistico e o outro metalinguistico, o que o torna
tdo complexo quanto o principio de inducdo. Ele expressa que todo nimero natural
pode ser atingido por uma soma finita de 1’s, porém, a ideia de “ntimero natural” de-
pende do sistema axiomatico considerado e, portanto, sua intuigdo nio é imediata.
A possibilidade de haver nimeros naturais hiperfinitos em um modelo nio-standard
da aritmética (restringindo evidentemente o principio de indugio a uma linguagem
de 1? ordem) mostra quiio anti-intuitiva resulta essa versio do principio de indugio.
Devemos observar que a prépria definigio de mdaquina de Turing apoia-se em (2) quan-
do decreta que todo niimero natural pode ser determinado por um ntmero finito de
passos sequenciais na fita da maquina. A complexidade aludida do principio de inducio
¢ analisada por varios autores e de varios pontos de vista, em especial devemos citar
Gottlob Frege e Henri Poincaré. Para este, “o carater essencial do raciocinio por re-
corréncia é que ele contém condensados, por assim dizer, em uma tnica férmula, uma
infinidade de silogismos” (Poincaré, 1988, p. 26), isto é, traduzido em simbolos:
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P(v);

P(1) = P(2), logo, P(2);
P(2) = P(3), logo, P(3);
etc.

O salto interpretativo desta formulagfio para a versio (1) do principio de indugéo
é outro exemplo de salto arquimediano. Essa diferenca de sentido entre a versio (1) e
esta reflete e da significado a diferenca entre “para cada” e “para todos”, um problema
nio apenas légico sendo também epistemolégico.

De outro ponto de vista, Frege considera os principios da aritmética como sendo
todos analiticos, o que reflete seu logicismo, enquanto que Poincaré considera o prin-
cipio de indugdo um tipico juizo sintético a priori. Ele diz que “essa regra, inacessivel a
demonstracio analitica e & experiéncia, é exatamente o tipo de juizo sintético a priori”
(Poincaré, 1988, p. 28), 0 que é uma expressio do carater nio intuitivo desse principio
e abre a possibilidade de adota-lo, por um ato de interpretagio, como constituinte da
estrutura da aritmética; de fato, um salto arquimediano.

Javier de Lorenzo analisa o pensamento de Poincaré a respeito do principio de
inducdo, e descreve o raciocinio por recorréncia como consistindo de trés passos fun-
damentais: o passo bésico, o passo indutivo e o que ele chama de “fechamento”, isto é,
a conclusio dos dois primeiros, sendo que este tltimo incorpora a “virtude criadora”
(Lorenzo, 1974, p. 70) do processo.

O que se obtém nio é por mera decomposigdo ou analise dos dois primeiros pas-
sos ou premissas, sendo mediante uma sintese das mesmas, mediante uma cons-

trugdo que caracteriza um processo inteiro e autenticamente criador (Lorenzo,

1974, P- 70)-

Para Lorenzo, entdo, seguindo Poincaré, “arecorréncia mostra-se como um pro-
cesso criador, construtivo e, por conseguinte, sintético” (1974,, p. 68), e acrescenta: “o
mecanismo de recorréncia mostra-se [portanto] como anterior e irredutivel a légica”

(1974 p-77)-
5 O SALTO DO INFINITO POTENCIAL AO INFINITO ATUAL
Um dos exemplos mais reveladores de como a simplicidade ¢ usada como argumento

na histéria da matematica, em especial na constitui¢io do conhecimento geométrico,

envolvendo novamente o conceito de infinito, esta relacionado com o axioma v ou das
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paralelas da geometria euclidiana plana e com sua aceitagio como “verdade” no pen-
samento grego.

Comecemos observando que, para os gregos, a reta geométrica devia ser finita,
porém prolongavel em ambos os sentidos “quanto se quiser”, isto ¢, a reta euclidiana
seria potencialmente infinita. Ha dois tipos de infinito que ja os gregos, desde Aristo-
teles, diferenciaram:

(a) o infinito potencial, ou infinito em poténcia, por exemplo, o infinito
dos nimeros naturais em sua génese indutiva, um apés outro sem fim: 1,
2,3,4,5....;€

(b) o infinito atual, ouinfinito em ato, isto é, o infinito acabado, totalizado,
captado ou apreendido como totalidade, por exemplo, o infinito do con-
junto dos nimeros naturais pensados simultaneamente: {1, 2, 3, 4, 5, 6,...}.

Repare-se que colocar todos os nimeros naturais em um conjunto ¢ dar um con-
texto a seus elementos, é criar uma nova entidade que da identidade a seus elementos.
E como reunir uma colecio de pessoas em uma nacfio, sendo esta a atribuiciio de uma
identidade a todos seus membros. Os conjuntos sdo formas de atribuir contexto a co-
lecdes de objetos mudando assim seu estatuto ontoldgico.

A geometria a la Euclides tinha um forte carater construtivo, onde a palavra cha-
ve era tragar. Vejamos: primeiro, repare-se que a nocio grega de reta €, na realidade,
“segmento de reta” ou “reta finita”, como sugerem as seguintes definic¢oes:

Uma linha [reta] ¢ um comprimento sem largura e as extremidades de uma linha

[reta] sdo pontos (Euclides, 2009, p. 97).

Os axiomas euclidianos que confirmam essa afirmacao, além da mencao das “ex-
tremidades” de uma reta, como acima, sio os seguintes:

Pode-se tracar uma reta de um ponto qualquer a outro qualquer e pode-se pro-

longar uma retalimitada em ambos os sentidos quanto se quiser (Euclides, 2009,

p-98).

Veja-se que a reta grega € infinita em poténcia, porém, nio o é em ato, pois se
uma reta for pensada como realizada em sua totalidade, como poderia ser prolongada?
O aspecto construtivo da geometria euclidiana reflete-se nos instrumentos gregos de
construcdo que sdo a régua e o compasso, 0s quais sdo concretizacoes fisicas da reta
finita e da circunferéncia. As construgdes geométricas eram realizadas com segmen-
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tos de reta e circunferéncias com as restrigdes dadas pelos postulados. Dentro desse
espirito de finitude surge um conflito: o axioma das paralelas requer a reta infinita
realizada em sua totalidade. Para Euclides é evidente que a reta podia ser arbitraria-
mente grande, porém nio é evidente que ela seja infinita em ato. A aceitacio da reta
infinita no sentido atual, isto €, como totalidade, é um recurso de simplicidade e, por-
tanto, de carater estético.

No pensamento axiomatico euclidiano, a reta infinita em ato nio é sequer “ima-
ginada” por ser, a sua concepgéo, probleméatica do ponto de vista construtivo pois pos-
sivelmente sua construcdo envolveria um niimero infinito de passos. Essa problemati-
zacdo manifesta-se no questionamento sobre a aceita¢do do famoso quinto postulado,
o das paralelas, pois ele supde, a principio, a construcio de uma sequéncia de prolon-
gamentos de reta que eventualmente poderia ser infinita. Vejamos:

se uma reta, caindo sobre outras duas, forma dngulos internos, de um mesmo
lado, menores do que dois angulos retos, entdo, essas duas retas, prolongadas ili-
mitadamente, encontram-se do lado mencionado (Euclides, 2009, p. 98, grifo

N0Ss0).

Repare-se que o postulado mencionado afirma a existéncia do limite do proces-
so de prolongamento o qual s6 existiria se o infinito de um tal processo for um infinito
atual e ndo apenas potencial. O axioma das paralelas é qualificado, entdo, como nio-
evidente por ser sua verdade de dificil visualizagio.

Os gregos dominaram o infinito potencial, porém aceitaram com receio o infi-
nito atual. Por exemplo, a demonstracio, incluida nos Elementos de Euclides, da infi-
nidade dos niimeros primos, que foi feita por reducido ao absurdo, é, narealidade, uma
prova dainfinidade potencial deles, pois para qualquer colecio finita de primos cons-
tréi-se um primo maior que todos eles.

Modernamente, a prova de que ha infinitos nimeros racionais entre dois dados
é tambémuma prova dainfinidade potencial deles, pois baseia-se narepeticio indutiva
da existéncia de um de cada vez. Com efeito, se a e b sio nimeros racionais e a < b,
tomando ¢ = (& + b)/2 temos que a <c¢ < b. Esse processo repetido sucessivamente em
intervalos cada vez menores, por exemplo [a , ¢] ou [¢, b], nos da um conjunto de na-
meros racionais entre a e b infinito em poténcia. A densidade da reta racional s6 re-
quer, entdo, o infinito potencial.

Em contraste, a demonstracdo, a la Cantor, da existéncia de nimeros irracio-
nais entre dois racionais dados, usa argumentos de cardinalidade mostrando, de fato,
que existe em ato um conjunto infinito de irracionais nesse intervalo. A continuidade
da reta real, em contraste com sua densidade, envolve o infinito atual. Ainda, no caso
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das sequéncias, a aceitagdo ontolégica de uma sequéncia infinita como coisa termi-
nada é também um recurso de simplicidade como o € a aceitacdo do infinito atual.
O estatuto ontolégico dos numeros irracionais baseia-se nisso, por exemplo, o nime-
ro irracional V2 s6 existe na medida em que sua expressio decimal for admitida com-
pleta e terminada na sua infinitude. Na analise matematica classica, o resultado de um
processo de passagem ao limite é aceito como entidade, apelando a um argumento de
simplicidade, desde que seja aceito o infinito atual.

A discussido sobre a dialética real/hiperreal (nio com esse nome) é muito antiga
e tem seus inicios nos paradoxos de Zenio, e ainda nio esclareceu seus principais pro-
blemas. Alégica matematica moderna talvez fornega argumentos para mostrar que al-
guns deles jamais serdo resolvidos adequadamente.

Um reflexo dessa situagdo de impossibilidade é dado no contexto da teoria
axiomatica de Zermelo-Fraenkel (ZFC, ZF com o axioma da escolha), considerada o fun-
damento da matematica moderna, na chamada hipdtese do continuo. Essa hipétese ou
conjetura afirma que os diversos subconjuntos infinitos de niimeros reais s6 podem
ter cardinalidade enumeravel ou a do continuo, isto €, a do préprio conjunto dos ni-
meros reais. Foi provado que essa hipétese é independente dos demais axiomas de
ZFC e, portanto, o fato de existirem ou nio subconjuntos com cardinalidades inter-
medidrias € indecidivel. Isso pode ser entendido como a impossibilidade de conhecer
averdadeira estrutura da reta euclidiana, significando isso que ha na matematica uma
real impossibilidade epistemoldgica. Por sinal, uma propriedade ¢ dita indecidivel a
partir de uma teoria se nem ela nem sua negacao sio dedutiveis dos axiomas dessa te-
oria. Um outro resultado de indecidibilidade na teoria dos conjuntos infinitos (em ato),
especialmente dos conjuntos nio-enumeraveis, onde as intui¢des sdo menos aprimo-
radas, permite-nos encontrar outras situagdes de salto arquimediano: é o caso da exis-
téncia dos chamados ‘cardinais grandes’. Discutiremos, em especial, o caso dos cardi-
nais inacessiveis.

Um cardinal A é dito inacessivel se A > X _ (o cardinal dos conjuntos enumeraveis)
e satisfaz as seguintes condicdes: a) para todo cardinal n < A, 2" < A; e b) para toda
familia de cardinais {n,}._, com |I|< X e cadan. <A, temos que U,.m; <A

A existéncia ou ndo de cardinais inacessiveis nido pode ser demonstrada dentro
da teoria ZFC pois contradiria a impossibilidade, segundo Gédel, de provar a consis-
téncia de uma teoria dentro da prépria teoria, ja que esses cardinais sdo “muito gran-
des” e, de certa forma, espelham todo o universo dos conjuntos em um conjunto s6.

Assumir, entdo, por ato de natureza platonista, a existéncia desse tipo de cardi-
nais é um salto arquimediano na teoria ZFC, pois cria um principio que, estendendo o

universo dos conjuntos, o estrutura de uma outra maneira.
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E facil ver que N, também satisfaz as condigdes (a) e (b) anteriores, porém ele
nio espelha o universo dos conjuntos dentro de si. No entanto, a existéncia de con-
juntos enumeraveis também tem de ser postulada, na teoria ZFC, através de um axio-
ma, o axioma do infinito, que garante a existéncia de conjuntos chamados “indutivos”.
Os “menores” conjuntos indutivos possiveis sdo, de fato, enumeraveis.

6 CARACTERISTICAS EPISTEMOLOGICAS E COGNITIVAS DO SALTO ARQUIMEDIANO

Os exemplos apresentados nas se¢des anteriores mostram que o pensamento mate-
mético estd permeado por nocdes e argumentacdes de cunho epistemolégico e estéti-
co, de carater qualitativo.

Segundo Gilles Gaston Granger (cf. 1989, p. 30), ha necessidade do conheci-
mento filoséfico na ciéncia, e este s6 pode ser qualitativo. E podemos acrescentar que,
enquanto o conhecimento cientifico lida com significagées, exigindo de suas verda-
des, a universalidade, a objetividade, a racionalidade, ahistoricidade e neutralidade,
isto é, sem compromisso com valores, o conhecimento filoséfico, especialmente o co-
nhecimento estético, lida também com os sentidos, cujas caracteristicas, atreladas
principalmente a discursos e interpretacdes, estio mais do lado da razdo poética do
que da razdo cientifica. As metaforas, de uso mais frequente nas chamadas ciéncias
humanas e sociais, do que nas ciéncias exatas ou naturais, também parecem ter essa
natureza poética.

O salto arquimediano, assunto deste ensaio, é um exemplo importante de argu-
mentacdo no campo do conhecimento qualitativo na matematica e, enquanto ato de
interpretacdo, confere sentido aos resultados de sua aplicagio.

O sentido carrega consigo um procedimento para a construcio do objeto em con-
sideracgdo, ou um contexto para que esse objeto possa ser compreendido ou assimilado
pelaintuicdo. Para dar um exemplo trivial, as fragdes 3/12 e 4/16 tém sentidos diferen-
tes porque expressam processos diferentes, porém um mesmo significado: 0 numero
1/4 ou 0,25 (independentemente da representa(;ﬁo), assim como “a estrela da manha”
e “a estrela da tarde” tém sentidos diferentes significando ambas o planeta Vénus.

Sintetizando as ideias discutidas nas sec¢des anteriores através dos exemplos, o
salto arquimediano apresenta-se como um processo e, como tal, podemos entendé-
lo, em uma primeira aproximacio, como a passagem do intuitivo ao légico, do episte-
molégico ao ontolégico. Mais ainda, o salto arquimediano ¢ um processo criador que
produz juizos sintéticos a priori para a matematica, juizos que, do ponto de vista da16-
gica matematica moderna, permitiriam decidir em um sentido ou em outro, sobre a
estrutura de um certo universo, situagdes virtualmente indecidiveis.
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Do ponto de vista cognitivo, j4 que a intuicdo estd sempre em jogo, podemos di-
zer que o salto arquimediano ¢ uma espécie de fechamento gestdltico de um processo
que poderia ser complexo, ¢ um impeto da mente humana para contornar, limitar e
ordenar certos procedimentos. Para Platdo, o limitado é perfeito, enquanto que o ili-
mitado é imperfeito por ser incompleto. A possibilidade (ou a necessidade) do salto
arquimediano talvez surja devido a que nossa intuicdo tem limites, e a mente humana
precisa de um fechamento para driblar esses limites.@®
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ABSTRACT

In this paper we introduce the concept of “archimedianleap” as a non deductive argumentation process
in mathematics which produces an epistemological rupture in the direction of giving objectivity to cer-
tain mathematical facts. We also discuss the qualitative character of archimedian leap emphasizing its
hermeneutical function in mathematical thought and its relation with an aesthetical knowledge in math-
ematics. Some examples of epistemological ruptures produced by an archimedian leap, among others,
are the following: (1) the archimedian property of the real line, which structures the Euclidean line through
the real number system; (2) the complete induction principle of the theory of natural numbers, which
models our intuition about recursive processes; (3) the passage of potential infinite to actual infinite,
which permits giving an objective content to the theory of infinite sets and cardinalities.

Keyworps « Archimedianleap. Archimedian property. Epistemological rupture. Mathematical myths.
Mathematical aesthetics.
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