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Este trabalho mostra o efeito da vibra�c~ao t�ermica na densidade eletrônica de cristais bidimensionais,
usando o programa Mathematica. �E apresentado ummodelo de cristal simples para ajudar no ensino
de conceitos b�asicos relacionados �a cristalogra�a.

This work shows the e�ect of thermal vibration on the electron density for two dimensional crystals,
using the program Mathematica. It is presented a simple crystal model to help on teaching the
basic concepts related to crystallography.

I Introdu�c~ao

O presente trabalho �e parte do esfor�co cont��nuo, que
o grupo de biocristalogra�a do Departamento de F��sica
da Unesp - S~ao Jos�e do Rio Preto, vem realizando com o
objetivo de contribuir para melhoria do ensino de cris-
talogra�a, principalmente no que se refere ao uso da
t�ecnica de difra�c~ao de raios X para a resolu�c~ao de es-
truturas moleculares.[1]

Diversos programas espec���cos para cristalogra�a
representam a densidade eletrônica de cristais de ma-
cromol�eculas biol�ogicas [2], contudo o uso desses pro-
gramas avan�cados n~ao tem como objetivo o ensino, le-
vando o estudante de cristalogra�a muitas vezes a usar
recursos sem ter no�c~ao da base f��sica do modelo que
est�a observando.

A visualiza�c~ao do efeito da vibra�c~ao t�ermica na den-
sidade eletrônica de um cristal bidimensional, em muito
ajuda na �xa�c~ao deste conceito, e deixa claro a sua im-
portância na resolu�c~ao de estruturas moleculares.

O objetivo deste trabalho �e utilizar o programa
Mathematica para a simula�c~ao do efeito da vibra�c~ao
t�ermica, em cristais bidimensionais, para facilitar o en-
tendimento deste conceito no ensino de cristalogra�a.

II Introdu�c~ao �a Cristalogra�a

�E comum encontrarmos no dia-a-dia materiais na forma
cristalina, e de uma maneira geral, os cristais sem-
pre exerceram fasc��nio sobre as pessoas, principalmente
pela sua beleza. O estudo das superf��cies desses materi-
ais �e por si s�o interessante, mas o estudo cristalogr�a�co
vai al�em, procurando desvendar a estrutura cristalina,
ou seja, como as mol�eculas est~ao arranjadas no cristal.

Com o objetivo de conhecer a estrutura cristalina,
a cristalogra�a usa a t�ecnica de difra�c~ao de raios X
que consiste, basicamente, em incidir-se raios X, sobre
o cristal e colher informa�c~oes sobre os raios difratados
em um �lme fotogr�a�co ou placa de imagem. No expe-
rimento a estrutura molecular e o arranjo das mol�eculas
determinam a intensidade dos raios difratados [3].

III Fator de Espalhamento

Atômico

O fator de espalhamento atômico (f) de um �atomo de-
pende de seu n�umero de el�etrons na nuvem eletrônica
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(densidade eletrônica). Na \International Table for X-
Ray Crystallography" pode ser encontrado como este
se comporta em fun�c~ao de sen�

� . Neste trabalho esta-
mos interessados em saber qual �e o efeito da vibra�c~ao
t�ermica sobre o fator de espalhamento atômico. Tal
fator �e freq�uentemente modi�cado pela introdu�c~ao do
fator de vibra�c~ao t�ermica, que afeta diretamente as in-
tensidades das re
ex~oes no experimento de difra�c~ao de
raios X, causando perdas no poder de espalhamento de
cada �atomo. A intensidade da vibra�c~ao depende ba-
sicamente da temperatura, da massa do �atomo e das
for�cas ou liga�c~oes que o mant�em em uma dada posi�c~ao.

Considerando que a vibra�c~ao atômica �e isotr�opica,
isto �e, as componentes da vibra�c~ao s~ao iguais em to-
das as dire�c~oes, podemos dizer, ent~ao, que o fator de
espalhamento atômico sofrer�a uma redu�c~ao em fun�c~ao
da vibra�c~ao t�ermica, sendo portanto modi�cado pela
equa�c~ao e�B(sin2�)=�2 . Podemos escrever o fator de es-
palhamento atômico como sendo

f = f0e
�B(sin2�hk)=�

2

; (1)

onde �hk �e ângulo de espalhamento, f0 �e o poder de
espalhamento de um dado �atomo a uma dada re
ex~ao,
� �e o comprimento de onda e B �e o fator de vibra�c~ao
t�ermica que est�a diretamente relacionado com a ampli-
tude quadr�atica m�edia ( �u2) da vibra�c~ao atômica, sendo
dado por [4]

Bj = 8�2 �u2j : (2)

IV Fator de Estrutura

O fator de estrutura F (hkl) de um cristal pode ser es-
crito em termos de uma somat�oria sobre todas as con-
tribui�c~oes individuais do espalhamento de cada �atomo
presente na cela unit�aria, dependendo do posiciona-
mento dos mesmos na cela unit�aria, ou seja,

F (hkl) =

nX

j=1

fj exp(2�ihxj + 2�ikyj + 2�ilzj); (3)

onde fj �e o fator de espalhamento atômico descrito na
equa�c~ao (1); xj , yj e zj s~ao as coordenadas fracion�arias
do �atomo (j) na cela unit�aria e hkl s~ao os ��ndices de
re
ex~ao.

O c�alculo do fator de estrutura, da forma apresen-
tada acima, considera que os �atomos sofrem vibra�c~oes
constantes em torno de uma posi�c~ao de equil��brio.

Para o caso de um modelo centro-sim�etrico bidimen-
sional a parte imagin�aria da equa�c~ao (3) �e cancelada.
Ent~ao o fator de estrutura ser�a uma combina�c~ao de ter-
mos reais dependentes de coseno dada por

F (hk) = 2

nX

j=1

fj cos[2�(hxj + kyj)]; (4)

onde os fatores de espalhamento atômicos possuem de-
pendência direta das re
ex~oes h e k [5].

V Densidade Eletrônica

A densidade eletrônica indica a presen�ca de �atomos
em determinadas posi�c~oes da cela unit�aria, represen-
tando a estrutura do cristal. Sendo conhecido o fator
de estrutura para todas as re
ex~oes, ent~ao a densidade
eletrônica pode ser determinada em qualquer ponto xyz
da cela unit�aria [6].

A densidade eletrônica de um cristal �e dada por

�(xyz) =
1

V

X

h

X

k

X

l

~F (hkl) exp[�2�i(hx+ky+ lz)];

(5)
onde V �e o volume da cela unit�aria.

Para cristais bidimensionais centro-sim�etricos, pelo
motivos expostos no c�alculo do fator de estrutura, a
expans~ao de Fourier da densidade eletrônica ser�a dada
por

�(xy) =
2

A

X

h

X

k

F (hk) cos[2�(hx+ ky)]; (6)

onde h e k s~ao inteiros sobre os quais a s�erie �e somada
e A �e a �area da cela unit�aria.

VI M�etodo

O programa Mathematica foi usado para simular o
efeito da vibra�c~ao t�ermica na densidade eletrônica do
cristal, de maneira que pud�essemos visualizar as mu-
dan�cas ocorridas nos picos de densidade eletrônica e
nas curvas de n��veis referentes a cada valor atribu��do
ao fator de vibra�c~ao t�ermica.

VII Modelo

O modelo usado neste trabalho �e um cristal hipot�etico
bidimensional (na dire�c~ao xy) da cadeia lateral do
amino�acido fenilalanina (Fig.1). O comprimento da
cela unit�aria (L) �e de 17 �A em ambas as dire�c~oes, com
�atomos posicionados conforme a tabela 1.

Tabela 1. Posi�c~oes dos �atomos do modelo na cela
unit�aria com suas devidas coordenadas fracion�arias.

�Atomos X(�A) Y(�A) X/L Y/L
C1 3,0419 2,855 0,178935 0,167941
C2 1,8338 3,5525 0,107871 0,208971
C3 1,8338 4,9475 0,107871 0,291029
C4 3,0419 5,645 0,178935 0,332059
C5 4,25 4,9475 0,25 0,291029
C6 4,25 3,5525 0,25 0,208971
C7 3,0419 7,145 0,178935 0,420294
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Figura 1. Cristal hipot�etico bidimensional da cadeia lateral
do amino�acido fenilalanina.

VIII Resultados e Discuss~ao

Utilizando-se o comprimento de onda referente �a ra-
dia�c~ao do CuK� (� = 1.5418 �A)[7] e admitindo que

a cela unit�aria �e sim�etrica, de acordo com a natureza

peri�odica da estrutura, foram gerados mapas de den-

sidades eletrônicas com valores diferentes do fator de
vibra�c~ao t�ermica (Bj), conforme Figs. 2, 3, 4. Os re-

sultados mostram, de maneira clara, o efeito degradante

da vibra�c~ao t�ermica na intensidade de cada um dos pi-

cos do mapa de densidade eletrônica, que passaram de

bem de�nidos para B = 0 a quase inde�nido em B

= 4 �A2. Este resultado era esperado pois a vibra�c~ao

t�ermica provoca uma perda na intensidade dos raios X

espalhados e esta �e diretamente proporcional ao m�odulo

do fator de espalhamento atômico ao quadrado I�jF j2:

Figura 2. Mapa de Densidade Eletrônica (B=0).

Figura 3. Mapa de Densidade Eletrônica (B=2 �A2).

Figura 4. Mapa de Densidade Eletrônica (B=4 �A2).

Atrav�es da an�alise dos picos no mapa de densidade
eletrônica pode ser observada a geometria da mol�ecula.
Os picos de maior intensidade s~ao provenientes do po-
sicionamento de um �atomo, os de menor s~ao devidos a
ru��dos que aparecem em fun�c~ao da limita�c~ao do n�umero
de termos na s�erie de Fourier. Portanto, quando obser-
vamos a Fig. 2, temos uma vis~ao clara da disposi�c~ao
geom�etrica de cada um dos �atomos que comp~oem a cela
unit�aria; o mesmo n~ao ocorre na Fig. 4.

Para o mapa de densidade eletrônica com B-fator
zero foram geradas duas �guras de curvas de n��veis
(Fig.5 e Fig.6), com o objetivo facilitar a visualiza�c~ao
das disposi�c~oes geom�etricas dos �atomos. Na Fig. 5 as
posi�c~oes atômicas s~ao os pontos que s~ao circundados
por um maior n�umero de curvas de n��veis, as demais
curvas encontradas na �gura s~ao relativas a ru��dos. A
Fig. 6 mostra a sobreposi�c~ao do modelo no gr�a�co de
contorno, tornando a visualiza�c~ao mais f�acil.
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Figura 5. Gr�a�co de Contorno do Modelo (B=0).

Figura 6. Sobreposi�c~ao do modelo no gr�a�co de contorno
do Modelo (B=2 �A2).

IX Conclus~oes

As representa�c~oes gr�a�cas das simula�c~oes das densi-
dades eletrônicas permitiram uma f�acil identi�ca�c~ao
do efeito da vibra�c~ao t�ermica, o que enfatiza a im-
portância desta no estudo estrutural de macromol�eculas
biol�ogicas. O objetivo principal da cristalogra�a por
difra�c~ao de raios X �e determinar as posi�c~oes atômicas
na cela unit�aria, processo este feito a partir da inter-
preta�c~ao dos mapas de densidade eletrônica. A par-
tir desta simula�c~ao �ca claro o efeito dos fatores de
vibra�c~ao t�ermica na an�alise de mapas de densidade

eletrônica. Regi~oes do mapa de densidade eletrônica
que apresentam alto fator de vibra�c~ao t�ermica di�-
cultam em muito a interpreta�c~ao dos mesmos [8-10].
O modelo, aqui apresentado, permite que novas si-
mula�c~oes sejam feitas variando-se as posi�c~oes atômicas
e os fatores de vibra�c~ao t�ermica. Os arquivos utilizados
nas simula�c~oes aqui apresentadas est~ao dispon��veis no
endere�co: http://www.biocristalogra�a.df.ibilce.unesp.br/
xtal/simul/vbef2.html
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