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Os fenômenos de descarga interna e tens~ao de retorno em capacitores s~ao calculados no caso onde a
resposta do diel�etrico �e da forma exponencial no tempo. Com esta hip�otese a matem�atica envolvida
�e simples e as caracter��sticas gerais dos fenômenos de hereditariedade podem ser seguidas.

The phenomena of internal discharge and return voltages of capacitors are studied for the case
where the dielectric response in time domain is of exponential type. The mathematics involved
becomes suÆciently simple and the general feature of the heredity phenomena may be followed.

I Introdu�c~ao

No estudo de capacitores n~ao se mencionam alguns
fenômenos que ocorrem normalmente em diel�etricos
s�olidos e l��quidos. Considere o circuito da Fig. 1. Car-
regamos o capacitor C colocando a chave S na posi�c~ao
1 durante um tempo su�cientemente longo � e a se-
guir colocando a chave S na posi�c~ao 0, observa-se ex-
perimentalmente no eletrômetro E que a diferen�ca de
potencial nas placas do capacitor diminui muito lenta-
mente. Este fenômeno chama-se descarga interna. Um
segundo experimento consiste em se colocar a chave S
na posi�c~ao 1 durante um intervalo su�cientemente longo
� e a seguir a chave S �e colocada na posi�c~ao 2, isto �e,
curto-circuitando o capacitor durante um intervalo de
tempo � de alguns segundos, passando ent~ao a chave S
para a 0. A observa�c~ao do eletrômetro E mostra que
a diferen�ca de potencial inicialmente nula aumenta at�e
atingir um valor m�aximo, que �e uma fra�c~ao da tens~ao
de polariza�c~ao, para a seguir tender a zero muito lenta-
mente. Este fenômeno �e conhecido como tens~ao de re-
torno pode ser danoso para pessoas desavisadas que tra-
balham em instala�c~oes de alta tens~ao como por exemplo
bancos de capacitores. Nas Figs. 2 e 3 mostra-se esque-
maticamente os fenômenos acima descritos. Estes fatos
j�a eram conhecidos desde o s�eculo XIX, quando Hopkin-
son (1877)[1] os estudou por sugest~ao de J.C. Maxwell.
Na literatura t�ecnica estes e outros fenômenos simila-
res receberam nomes diversos como after-e�ect [2], pro-
posto por L. Boltzmann na teoria el�astica, ou efeitos de
hereditariedade [3] proposto por V. Volterra. Do ponto
de vista da eletricidade estes fenômenos s~ao importan-
tes pois est~ao relacionados com perdas diel�etricas [4] e

mostram que o capacitor tem um comportamento razo-
avelmente mais complexo que aquele descrito nos livros
de texto.
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Figura 1. Circuito el�etrico usado para as medidas da des-
carga interna e da tens~ao de retorno do capacitor C.
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Figura 2. Descarga interna de um capacitor de mica de 1nF
tempo de polariza�c~ao �=19h, U0=9,53V.
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Figura 3. Tens~ao de retorno de um capacitor de mica com
C=0,68 tempo de polariza�c~ap �=30min, tempo de curto-
circuito �=5s e U0=102V.

Em 1937 B. Gross [5], a partir de considera�c~oes de
teoria de circuitos, desenvolveu um formalismo que per-
mite calcular a corrente I(t) que atravessa o diel�etrico
de um capacitor de placas planas e paralelas, depois
de solicitado por uma tens~ao continuamente vari�avel a
partir do instante t = 0, a qual �e dada pela equa�c~ao

I(t) =
U(t)

R
+ C0

dU(t)

dt
+ I0(t) +

Z t

0

dU(�)

d�
'(t� �)d�;

(1)
em que R �e a resistência el�etrica do diel�etrico, C0 a
capacitância geom�etrica, '(t) uma fun�c~ao que carac-
teriza o diel�etrico chamada fun�c~ao relaxa�c~ao diel�etrica
com as condi�c~oes de ser nula no in�nito e para valo-

res negativos do tempo, I0(t) =
R 0
�1

dU(�)
d� '(t � �)d�

�e a corrente gerada por todas as varia�c~oes de tens~ao
anteriores ao instante inicial, que traduz o fenômeno
de hereditariedade e por esta raz~ao chamada corrente
heredit�aria. Os dois problemas anteriormente menci-
onados, da descarga interna e da tens~ao de retorno
podem se resolvidos pela Eq. (1), bastando para tal
fazer a corrente externa I(t) = 0. Desta forma obt�em-
se uma equa�c~ao integro-diferencial para a fun�c~ao U(t).
Uma solu�c~ao para esta equa�c~ao integro-diferencial foi
obtida por B. Gross [5] quando a fun�c~ao relaxa�c~ao
diel�etrica �e da forma '(t) = '0 exp(��t), onde '0 e �
s~ao constantes que caracterizam o diel�etrico. Embora
os diel�etricos reais n~ao sejam regidos por uma fun�c~ao
relaxa�c~ao diel�etrica deste tipo [6] os resultados quali-
tativos s~ao bons e a matem�atica envolvida �e razoavel-
mente simples.

Nosso objetivo �e m�ultiplo: em primeiro lugar mos-
trar como a teoria de diel�etricos pode ser tratada do
ponto de vista fenomenol�ogico de maneira mais precisa
que aquela encontrada normalmente nos livros de texto;
segundo mostrar como resolver uma equa�c~ao integro-
diferencial usando como fun�c~ao relaxa�c~ao diel�etrica

uma fun�c~ao exponencial no tempo (Debye) e comparar
os resultados obtidos com aqueles experimentais; ter-
ceiro, lembrar um pouco da hist�oria da f��sica no Brasil
enfatizando que este formalismo foi desenvolvido inici-
almente pelo prof. B. Gross; quarto lembrar que este
�e um problema cl�assico ainda n~ao resolvido completa-
mente e que apresenta grande interesse t�ecnico na �area
de envelhecimento de materiais diel�etricos em cabos e
transformadores. Em suma procurou-se popularizar os
efeitos de um diel�etrico real, sejam eles s�olidos, amorfos
ou cristalinos ou l��quidos.

II Desenvolvimento te�orico

A partir do vetor densidade de corrente el�etrica total
(densidade de corrente ôhmica mais densidade de cor-
rente de deslocamento), vamos deduzir a Eq. (1) a
partir de considera�c~oes te�oricas fenomenol�ogicas. Usa-
se aqui a mesma conceitua�c~ao utilizada for R.
E. Tilley [7] que consiste em supor que a polariza�c~ao
total do diel�etrico num ponto seja composta de duas
partes: ~Pi(t) = �0�i ~E(t); a qual responde ao campo

el�etrico ~E(t) de maneira quase instantânea; ~Ps(t) =

�o
R
1

0 �s(�) ~E(t� �)d�; polariza�c~ao lenta, que obedece
aos princ��pios de causalidade e superposi�c~ao e depende
de todos os campos el�etricos previamente existentes ao
instante t (vide apêndice). Sendo ~P (t) = ~Pi(t) + ~Ps(t)
e de�nindo a suscetibilidade generalizada no ponto em
quest~ao pela equa�c~ao �(t) = �iÆ(t) + �s(t), pode-se
escrever o vetor polariza�c~ao total pela equa�c~ao

~P (t) = �0

Z t

�1

�(t� �) ~E(�)d�: (2)

A explica�c~ao para o desdobramento da polariza�c~ao
el�etrica em duas parcelas est�a relacionada aos diversos
mecanismos propostos para o fenômeno de polariza�c~ao
em um diel�etrico, dos quais os mais importantes s~ao:
polariza�c~ao eletrônica, polariza�c~ao iônica; polariza�c~ao
dipolar; polariza�c~ao interfacial nos eletrodos e nas vi-
zinhan�cas de inomogeneidades; inje�c~ao de cargas indu-
zindo efeitos de carga espacial; tunelamento de porta-
dores de carga para armadilhas e salto de portadores
de carga de um estado localizado para outro. Alguns
destes processos s~ao extremamente r�apidos como ocorre
na polariza�c~ao eletrônica e na polariza�c~ao iônica, tra-
duzidos atrav�es de �i, outros s~ao mais lentos e s~ao os
respons�aveis pelo efeitos de hereditariedade, traduzidos
aqui por �s(t):

Supondo que o diel�etrico tem condutividade el�etrica
� e obedece a lei de Ohm pode-se calcular o vetor densi-
dade de corrente el�etrica total que �e dado pela equa�c~ao

c

~J(t) = � ~E(t) + �0(1 + �i)
d ~E(t)

dt
+ �0

Z t

�1

�s(t� �)
d ~E(�)

d�
d�: (3)
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A Eq. (3) pode ser particularizada para o caso de um capacitor com diel�etrico homogêneo, de placas planas e
paralelas de �area A e espessura ` com a condi�c~ao A >> `2 obtendo-se

I(t) =
U(t)

R
+ �1C0

dU(t)

dt
+ C0

Z t

0

�s(t� �)
dU(�)

d�
d� + I0(t); (4)

d

em que �0 �e a permissividade do v�acuo, �1 = 1 + �i �e
a permissividade relativa a alta freq�uência, C0 = �0A

`

a capacitância geom�etrica e I0(t) = C0

R 0
�1

�s(t �

�)dU(�)d� d� a corrente heredit�aria gerada por todas as
varia�c~oes de tens~ao anteriores ao instante inicial. A
Eq. (4) �e formalmente semelhante �a Eq. (1) proposta
por B. Gross.

No caso particular de circuito externo aberto, I(t) =

0, e chamando  (t) = dU(t)
dt , a Eq. (4) se transforma

numa equa�c~ao integral de Volterra de 2a. esp�ecie [8] e
pode ser escrita como

 (t) +

Z t

0

�
�+

'(t� �)

C1

�
 (�)d� = f(t); (5)

em que C1 = �1C0, � = 1
RC1

, '(t) =
C0�s(t), chamada fun�c~ao relaxa�c~ao diel�etrica e f(t) =

�
h
I0(t)
C1

+ �(U)(0)
i
.

Para resolver a Eq. (5) vamos inicialmente resol-
ver a equa�c~ao de Volterra fazendo no segundo membro
a substitui�c~ao de f(t) pela fun�c~ao delta de Dirac Æ(t).
Com esta transforma�c~ao obt�em-se

G(t) +

Z t

0

�
�+

'(t� �)

C1

�
G(�)d� = Æ(t): (6)

�E f�acil mostrar que a solu�c~ao da Eq. (5) �ca deter-
minada pela equa�c~ao

 (t) =

Z t

0

G(t� �)f(�)d� : (7)

Conseq�uentemente a solu�c~ao da Eq. (4) �ca na
forma

U(t)� U(0) =

Z t

0

d�

Z �

0

G(t� �)f(�)d�: (8)

Usando como fun�c~ao de relaxa�c~ao diel�etrica a
mesma express~ao exponencial usada por B. Gross[5] e
utilizando o m�etodo das transformadas de Laplace em
ambos os membros da Eq. (6) obt�em-se

G(t) = Æ(t) + �
�+ �

�� �
exp(�t) � �

� + �

�� �
exp(�t); (9)

em que

� = �
1

2
(�+ �+ �) +

1

2

p
(�+ �+ �)2 � 4��;

� = �
1

2
(�+ �+ �)�

1

2

p
(� + �+ �)2 � 4��;

e

� =
'0
C1

:

Sendo � e U0, respectivamente o tempo e a tens~ao de
polariza�c~ao, a Eq. (8) pode ser resolvida com auxilio
da identidade

c

Z x

0

dt

Z t

0

'(t� �)
d (�)

d�
d� = � (0)

Z x

0

'(t)dt+

Z x

0

'(x � t) (t)dt;

obtendo-se para a tens~ao de descarga interna a equa�c~ao

U(t) =
U0�

�� �

�
exp(�t)

�
exp (���) +

�(� + �)

��

�
� exp(�t)

�
exp (���) +

�(� + �)

��

��
; (10)

d

em que �zemos f(t) = �U0[� + � exp(��(t + �))] e
U(0) = U0.

De maneira an�aloga, obt�em-se para a tens~ao de re-

torno com tens~ao de polariza�c~ao U0, tempo de pola-
riza�c~ao � e tempo de curto-circuito � a seguinte equa�c~ao
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U(t) =
U0� exp(���)

�� �
[1�exp(���)][exp(�t)�exp(�t)];

(11)
em que �zemos f(t) = U0�[exp(��(t+�))�exp(��(t+
� + �))] e U(0) = 0.

As Eqs. (4), (10) e (11) apresentam algumas con-
seq�uências importantes do ponto de vista experimental:

- O m�aximo da tens~ao de retorno na Eq. (11), ocorre

no instante t� = ln(�=�)
��� o qual independe do tempo de

polariza�c~ao e do tempo de curto-circuito;
- As Eqs. (10) e (11) n~ao s~ao completamente inde-

pendentes. �E poss��vel deduzir uma a partir de outra.
Considere a Eq. (10) aplicada a dois tempos de pola-
riza�c~ao �1 e �2. Por subtra�c~ao obt�em-se a Eq. (11) para
um tempo de polariza�c~ao � = �1 � �2 e tempo de curto
circuito � = �2. Esta propriedade foi mostrada te�orica
e experimentalmente por B. Gross[9];

- Polarizando o diel�etrico durante um intervalo de
tempo � a Eq. (4) permite calcular a capacitância

C(�) = C1 +

Z
1

0

'(t)dt �

Z
1

0

'(t+ �)dt; (12)

a qual depende do tempo de polariza�c~ao. Quando
� !1 obt�em-se

C(1) = C1 +

Z
1

0

'(t)dt; (13)

em que a parcela
R
1

0 '(t)dt = '0
� �e chamada capa-

citância anômala;
- Um caso interessante ocorre quando o diel�etrico �e

um isolante perfeito, isto �e, R ! 1. Nestas condi�c~oes
as Eqs. (10) e (11) se transformam respectivamente em

U(t) =
U0

�+ �
f� exp(���)[exp(�(�+�)t)�1]+�+�g;

(14)

U(t) =
U0� exp(���)

�+ �
(1� exp(�(�+ �)t)): (15)

Quando a carga do capacitor for completa, � !1,
veri�camos que o capacitor n~ao sofre descarga interna e
a tens~ao de retorno, ap�os um intervalo de tempo muito
grande atinge o valor U0�

�+� exp(���). Este resultado nos
diz que o termo da resistência na corrente total promove
a descarga interna e se op~oe �a tens~ao de retorno levando
esta a zero.

III Resultados num�ericos

A Fig. 4 mostra o ajuste da Eq. (11) com os dados
experimentais obtidos para a tens~ao de retorno em um

�lme de polietileno com eletrodos de alum��nio, tempo
de polariza�c~ao � =15h,50min, tempo de curto-circuito
�=5s e tens~ao U0=158,4V. Este ajuste permite obter
os parâmetros que aparecem na Eq. (11). A Fig. 5
mostra o ajuste da Eq. (10) com os dados experimen-
tais da curva de descarga interna para a mica moscovita
com eletrodos de prata. O tempo de polariza�c~ao para
este caso �e �=20h e a tens~ao U0=9,55V. Da mesma
forma que no caso anterior o ajuste permite obter os
parâmetros da Eq. (10). Embora a teoria aqui de-
senvolvida n~ao seja quantitativamente correta ela apre-
senta um bom resultado do ponto de vista qualitativo.
A tabela I mostra os resultados do ajuste com os dados
experimentais, em unidades do Sistema Internacional.
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Figura 4. Tens~ao de retorno em um �lme de polietileno
com �=15h 50min �=5 s e U0=158,4 V. A capacitância da
amostra �e de 332pF.
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Figura 5. Descarga interna em uma amostra de mica mos-
covita com eletrodo de prata �=20 h, U0=9,55 V. A capa-
citância da amostra �e 0,824 nF.

Tabela I
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Diel�etrico �(s�1) �(s�1) �(s�1) R(
) '0(S)
Polietileno 0,0001158 0,0018241 0,0000948 1,59 1012 3,3 10�14

Mica 0,0003637 0,0008782 0,0002893 3,73 1012 8,8 10�14

A Fig. 6 mostra a tens~ao de retorno em um �lme de
polietileno para dois tempos de polariza�c~ao diferentes
� =1 e � = 1800s com tempo de curto-circuito � = 5s.

A Fig. 7 mostra a tens~ao de descarga interna para
a amostra de mica moscovita para dois tempos de po-
lariza�c~ao diferentes �1 e �2=5s. Mostra-se que pela di-
feren�ca das duas curvas de descarga interna obtêm-se a
tens~ao de retorno para �=1795s e �=5s.

A Fig. 8 mostra as curvas de tens~ao de retorno e
descarga interna em um diel�etrico perfeito (R ! 1)
para dois tempos de polariza�c~ao �nitos e distintos.
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Figura 6. Tens~ao de retorno calculada para dois tempos de
polariza�c~ao, � = 1 e �=1800s em uma amostra de polieti-
leno com tempo de curto-circuito � = 5s. Tens~ao U0=100V.

        
        
        
        
        
        
        
        
        
        
        
        

0 2000 4000 6000 8000 10000

0

20

40

60

80

100

ξ=1795s η=5s

ξ=5s ξ=1800s

T
e

n
sã

o
 (

V
)

Tempo (s)

Figura 7. Descarga interna calculada para dois diferentes
tempos de polariza�c~ao, �1=1800 e �2=5s em uma amostra de
mica moscovita com tens~ao U0=100V. A tens~ao de retorno
foi obtida pela diferen�ca entre as duas curvas de descarga
interna onde �=1795s e � = 5s.
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Figura 8. Tens~ao de retorno e descarga interna em um ca-
pacitor de polietileno na hip�otese de sua resistência el�etrica
ser R =1 com tempo de polariza�c~ao � �nitos.

IV Conclus~ao

Embora a grande maioria dos materiais n~ao possua
fun�c~ao relaxa�c~ao diel�etrica de forma exponencial, os re-
sultados que se obt�em s~ao qualitativamente compat��veis
com os experimentos. Seu interesse reside especial-
mente na simplicidade matem�atica envolvida. A Eq.
(4) permite obter, quando do uso de tens~ao alternada
senoidal de freq�uência !, a permissividade relativa com-
plexa de Debye[10], sendo 1=� o tempo de relaxa�c~ao.
Do ponto de vista did�atico este formalismo �e interes-
sante pois permite obter a resposta de um diel�etrico nos
dom��nios do tempo e freq�uência sem o uso de transfor-
mada de Fourier, al�em de permitir a simula�c~ao desta
resposta.

�E interessante citar que at�e a Eq. (8) a solu�c~ao �e
geral podendo ser aplicada a outras formas da fun�c~ao
relaxa�c~ao diel�etrica mais realistas tais como aquelas
propostas por Curie-Schweidler, Jonscher, Dissado-Hill
etc. O mesmo formalismo pode ser usado em ou-
tras �areas, como hereditariedade mecânica (viscoelas-
ticidade) e materiais magn�eticos[2].
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Apêndice

Rela�c~ao entre est��mulo e resposta

Considere um diel�etrico onde se aplica no instante
t��k um est��mulo em forma de pulso de campo el�etrico
~E(t � �k). Seja �~P (t) a resposta em polariza�c~ao me-
dida no instante t conforme mostra a Fig. 9. Supondo
existir linearidade entre a resposta e o estimulo pode-
mos escrever

�~P (t) = �0��(�k) ~E(t� �k); (A:1)

em que �0 �e a permissividade do v�acuo e ��(�k) um es-
calar que representa como a polariza�c~ao decai para zero
no tempo, ap�os a aplica�c~ao do pulso de campo el�etrico.
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Figura 9. Resposta do diel�etrico no instante t devido ao
pulso de campo el�etrico no instante t� �.

Aplicando agora uma seq�uência �nita de pulsos e
admitindo a validez do princ��pio de superposi�c~ao pode-
mos escrever

~P (t) =
NX
k=1

�0��(�k) ~E(t� �k); (A:2)

a qual para um sistema continuo de pulsos se trans-
forma em

~P (t) = �0

Z
1

0�
�s(�) ~E(t� �)d� : (A:3)

A �xa�c~ao dos extremos da integral (III) esta rela-
cionada ao princ��pio de causalidade sendo �s(�) = 0
quando � < 0. Uma propriedade adicional deve ser
feita, �s(�)! 0 quando �!1.


