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O efeito Casimir �e um dos aspectos mais intrigantes da f��sica moderna. A previs~ao da existência de
uma for�ca macrosc�opica de origem quântica entre condutores neutros e sua posterior comprova�c~ao
experimental �e sem d�uvida um dos triunfos da teoria quântica dos campos. Complementando
uma introdu�c~ao conceitual publicada recentemente nesta revista, apresentamos alguns m�etodos de
c�alculo da energia de Casimir, que �e a grandeza fundamental que origina o efeito Casimir.

The Casimir e�ect is one of the most intriguing aspects of modern physics. The prediction of
the existence of a macroscopic force of quantum origin between two neutral conductors and its
subsequent experimental veri�cation is without doubt the hallmark of quantum �eld theory. The
present work complements a conceptual introduction recently published in this journal by presenting
some of the methods of evaluation of the Casimir energy which gives rise to the Casimir e�ect.

I Introdu�c~ao

Em 1948 H.B.G. Casimir [1] previu que duas placas

condutoras planas, paralelas e bem pr�oximas sofre-

riam uma for�ca de atra�c~ao mesmo quando postas com-

pletamente descarregadas no v�acuo. Tal for�ca, que

chamamos de for�ca de Casimir, seria dada por:

F = �A �2~c

240 a4
; (1)

onde A �e a �area de cada uma das placas, a a separa-

�c~ao entre elas e o sinal menos �e uma indica�c~ao de que

a for�ca �e atrativa. Para placas de 1 cm2 de �area e

separa�c~ao de 1 �m, a for�ca atrativa �e de 0; 013 dynas,

muito pequena, por�em observ�avel. De fato, em 1958 M.

Sparnaay [2] mediu tal for�ca, embora seu experimento

fosse muito pouco preciso. Contudo, em experimentos

recentes realizados por Lamoreaux [3] e, de modo inde-

pendente, por Mohideen e Roy [4], a for�ca de Casimir

foi medida com grande precis~ao. Essas medidas n~ao

deixam qualquer d�uvida sobre a existência concreta do

efeito descoberto por Casimir e que leva seu nome.

Z0

a

Figura 1. A introdu�c~ao de placas condutoras neutras no
v�acuo quântico eletromagn�etico distorce as oscila�c~oes de
ponto zero deste �ultimo. A conseq�uência �e uma for�ca de
atra�c~ao macrosc�opica entre as placas, sendo este o efeito
Casimir.

De acordo com Casimir [1], o v�acuo quântico

eletromagn�etico �e alterado pela presen�ca das placas

met�alicas. Essas imp~oem condi�c~oes de contorno ao

campo eletromagn�etico, mesmo ao que existe apenas

como utua�c~oes do v�acuo quântico. As condi�c~oes de

contorno alteram a energia do v�acuo e a altera�c~ao, que

�e chamada de energia de Casimir, �e que d�a origem ao

efeito de atra�c~ao entre as placas. A altera�c~ao de energia

calculada por Casimir �e dada por:

E0 = �A ~c�2

720 a3
; (2)
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Derivando-se essa energia em rela�c~ao �a separa�c~ao a,

obt�em-se a for�ca atrativa dada por (1).

Embora o efeito Casimir original seja um efeito

do campo eletromagn�etico, todo campo relativ��stico

quântico pode sofrer uma altera�c~ao de energia do seu

v�acuo quando submetido a condi�c~oes de contorno. Tal

altera�c~ao tamb�em �e chamada de energia de Casimir, as-

sim como o efeito dela decorrente �e chamado de efeito

Casimir do campo em quest~ao. Neste trabalho, consi-

deraremos o efeito Casimir de um campo escalar. O

objetivo ser�a fazer uma apresenta�c~ao did�atica de al-

guns dos m�etodos de c�alculo da energia de Casimir. O

presente trabalho deve ser visto como uma continua�c~ao

de um trabalho mais conceitual publicado nesta revista

[26].

Dissemos que a energia de Casimir �e a altera�c~ao da

energia do v�acuo de um campo quântico quando este �e

submetido a condi�c~oes de contorno. Se o espectro de

energias do sistema �e dado pelas freq�uências !n, onde

n varre um determinado conjunto de ��ndices, teremos

que a energia de Casimir ser�a dada por:

ECasimir =

"X
n

~!n
2

#
com c: de c:

�
"X

n

~!n
2

#
sem c: de c:

;

(3)

onde com c. de c: indica que na primeira soma, o es-

pectro �e o do sistema submetido a condi�c~oes de con-

torno, enquanto que sem c. de c. indica que, na se-

gunda soma, o espectro �e o do sistema livre de condi�c~oes

de contorno. Entretanto, essa de�ni�c~ao de energia de

Casimir, e outras equivalentes, �e problem�atica, pois

cada uma das somas acima �e divergente assim como

a diferen�ca entre elas. Trata-se de quantidades mal

de�nidas. Para dar sentido f��sico a essas quantidades,

�e necess�ario realizar nelas o que costuma ser chamado

de renormaliza�c~ao. A renormaliza�c~ao de uma quanti-

dade �e feita normalmente em três etapas. A primeira �e

chamada de regulariza�c~ao da quantidade mal de�nida.

Para regularizar uma quantidade Q mal de�nida, de-

vemos de�nir uma nova quantidade dependente de um

novo parâmetro; digamos que � seja o novo parâmetro

e Q(�) a nova quantidade. Dizemos que Q(�) �e a re-

gulariza�c~ao de Q se possuir as seguintes propriedades:

(i) Q(�) tem Q por limite quando � tende para algum

limite �0 e (ii) Q(�) �e bem de�nida quando � 6=�0. O
parâmetro � �e chamado neste contexto de parâmetro

de regulariza�c~ao. A segunda etapa no processo de re-

normaliza�c~ao consiste em subtrair da express~ao regu-

larizada uma quantidade Qesp(�), que �e bem de�nida

devido �a regulariza�c~ao e que a teoria nos indica como

esp�uria, obtendo Q(�)�Qesp(�). A terceira etapa con-

siste em tomar o limite dessa diferen�ca quando �! �0.

Esse limite �e o que chamamos de valor renormalizado da

grandeza Q, originalmente mal de�nida. O valor renor-

malizado �e aquele ao qual atribu��mos signi�cado f��sico

e supomos em tese, mensur�avel. A energia de Casimir

fornece um exemplo simples do processo de renormali-

za�c~ao. Como �e f�acil notar, ela �e a renormaliza�c~ao da

energia do v�acuo sob condi�c~oes de contorno. De fato,

o primeiro somat�orio em (3) �e essa energia, em geral,

mal de�nida. Seja

"X
n

~!n
2

#(�)
com c: de c:

(4)

sua vers~ao regularizada pelo parâmetro de regulariza-

�c~ao �. No nosso contexto de teoria de campos, a energia

do v�acuo puro e simples, sem condi�c~oes de contorno ou

outra inuências externas �e uma grandeza esp�uria. Ela

�e o segundo somat�orio em (3), que representamos por

"X
n

~!n
2

#(�)
sem c: de c:

(5)

sua express~ao regularizada. Ao contr�ario de (3), a

diferen�ca:

"X
n

~!n
2

#(�)
com c: de c:

�
"X

n

~!n
2

#(�)
sem c: de c:

; (6)

�e, por de�ni�c~ao de regulariza�c~ao, livre de in�nidades e

perfeitamente regular, embora n~ao tenha sentido f��sico,

pois depende da regulariza�c~ao utilizada e, portanto, em

�ultima an�alise, de quem est�a fazendo o c�alculo e es-

colheu a regulariza�c~ao em quest~ao. Tomando, ent~ao,

o limite em que desaparece o parâmetro da regulari-

za�c~ao obtemos a energia renormalizada do v�acuo sob

condi�c~oes de contorno, que �e a energia de Casimir:

c

E
(ren:)
Casimir = lim

�!�0

8<
:
"X

n

~!n
2

#(�)
com c: de c:

�
"X

n

~!n
2

#(�)
sem c: de c:

9=
; ; (7)
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O processo de renormaliza�c~ao depende, �e claro, da re-

gulariza�c~ao utilizada. A regulariza�c~ao pode ser feita de

v�arias maneiras, que s~ao conhecidas na literatura es-

pecializada como m�etodos ou t�ecnicas de regulariza�c~ao.

S~ao os m�etodos de regulariza�c~ao que permitem atribuir

um sigini�cado f��sico sensato �a (3), e �as de�ni�c~oes que

lhe s~ao equivalentes. Outras quantidades divergentes

que aparecem quando aplicamos a teoria quântica de

campos em outros contextos tamb�em ganham sentido

f��sico gra�cas aos m�etodos de regulariza�c~ao. Como con-

seq�uência dos esfor�cos de v�arias gera�c~oes de f��sicos

te�oricos, hoje em dia temos ao nosso dispor um certo

n�umero de m�etodos de regulariza�c~ao que podem ser em-

pregados, de acordo com o problema em quest~ao, com

maior ou menor e�c�acia. Acreditamos �rmemente que

os resultados �sicamente relevantes n~ao dependem dos

m�etodos particulares de regulariza�c~ao e renormaliza�c~ao

que foram escolhidos.

Neste trabalho, queremos introduzir o leitor a qua-

tro m�etodos de regulariza�c~ao que permitem c�alcular

energias de Casimir, a saber:

(a) o m�etodo do corte nas freq�uências;

(b) o m�etodo da discretiza�c~ao do espa�co (ou regula-

riza�c~ao na rede);

(c) o m�etodo da fun�c~ao zeta generalizada;

(d) e o m�etodo da fun�c~ao de Green.

Exempli�caremos cada um desses m�etodos com sis-

temas simples: o ub��quo oscilador harmônico sim-

ples e o campo escalar real sem auto-intera�c~ao ou ou-

tras intera�c~oes hipot�eticas, exceto as que est~ao sendo

simuladas pelas condi�c~oes de contorno que lhe ser~ao

impostas. Essa escolha de exemplos permitir�a que

ressaltemos os aspectos principais das etapas assina-

ladas acima, sem que a nossa aten�c~ao seja desviada

por detalhes que n~ao s~ao importantes �a compreens~ao

dos m�etodos. A lista acima n~ao esgota os m�etodos de

c�alculo, pois a ela poder��amos acrescentar, por exemplo,

o m�etodo da regulariza�c~ao dimensional ou os m�etodos

locais, como o da fun�c~ao zeta local, mas a sua inclus~ao e

sua discuss~ao detalhada tornaria este trabalho demasi-

adamente longo.

Como �e costumeiro em teoria quântica de campos,

faremos uso de unidades naturais, mantendo a constan-

te de Planck ~ e a velocidade da luz c iguais �a unidade

em todos os c�alculos. Em unidades naturais a ener-

gia tem dimens~ao do inverso do comprimento. Para

restaurar a unidade de energia usual, basta multiplicar

o resultado dado em unidades naturais pelo fator ~c.

II A energia de Casimir

Comecemos por recordar como a energia do v�acuo surge

na teoria quântica de campos. Consideremos, para �xar

id�eias, um campo escalar real e livre em 3+1 dimens~oes.

A densidade lagrangiana desse campo �e dada por:

c

L =
1

2

�
@'(x; t)

@t

�2

� 1

2
r'(x; t) �r'(x; t)� 1

2
m2'2(x; t); (8)

onde m �e a massa da part��cula escalar associada ao campo. Das equa�c~oes de Euler-Lagrange segue-se, ent~ao, a

equa�c~ao de movimento cl�assica para o campo '(x; t), que se lê:

@2'(x; t)

@t2
�r2'(x;t) +m2'(x; t) = 0: (9)

Na ausência de condi�c~oes de contorno, escrevemos a solu�c~ao geral dessa equa�c~ao como uma combina�c~ao linear de

ondas planas:

'(x; t) =

Z
d3k

(2�)3
p
2!k

[ak exp (ik � x� i!kt) + a�k exp (�ik � x+ i!kt)] ; (10)

onde k �e o vetor de onda, !k =
p
k2 +m2, de acordo com a rela�c~ao de dispers~ao do campo livre; ak e a�

k
s~ao as

amplitudes das ondas planas, e a�
k
, �e o complexo conjugado de ak para garantir o car�ater real do campo escalar. O

momento canônico por unidade de volume �e dado por � = @L=@'=@t, e obtemos por meio de (10):

�(x;t) = (�i)
Z

d3 k

(2�)3

r
!k
2

[ak exp (ik � x� i!k t)� a�k exp (�ik � x+ i!k t)] : (11)
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A quantizac~ao do campo escalar segue o procedimento

canônico, que consiste em transformar o campo e

seu momento conjugado em operadores denotados por

'̂(x; t) e �̂(x;t), respectivamente, e postular para eles

as rela�c~oes de Heisenberg para tempos iguais:

['̂(x; t); �̂(x0;t)] = iÆ(x� x0); (12)

['̂(x; t); '̂(x0;t)] = [�̂(x; t); �̂(x0;t)] = 0: (13)

A quantiza�c~ao canônica do campo escalar implica

na transforma�c~ao em operadores dos coe�cientes de

Fourier em (10) e (11). O coe�ciente ak torna-se o ope-

rador âk e o coe�ciente a�
k
torna-se o operador ây

k
, que

�e o hermitiano conjugado de âk. Em termos desses ope-

radores, tamb�em chamados de osciladores do campo, as

rela�c~oes de Heisenberg (12) e (13) tomam a forma:

h
âk; â

y
k0

i
= (2�)

3
Æ (k� k0) ; (14)

[âk; âk0 ] =
h
ây
k
; ây

k0

i
= 0: (15)

O hamiltoniano da teoria �e obtido do lagrangeano (8)

pelo procedimento usual de efetuar uma transforma�c~ao

de Legendre. Depois de quantizado, o hamiltoniano as-

sume a forma:

Ĥ =
1

2

Z
d3x

h
�̂2 + (r'̂)2 +m2'̂2

i
: (16)

Fazendo-se uso da vers~ao quantizada de (10) e (11), esse

hamiltoniano pode ser expresso em termos dos opera-

dores âk (t) e â
y
k
. O resultado �e:

Ĥ =

Z
d3 k

�
ây
k
âk +

1

2

�
!k: (17)

Como podemos inferir da forma da (17), a quantiza�c~ao

canônica de um campo escalar real livre mostra-nos que

ele pode ser considerado como uma cole�c~ao formada por

um n�umero in�nito de osciladores harmônicos quanti-

zados independentes, uma vez que a hamiltoniana do

campo �e uma soma de hamiltonianas de osciladores

harmônicos de diferentes freq�uências. Os operadores

âk (t) e â
y
k
(t), assim como '̂(x; t) e �̂(x; t), atuam so-

bre vetores que pertencem a um particular espa�co ve-

torial complexo chamado espa�co de Fock, ou de n�umero

de ocupa�c~ao. Este espa�co vetorial �e um produto direto

dos espa�cos de Hilbert associados a cada oscilador inde-

pendente que representa um modo normal de vibra�c~ao

do campo.

A imposi�c~ao de condi�c~oes de contorno no campo es-

calar afeta sua parte espacial e, portanto, modi�ca os

poss��veis modos normais de vibra�c~ao do campo e suas

respectivas freq�uências. Os modos normais s~ao ent~ao

dados por certas fun�c~oes modais Fk (x) e freq�uências

!k, onde agora k assume apenas os valores ditados pelas

condi�c~oes de contorno. O campo assume ent~ao a forma:

c

�̂(x; t) =
X
k

h
âkFk (x) exp(�i!kt) + ây

k
F �
k
(x) exp(i!kt)

i
; (18)

d

que devemos comparar com (10). Notemos que, em

(18), usamos o s��mbolo de somat�orio { que tamb�em

usaremos na (21) { enquanto que, em (10), foi usado o

s��mbolo de integra�c~ao sobre k; com isto queremos in-

dicar que condi�c~oes de contorno em geral discretizam

o espectro. As fun�c~oes modais Fk (x) substituem as

exponenciais harmônicas, que s~ao as fun�c~oes modais

na ausência de condi�c~oes de contorno. O somat�orio

estende-se sobre os valores de k ditados pelas condi�c~oes

de contorno. As fun�c~oes modais Fk (x) s~ao determi-

nadas resolvendo-se a equa�c~ao de Helmholtz associada

com a (9), acrescida das ditas condi�c~oes de contorno:

r2Fk (x) + k2Fk (x) = 0: (19)

As fun�c~oes modais formam um conjunto completo e

ortonormal: Z
d3xF �

k
(x)Fk0 (x) = Ækk0 : (20)

As modi�ca�c~oes no campo ocasionadas pelas condi�c~oes

de contorno nos levam agora �a express~ao an�aloga a (17),

dada por:

Ĥ =
X
k

�
ây
k
âk +

1

2

�
!k: (21)

onde a soma estende-se aos valores de k ditados pelas

condi�c~oes de contorno. No estado de v�acuo, nenhum

modo normal est�a excitado e a energia �e dada ape-

nas pelo termo !k=2 em (16) e (21), nos casos em que,

respectivamente, h�a ou n~ao h�a condi�c~oes de contorno.

Desse modo obtemos a energia de Casimir (7). Passe-

mos, ent~ao, a alguns m�etodos de regulariza�c~ao e renor-

maliza�c~ao usados para calcular essa energia.
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III O m�etodo do corte

Consideremos, por simplicidade, um campo escalar real

'̂ (x; t), sem massa, em uma dimens~ao temporal e uma

dimens~ao espacial, isto �e, em 1 + 1 dimens~oes espa�co-

temporais. A solu�c~ao da equa�c~ao Helmholtz unidimen-

sional pode ser escrita na forma:

Fk (x) = C exp(ikx) + C� exp(�ikx)
= A cos (kx) +B sin (kx) : (22)

Vamos supor que as condi�c~oes de contorno impostas �a

parte espacial do campo escalar sejam as de Dirich-

let em x = 0 e em x = a. Nesse caso, segue que

Fk(0) = Fk(a) = 0. A solu�c~ao dada pela (22) reduz-se

ent~ao a:

Fn (x) = B sin
�n�x

a

�
; (23)

onde n 2 N = f1; 2; 3; : : :g e as freq�uências normais s~ao

dadas por !n = jknj = n�=a. A energia do v�acuo a ser

regularizada �e:

E0(a) =
1

2

X
n2N

n�

a
: (24)

A regulariza�c~ao por corte consiste na introdu�c~ao de

um fator no somat�orio que torne a soma convergente.

Tal fator corta a contribui�c~ao de parte do espectro das

freq�uências, da�� o nome desse m�etodo de regulariza�c~ao.

Escolheremos, aqui, o fator como sendo exp (��!n),

onde !n = n�=a e � �e um n�umero real positivo. Ob-

servemos que o corte exponencial �e uma das possibi-

lidades, talvez a mais simples, mas n~ao a mais geral.

Usando-o na equa�c~ao anterior, podemos escrever:

E0(a; �) =
1

2

X
n2N

n�

a
exp (��n�=a)

= � 1

2

d

d�

X
n2N

exp (��n�=a) (25)

O somat�orio pode ser identi�cado como uma progress~ao

geom�etrica formada por um n�umero in�nito de termos

cuja raz~ao �e exp (���=a) e sua f�ormula de soma:

X
k2N

qk =
q

1� q
; jqj < 1: (26)

Somando tal progress~ao, obtemos:

E0(a; �) = � 1

2

d

d�

�
exp (���=a)

1� exp (���=a)
�
: (27)

�E conveniente que, antes de efetuar a deriva�c~ao in-

dicada, exploremos um pouco mais o termo entre

colchetes na (27). Os polinômios de Bernoulli Bk (x)

s~ao de�nidos por [5]:

t exp (xt)

exp (t)� 1
=
X

k2N�1

Bk (x)
tk

k!
; (28)

Usando essa f�ormula em (27), obtemos:

c

E0(a; �) =
1

2

d

d�

X
k2N�1

Bk (1)

k!

�
���
a

�k�1

=
1

2

d

d�

�
�B0

0!

a

��
+
B1

1!
� B2

2!

��

a

�
+O

�
�3
�
; (29)

d

onde usamos a abrevia�c~ao Bk = Bk(1). Temos que

B0 = 1, B1 = �1=2 e B2 = 1=6 [5]. Fazendo a derivada

em (29), obtemos:

E0 (�; a) =
1

2�

a

�2
� �

24

1

a
+O

�
�2
�
: (30)

A seguir, rede�niremos (renormalizaremos) a energia do

v�acuo no esp��rito da de�ni�c~ao dada por (7). Considere-

mos dois universos unidimensionais �nitos, um formado

por uma cavidade unidimensional de comprimento L

com uma parti�c~ao que a subdivide em uma cavidade

de comprimento a, outra de comprimento L� a, (veja

a Fig. 2) e outro universo formado por uma segunda

cavidade de comprimento L. A de�ni�c~ao dada por (3)

pode ser rescrita na forma:

c

E0 (a) = lim
�!0; L!1

[E0 (a; �) +E0 (L� a; �)�E0 (L; �)] ; (31)
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onde:

E0 (L� a; �) =
1

2�

(L� a)

�2
� �

24

1

(L� a)
+O

�
�2
�
;

(32)

e:

E0 (L; �) =
1

2�

L

�2
� �

24

1

L
+O

�
�2
�
; (33)

Fazendo uso da (31), obtemos o resultado f��sico procu-

rado:

E0 (a) = � �

24a
: (34)

Conseq�uentemente, a for�ca de Casimir �e:

F (a) = �@E0 (a)

@a
= � �

24 a2
: (35)

O sinal alg�ebrico negativo indica que a for�ca entre os

pontos da fronteira �e atrativa. O resultado �nal dado

por (34) poderia ser parcialmente antecipado por meio

da utiliza�c~ao de argumentos dimensionais, os quais nos

teriam levado a concluir que a energia do v�acuo deveria

ser proporcional a 1=a, j�a que em unidades naturais a

energia tem dimens~oes do inverso do comprimento. En-

tretanto, o sinal alg�ebrico e o fator num�erico corretos

s�o podem ser obtidos por meio de c�alculos expl��citos.

Esta impossibilidade de antecipar o car�ater atrativo ou

repulsivo da for�ca de Casimir, que depende do tipo de

campo estudado e das condi�c~oes de contorno impostas

a esse campo, �e conhecida como o \mist�erio da for�ca de

Casimir " [7].

Figura 2. Esquema de subtra�c~ao para a obten�c~ao da ener-
gia de Casimir de um campo escalar sem massa em 1 + 1
dimens~oes e que obedece condi�c~oes de Dirichlet em x = 0; a
e L.

IV O m�etodo da regulariza�c~ao

na rede

Uma vez que a origem da divergência da energia do

v�acuo est�a na soma da energia de ponto zero de um

n�umero in�nito de osciladores obtidos na quantiza�c~ao

do campo em quest~ao, uma abordagem poss��vel consiste

na redu�c~ao deste n�umero in�nito de graus de liberdade

a um n�umero �nito. Isso pode ser feito considerando-

se o espa�co, n~ao cont��nuo, mas sim discreto, i.e.: como

se este fosse uma rede tridimensional formada por pon-

tos que mantêm uma distância �xa entre si. Por esta

raz~ao, esse m�etodo �e chamado de regulariza�c~ao na rede.

Em uma dimens~ao espacial, o processo de discretiza�c~ao

do espa�co leva-nos a substituir a equa�c~ao de movi-

mento cl�assica para o campo em quest~ao por um sis-

tema de N equa�c~oes diferenciais ordin�arias acopladas,

com N 2 N. Na interpreta�c~ao usual, cada uma dessas

equa�c~oes representa um oscilador acoplado a seus vizi-

nhos adjacentes. Em seguida, diagonalizamos o sistema

reduzindo-o a um conjunto de osciladores harmônicos

desacoplados que s~ao ent~ao quantizados. A energia do

ponto zero �e a soma das freq�uências normais multipli-

cada pelo fator 1=2. Conv�em ressaltar que esse m�etodo

�e aplicado no contexto da mecânica cl�assica no estudo

dos modos normais de um sistema constitu��do por mas-

sas discretas e idênticas acopladas [6].

Como exemplo concreto, consideremos o campo es-

calar real ' em 1 + 1 dimens~oes da se�c~ao anterior.

A equa�c~ao de movimento cl�assica para tal campo �e a

equa�c~ao da onda:

@2'(x; t)

@x2
� @2'(x; t)

@t2
= 0: (36)

Suponhamos que condi�c~oes de contorno sejam impostas

sobre o campo em x = 0 e x = L. Essas condi�c~oes

podem ser condi�c~oes de Dirichlet, Neuman, mistas,

peri�odicas ou mesmo antiperi�odicas. Deixemo-las, no

momento, em aberto. Essencialmente, o m�etodo con-

siste em substituir os valores do campo no intervalo

[0; L] por um conjunto de N + 2 valores em N + 2

pontos intervalos (N 2 N). Os pontos s~ao igualmente

espa�cados entre si por uma distância d > 0, denomi-

nada de parâmetro de rede. Nesse espa�co unidimen-

sional discreto, cada ponto recebe um endere�co dado

por xj = jd , onde j 2 f0; 1; 2; :::; N + 1g. O campo,

com todos os seus valores no intervalo, �e recuperado

fazendo-se N ! 1 e d ! 0, mas de tal forma que a

quantidade (N + 1)d = L permane�ca constante. Esse

limite �e tomado ao �nal dos c�alculos para obter a ener-

gia de Casimir do campo.

Figura 3. A discretiza�c~ao do espa�co. Em uma dimens~ao
espacial, o n�umero de freq�uências normais �e �nito e igual ao
n�umero de graus de liberdade N .

Para discretizar a equa�c~ao da onda, fazemos as subs-

titui�c~oes: x 7! xj , '(x; t) 7! '(xj ; t) � 'j(t) e:

@'(x; t)

@x
7! 'j(t)� 'j�1(t)

d
; (37)
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e ainda,

@2'(xj ; t)

@x2
7! 1

d

�
'j+1(t)� 'j(t)

d
� 'j(t)� 'j�1(t)

d

�
:

(38)

Nesse caso, a equa�c~ao de onda para o campo escalar

discretizada transforma-se em um sistema de equa�c~oes

diferenciais ordin�arias acopladas que se lê:

d2'j(t)

dt2
+2!20'j(t)�!20 ('j+1(t) + 'j�1(t)) = 0; (39)

onde de�nimos !20 := 1=d2. As equa�c~oes acima s~ao to-

talmente an�alogas �as equa�c~oes de movimento para uma

rede unidimensional formada por part��culas de massas

idênticas unidas por molas idênticas, ou, se for o caso,

contas idênticas presas a uma corda tensa de massa

nula. Adotando o procedimento usual de solu�c~ao deste

sistema [6], escrevemos a solu�c~ao tentativa:

'j(t) = C exp i(�j � !t); (40)

com C 2 C e � e ! a serem determinados. Substituindo

essa express~ao para o campo em (39), obtemos:

! = 2!0 sin
�

2
(41)

Para determinar completamente a solu�c~ao, devemos es-

peci�car as condi�c~oes de contorno. Como um exemplo,

tomemos novamente as condi�c~oes de Dirichlet. Traduzi-

das em termos de condi�c~oes de contorno sobre o campo

na rede, temos: '0(t) = 0, e 'N+1(t) = 0. Para aplic�a-

las, �e conveniente escrever (40) na forma:

'j(t) = [D cos(j�) +E sin(j�)] exp (�i!t); (42)

Segue, ent~ao, que:

�0(t) = D exp (�i!t) = 0 ; (43)

que leva a D = 0 e,

E sin[(N + 1)�] exp (�i!t) = 0: (44)

Conseq�uentemente, temos que � �e dado por:

�n =
n�

(N + 1)
; (n = 1; 2; :::N); (45)

j�a que inteiros n~ao-positivos geram solu�c~oes linearmente

dependentes e valores de n tais que n = N+1; N+2; :::

tamb�em n~ao contribuem pelo mesmo motivo. Este fato

n~ao deve ser surpresa, pois em uma dimens~ao, como n~ao

h�a degenerescência, os N graus de liberdade correspon-

dem exatamente a N modos de vibra�c~ao. A solu�c~ao

dada por (42) ent~ao ser�a:

�
(n)
j (t) = A(n) sin (j�n) exp (�i!nt) ; ( j = 1; 2; :::N) ;

(46)

onde,

!n = 2!0 sin

�
�n
2

�
; (n = 1; 2; :::N) (47)

s~ao as freq�uências dos modos normais com �n dado por

(45). A energia de ponto zero �e dada pela soma dessas

freq�uências:

E0 = !0

NX
n=1

sin

�
�n
2

�

= !0=
NX
n=1

exp

�
i
�n
2

�
: (48)

Agora, utilizando a f�ormula de soma de uma progress~ao

geom�etrica com um n�umero de termos �nito:

NX
k=1

qk�1 =

�
qN � 1

�
q � 1

; q 6= 1; (49)

e de�nindo o ângulo Æ pela rela�c~ao:

nÆ :� �n
2

=
n�

2(N + 1)
; (50)

obtemos, ap�os algumas manipula�c~oes:

E0 = !0= exp(iÆ)
[exp(iÆN)� 1]

exp(iÆ)� 1

= !0 sin

�
(N + 1)

Æ

2

�
sin
�
NÆ
2

�
sin
�
Æ
2

� :
=

1

2
!0

�
cot

�
Æ

2

�
� 1

�
: (51)

Substituindo Æ por sua de�ni�c~ao, chegamos a:

E0(L) =
1

2
!0

�
cot

�
�d

4L

�
� 1

�
: (52)

Utilizando a expans~ao da cotangente pr�oximo a x = 0

[5]:

cotx =
1

x
� 1

3
x� 1

45
x3 +O(x5); (53)

obtemos �nalmente de (52) o resultado:

E0 (L) =
2L

�d2
� �

24L
� �3d2

5760L3
+ � � �

� 2L

�d2
� �

24L
; (54)

onde j�a desprezamos os termos que se anular~ao no limi-

te cont��nuo da rede (d! 0 e N !1).

Ap�os esses resultados preliminares, passemos ao

c�aculo da energia de Casimir. Consideremos, por con-

veniência, uma rede unidimensional de comprimento 2L
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com o objetivo de, no �nal, tomar o limite L!1 para

que o campo seja de�nido em todo o espa�co. Suponha-

mos, ainda, que as condi�c~oes de contorno de Dirichlet

sejam impostas nos pontos x = �L; 0; a e x = L. A

de�ni�c~ao de energia de Casimir associada a essa rede �e,

ent~ao, dada por:

E0 = lim
L!1

[E0 (j�Lj) +E0 (a) +E0 (L� a)�E0 (2L)] ;

(55)

veja a Fig. 4. Fazendo as substitui�c~oes necess�arias e

tomando o limite cont��nuo, obtemos o resultado �nal:

E0(a) = � �

24 a
; (56)

que est�a em acordo com o obtido com o m�etodo do

corte. Esse resultado �e o obtido por Cooke [8] para o

efeito Casimir em 1 + 1.

Figura 4. Esquema de subtra�c~ao para a obten�c~ao da energia
de Casimir.

V A energia do v�acuo como o lo-

garitmo de um determinante

Uma maneira elegante e e�caz de calcular a energia de

Casimir consiste em express�a-la como o logaritmo de

um determinante que �e de�nido pela teoria em con-

sidera�c~ao, seja por meio de seu lagrangeano seja por

meio de sua equa�c~ao de movimento. Esta �e geralmente

dada por um operador do tipo dito el��ptico e o deter-

minante �e dado diretamente em termos desse operador.

Seguindo [13], come�caremos recordando um pouco das

formula�c~oes de Schr�odinger e Heisenberg de um sistema

com um grau de liberdade classicamente descrito pela

coordenada cartesiana x e pelo momento linear p. O la-

grangeano cl�assico associado a tal sistema �e dado por:

L =
m

2

�
dx

dt

�2

� V (x) : (57)

onde V (x) �e o potencial ao qual a part��cula de massa

m est�a submetida.

Do ponto de vista da mecânica quântica, o sistema �e

descrito pelos operadores hermitianos independentes do

tempo X̂S e P̂S na formula�c~ao de Schr�odinger, e pelos

operadores hermitianos dependentes do tempo X̂H (t)

e P̂H (t) na formula�c~ao de Heisenberg. Na verdade,

o sistema admite uma in�nidade de formula�c~oes, todas

elas relacionadas entre si por meio de transforma�c~oes

unit�arias. Consideremos, no momento, apenas os ope-

radores de posi�c~ao nas duas formula�c~oes mencionadas.

Na formula�c~ao de Schr�odinger, os autovetores jxiS de

X̂S s~ao independentes do tempo e satisfazem �a equa�c~ao

de autovalores:

X̂S jxiS = x jxiS ; (58)

onde x �e um n�umero real que representa o autovalor de

posi�c~ao associado ao autovetor jxiS . O autovalor x �e

um resultado poss��vel de uma medida de posi�c~ao sobre a

reta. O mesmo problema na formula�c~ao de Heisenberg

se escreve:

X̂H (t) jx; tiH = x jx; tiH ; (59)

onde denotamos jx; tiH o autovetor de X̂H (t) associ-

ado ao autovalor x. As formula�c~oes de Schr�odinger

e Heisenberg conectam-se por meio da transforma�c~ao

unit�aria:

Û (t) = exp
�
iĤt

�
; (60)

onde Ĥ = Ĥ (t) �e o operador hamiltoniano que descreve

a dinâmica do sistema e �e da forma:

Ĥ =
P̂ 2
S

2m
+ V̂

�
X̂S

�
: (61)

Os autovetores de posi�c~ao associados ao mesmo auto-

valor x nas duas formula�c~oes relacionam-se por:

jx; ti = exp
�
iĤt

�
jxi ; (62)

e os operadores de posi�c~ao por:

X̂H (t) = exp
�
iĤt

�
X̂S exp

�
�iĤt

�
: (63)

Suponhamos, agora, que no instante t1 medimos a

posi�c~ao da part��cula e obtemos o autovalor x1. Qual

�e a amplitude de probabilidade de que no instante t2 a

encontremos na posi�c~ao x2? Essa amplitude pode ser

escrita na formula�c~ao de Heisenberg ou de Schr�odinger.

De fato, de (62) temos:

hx2; t2jx1; t1i = hx2j exp
h
�iĤ (t2 � t1)

i
jx1i : (64)

Pode-se mostrar que, para sistemas quânticos descritos

por hamiltonianos da forma dada por (61), o lado di-

reito da equa�c~ao acima pode ser escrito em termos da

soma de todas as curvas no espa�co-tempo x : t 7! x(t),

que unem os pontos 1 e 2, isto �e, da soma de todos

os movimentos cl�assicos imagin�aveis, reais ou n~ao, que

come�cam em x1 no instante t1 e terminam em x2 no ins-

tante t2, veja a Fig. 5. Cada curva tem peso unit�ario

e uma fase que depende do funcional a�c~ao avaliado so-

bre a curva em quest~ao. Formalmente, a resposta �a

pergunta formulada acima se escreve [14]:
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hx2; t2jx1; t1i =

Z x(t2)=x2

x(t1)=x1

D [x] exp (iS [x])

=

Z x(t2)=x2

x(t1)=x1

D [x] exp

�
i

Z t2

t1

dtL [x (t) ; _x (t)]

�
; (65)

onde o s��mbolo D [x] denota a medida usada nesta integral peculiar.

Elaboremos um pouco mais a nossa resposta formal. Primeiramente, conv�em rescrever a a�c~ao cl�assica no espa�co

euclidiano. Com este �m, escrevemos t = �i� , com � 2 R. Segue, ent~ao, que S = iSE , onde SE �e a a�c~ao euclidiana

dada por:

SE =

Z �2

�1

d�

"
m

2

�
dx

d�

�2

+ V (x)

#
: (66)

Este resultado ser�a empregado mais adiante quando reescrever a amplitude de transi�c~ao no espa�co euclidiano.

Queremos relacionar a amplitude de transi�c~ao dada por (65) com a energia do estado fundamental do nosso

sistema quântico. Para isso, �e conveniente considerar x2 = x1; t1 = �T=2 e t2 = T=2. Nesse caso, a amplitude de

transi�c~ao ser�a dada por:

hx1; T=2j x1;�T=2i = hx1
���exp��iĤT���� x1i : (67)

Vamos supor que o operador hamiltoniano Ĥ tenha um conjunto de auto-estados Ĥ jni = En jni, ortonormais e

completos, isto �e, hn jmi = Ænm e
P

n jni hnj = 1̂: Ent~ao:

(x1; T=2j x1;�T=2i =
X
n

hx1j exp
�
�iĤT

�
jni hnj x1i

=
X
n

exp (�iEnT ) hx1 jni hnj x1i : (68)

Integrando em x1 e fazendo uso da rela�c~ao de ortonormalidade:Z
dx1 hx1 jni hnj x1i =

Z
dx1 (x1) 

� (x1) = 1; (69)

obtemos

X
n

exp (�iEnT ) =

Z
dx1 hx1; T=2j x1;�T=2i

=

Z
dx1

Z x(T=2)=x1

x(�T=2)=x1

D [x] exp (iS [x])

=

Z
x(�T=2)=x1(T=2)

D [x] exp (iS [x]) : (70)

Para obtermos a vers~ao euclidiana deste resultado, fazemos T ! �iTE e S ! iSE , o que resulta em:

X
n

exp (�EnTE) =

Z
x(�TE=2)=x(TE=2)

D [x] exp (�SE [x]) : (71)

Fa�camos a hip�otese adicional de que o espectro de energia do operador hamiltoniano seja constitu��do por auto-

valores positivos e n~ao-nulos. Neste caso, fazendo TE ! 1, vemos que o termo predominante �e exp (�E0TE) e,

conseq�uentemente, podemos escrever:

E0 = � lim
TE!1

1

TE
ln

 Z
x(�TE=2)=x(TE=2)

D [x] exp (�SE [x])

!
; (72)
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Figura 5. Curvas no espa�co-tempo.

que �e o resultado formal que busc�avamos. Para uma

certa classe de integrais de trajet�oria, ditas integrais

gaussianas (veja o Apêndice A), a express~ao acima pode

ser explicitamente calculada. Vejamos dois exemplos

que levam a integrais de trajet�oria gaussianas:

O oscilador harmônico simples

Considere-se primeiro, o oscilador harmônico de

massa unit�aria. Seu potencial �e dado por V (x) =

(1=2) kx2. Integrando o termo de energia cin�etica por

partes e fazendo uso do fato de que o movimento �e

peri�odico, podemos escrever a a�c~ao euclidiana na forma:

SE [x] =
1

2

Z TE

2

�
TE

2

d� x (�)

�
� d2

d�2
+ !2

�
x (�) ; (73)

que leva a uma integral de trajet�oria gaussiana. Con-

seq�uentemente, a energia do estado fundamental do os-

cilador ser�a dada por:

c

E0 = � lim
TE!1

1

TE
ln

(Z
x(�TE=2)=x(TE=2)

D [x] exp

"
�1

2

Z TE

2

�
TE

2

d� x (�)

�
� d2

d�2
+ !2

�
x (�)

#)

= � lim
TE!1

1

TE
ln

(�
det

�
� d2

d�2
+ !2

��� 1

2

)
; (74)

d

onde �zemos uso de A10) do Apêndice A. Observe-se

que o determinante deve ser calculado no subespa�co

das curvas no espa�co-tempo euclidiano, que obedecem

�a condi�c~ao: x (�TE=2) = x (TE=2).

O campo escalar massivo

O segundo exemplo que consideraremos mais adi-

ante �e dado pelo campo escalar real massivo ' (�;x),

em, por exemplo, d + 1 dimens~oes, isto �e: x =

(x1; x2; : : : xd), cuja densidade lagrangiana se escreve:

�LE ['] =
1

2

"�
@'

@�

�2

+
�r(d)'

�2
+m2'2

#
; (75)

onde m �e a massa da excita�c~ao associada ao campo

quântico em quest~ao. Novamente, uma integra�c~ao

por partes do termo cin�etico e o uso da condi�c~ao

' (�TE=2;x) = ' (TE=2;x) conduzem a:

SE ['] =
1

2

Z
d� ddx' (x)

��@2E +m2
�
' (x) : (76)

Em analogia ao caso do oscilador harmônico, a energia

do estado fundamental do campo ser�a dada por:

E0 = � lim
TE!1

1

TE
ln

(Z
'(�TE=2)='(TE=2)

D [']

exp

�
�1

2

Z
d� ddx' (x)

��@2E +m2
�
' (x)

��
:

= � lim
TE!1

1

TE
ln
n�

det
��@2E +m2

��� 1

2

o
; (77)

onde @2E �e o operador de D 'Alembert no espa�co eucli-

diano:

@2E :=
@2

@�2
+r2

(d); (78)

e o determinante deve ser calculado no espa�co das

fun�c~oes que obedecem �as condi�c~oes dadas acima no

tempo euclidiano e, possivelmente, condi�c~oes de con-

torno impostas sobre algumas ou todas as vari�aveis es-

paciais, como ocorre no efeito Casimir. Nosso resultado

�e puramente formal. �E natural, portanto, que nos per-

guntemos sobre como proceder para calcular tais deter-

minantes e extrair deles resultados f��sicos.
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V.1 O m�etodo da fun�c~ao zeta generaliza-
da

O m�etodo da fun�c~ao zeta generalizada �e um m�etodo

de calcular determinantes funcionais. Ele foi intro-

duzido na teoria de campos no c�alculo da energia associ-

ada ao efeito Casimir e a�c~oes efetivas por v�arios autores

[9], [10]. Veja, tamb�em, a referência [11] quanto a uma

apresenta�c~ao mais detalhada. Aqui nos ateremos aos

seus aspectos principais remetendo o leitor �a literatura

especializada para maiores detalhes.

Se Â �e um operador que satisfaz a equa�c~ao de au-

tovalores () do Apêndice A, de�nimos a fun�c~ao zeta

generalizada que lhe �e associada por:

�
�
Â; s

�
:=
X
n

(�n)
�s
; (s 2 C ) ; (79)

onde �n s~ao os autovalores do operador Â e < s �e

su�cientemente grande para dar sentido matem�atico

a esta de�ni�c~ao. De fato, �e poss��vel mostrar queP
n (�n)

�s converge para < s > d=p, onde d �e a di-

mens~ao da variedade espa�co-temporal compacta sem

fronteiras em tela e p �e a ordem do operador (el��ptico)

Â [11], [12]. A fun�c~ao zeta generalizada admite uma

continua�c~ao anal��tica para uma fun�c~ao meromorfa. Se

ela for anal��tica em s = 0, podemos escrever para o

determinante de Â:

det
�
Â
�
:= exp

�
� d

ds
�
�
Â; s

�
js=0

�
: (80)

A motiva�c~ao por tr�as dessa de�ni�c~ao �e facilmente perce-

bida. De fato, suponhamos que haja um n�umero �nito

de autovalores �n de Â. Ent~ao, podemos escrever:

det
�
Â
�

= �n �n

= �n exp (ln�n)

= exp

 X
n

ln�n

!

= exp

 X
n

��s ln�n

!
s=0

(81)

= exp

 
�
X
n

�
d��sn
ds

�
s=0

!

= exp

�
� d

ds
�
�
Â; s

�
s=0

�
: (82)

Entretanto, quando temos um n�umero in�nito de au-

tovalores, mesmo que o produt�orio constru��do com os

autovalores de Â seja convergente, a rela�c~ao entre o de-

terminante e a fun�c~ao zeta pode n~ao ser bem de�nida.

A raz~ao �e que talvez n~ao seja poss��vel escrever:

X
n

�
d��sn
ds

�
s=0

=
d

ds

 X
n

��sn

!
s=0

; (83)

a menos que o somat�orio convirja absolutamente, in-

validando a (82). Nesse caso, �e necess�ario prescrever

uma receita para o c�alculo do determinante. A receita

se lê: (i) calcule os autovalores do operador A para as

condi�c~oes de contorno em quest~ao e construa a fun�c~ao

zeta pertinente, (ii) fa�ca a extens~ao anal��tica da fun�c~ao

zeta para o plano complexo s, ou pelo menos para um

dom��nio que contenha a origem. Finalmente, (iii) fa�ca

uso de (80). Se adotarmos o exposto acima, podemos

escrever a energia do estado fundamental dada por (72)

como:

E0 = � lim
TE!1

1

TE
ln(det A)�1=2

= + lim
TE!1

1

2TE
ln(det A)

= � lim
TE!1

1

2TE

�
� d

ds
�
�
Â; s

�
s=0

�
; (84)

onde naturalmente, o operador Â deve estar relacionado

com uma a�c~ao euclidiana que leve a integrais funcionais

gaussianas encontradas nos dois exemplos precedentes.

Vejamos, a seguir, como esta rela�c~ao se aplica a duas

situa�c~oes concretas.

V.1.1. O oscilador harmônico simples

Como primeiro exemplo, consideremos o oscilador

harmônico simples (que tamb�em pode ser visto como

um exemplo de uma teoria de campos em 0 + 1 di-

mens~oes). A energia do estado fundamental ser�a dada

por (74). Para calcular o determinante relevante, o

primeiro passo �e resolver a equa�c~ao de autovalores:�
� d2

d�2
+ !2

�
�n (�) = �n�n (�) ; (85)

com a condi�c~ao de contorno �n (�TE=2) = �n (TE=2).

Reconhecemos facilmente que a solu�c~ao dessa equa�c~ao

de autovalores �e proporcional a exp (i��). Ao fazer-

mos uso da condi�c~ao de contorno, os valores de � �cam

restritos a m�ultiplos inteiros positivos e negativos de

2�=TE: Segue que o espectro de autovalores de (85) �e

dado por:

�n =

�
2n�

TE

�2

+ !2; n 2 Z: (86)

A fun�c~ao zeta ser�a:
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�

�
� d2

d�2
+ !2; s

�
=

�
2�

TE

��2sX
n2Z

"
n2 +

�
TE !

2�

�2
#�s

= !�2s + 2

�
2�

TE

��2sX
n2N

"
n2 +

�
TE !

2�

�2
#�s

: (87)

O somat�orio do lado direito pode ser identi�cado com uma fun�c~ao de Epstein unidimensional n~ao-homogênea (veja

o Apêndice B). Em particular, nossa fun�c~ao de Epstein tem a forma:

EM2

1 (z; 1) =
1X
n=1

1

(n2 +M2)
z ; (88)

onde < z > 1=2 e M2 �e uma constante positiva. A continua�c~ao anal��tica desta fun�c~ao �e dada por (veja o Apêndice

B):

EM2

1 (z; 1) = � 1

2M2z
+

p
�

2M2z�1

�
�
z � 1

2

�
� (z)

+
2
p
�

� (z)

X
n2N

�n�
M

�z� 1

2

K�z+ 1

2

(2�nM) ; (89)

onde � (z) �e a fun�c~ao gama de Euler e K� (z) �e uma fun�c~ao de Bessel modi�cada de segunda esp�ecie. Fazendo as

adapta�c~oes necess�arias, obtemos:

�

�
� d2

d�2
+ !2; s

�
=

!TE

2�
1

2!2s

�
�
s� 1

2

�
� (s)

+
22�s!�2s

� (s)

�
2�

!TE

��s� 1

2 X
n2N

ns�
1

2 K�s+ 1

2

(n!TE) : (90)

Resta calcular a derivada da zeta em rela�c~ao a s e tomar o limite s ! 0. Essa tarefa torna-se simples quando

recorremos a um resultado importante que envolve a fun�c~ao gama, a saber: quando s ! 0, a fun�c~ao � (s) tende

para 1=s. Se, por hip�otese, G (s) for uma fun�c~ao regular quando s! 0, ent~ao,

lim
s!0

d

ds

�
G (s)

� (s)

�
= lim

s!0

�
1

�(s)

dG(s)

ds
� G(s)

�2(s)

d�(s)

ds

�

= lim
s!0

�
1

1=s

dG(s)

ds
� G(s)

1=s2
��1=s2��

= G (0) : (91)

Identi�cando G (s) em (90) e calculando a derivada com (91), obtemos:

G(0) =
!TE

2�
1

2

�

�
�1

2

�
+ 2

�
2�

!TE

�� 1

2 X
n2N

n�
1

2 K 1

2

(n!TE) : (92)

d

Substituindo este resultado em (84) e tomando o limi-

te indicado, vemos que o segundo termo tende a zero,

pois T
�1=2
E K 1

2

(n!TE) ! 0 neste limite. Portanto, a

energia do estado fundamental do oscilador harmônico

unidimensional �e:

E0 =
!

2
; (93)

resultado sobejamente conhecido. O leitor perguntar-

se-�a se vale a pena empregar t�ecnica t~ao so�sticada para

obter um resultado que pode ser obtido com t�ecnicas

mais familiares. A utilidade desta t�ecnica est�a na sua

aplica�c~ao em teoria quântica de campos, mas como

muitas vezes s�oi acontecer, o oscilador harmônico sim-

ples (sempre ele) �e o sistema ideal para ilustrar uma

t�ecnica nova de c�alculo. O exemplo seguinte, n~ao obs-

tante sua simplicidade, diz respeito �a teoria de campos.
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V.1.2 Campo escalar sem massa em 1+1
dimens~oes

Como segundo exemplo, consideremos a energia de

Casimir do campo escalar real ' (�; x), sem massa, em

1 + 1 dimens~oes. Como antes, consideramos que est�a

submetido a condi�c~oes de Dirichlet impostas em x = 0

e x = a, isto �e: ' (�; 0) = ' (�; a) = 0. A equa�c~ao de

autovalores () se lê:

�@2E �n (�; x) = �n�n (�; x) : (94)

As autofun�c~oes �n (�; x) de �@2E formam uma base

ortonormal no espa�co das fun�c~oes que satisfazem as

condi�c~oes de Dirichlet. �E f�acil ver que as autofun�c~oes

ortonormalizadas s~ao:

�n (�; x) =
1p
a

1p
2�

sin
�n�x

a

�
exp (i��) ; (95)

e que os autovalores s~ao dados por:

�n = �2 +
�n�
a

�2
; (96)

com � 2 R e n 2 N. Segue que a fun�c~ao zeta �e dada

por:

�
��@2E ; s

�
= TE

Z +1

�1

dk

2�

X
n2N

�
k2 +

�n�
a

�2��s
;

(97)

onde �zemos uso da substitui�c~ao
P! (TE=2�) dk para

a parte cont��nua do espectro de autovalores dado por

(96). Para dar prosseguimento ao c�alculo, fazemos uso

do resultado:Z
ddu

(u2+b2)
z = �

d

2

�
�
z � d

2

�
� (z)

�
b2
��z+ d

2 ; (98)

que pode ser obtido com o aux��lio de dois resultados.

Primeiro usamos:Z
ddu f(u) = 2

�

�
�
d
2

� Z 1

0

duud�1f(u); (99)

onde u = juje depois [5]:Z 1

0

dx x��1
�
x2 + c2

���1
=
c�+2��2

2
B
��
2
; 1� � � �

2

�
;

(100)

onde:

B (x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
; (101)

e < (� + �=2) < 1 e <� > 0. Fazendo uso de (98) em

(97), obtemos:

�
��@2E ; s

�
=
TE
2�

�
1

2

�
�
s� 1

2

�
� (s)

��
a

��2s+1X
n2N

n�2s+1:

(102)

Observemos que, como no caso do oscilador, a fun�c~ao

zeta �e da forma G (s) =� (s) e que o somat�orio no lado

direito de (102) �e a fun�c~ao zeta de Riemann �R (2s� 1).

Procedendo como antes, i.e.: calculando a derivada com

(91) e substituindo em (84), obtemos o resultado �nal:

E0 (a) = � �

24 a
; (103)

onde �zemos uso do resultado �R (�1) = �1=12, que
pode ser obtido fazendo z = �1 na f�ormula de reex~ao

[5]:

2z� (1� z) �R (1� z) sin
�z�
2

�
= �1�z�R (z) : (104)

O resultado obtido para a energia do v�acuo do campo

escalar real sem massa em 1 + 1 �e o mesmo que ob-

tivemos anteriormente com outros m�etodos. O sinal

negativo indica que os pontos de Dirichlet atraem-se

mutuamente.

VI O m�etodo da fun�c~ao de

Green

Um segundo m�etodo de c�alculo do determinante e, con-

seq�uentemente, da energia do estado fundamental, �e o

m�etodo da fun�c~ao de Green. De fato, como:

ln
h
det
�
Â
�i

= Tr
h
ln
�
Â
�i
; (105)

onde o s��mb olo Tr signi�ca tra�co, ou seja, a soma dos

autovalores do operador Â em quest~ao. Na represen-

ta�c~ao em que este �e diagonal, podemos escrever [veja

(77)]:

E0 = lim
TE!1

1

2TE
Tr
h
ln
�
Â
�i
; (106)

onde Â �e o operador de interesse. Com isso eliminamos

o expoente �1=2 dentro do determinante em (77) e �-

camos com o logaritmo do operador de interesse. A

id�eia por tr�as do m�etodo �e expressar o tra�co do oper-

ador Â em termos da fun�c~ao de Green que lhe �e asso-

ciada. Passemos aos exemplos.

VI.1 O oscilador harmônico sim-
ples

Comecemos com o oscilador harmônico simples.

Nesse caso:

E0 = lim
TE!1

1

2TE
Tr

�
ln

�
� d2

d�2
+ !2

��
: (107)

Derivando esta rela�c~ao em rela�c~ao a !2, temos:

@E0

@!2
= lim

TE!1

1

2TE
Tr

�
� d2

d�2
+ !2

��1
; (108)
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onde agora o tra�co �e sobre o inverso do operador em

quest~ao. O operador inverso na representa�c~ao � �e a

fun�c~ao de Green e satisfaz a equa�c~ao diferencial:�
� d2

d�2
+ !2

�
G (�; � 0;!) = Æ (� � � 0) ; (109)

onde,

G (�; � 0;!) =

�
� d2

d�2
+ !2

��1
Æ (� � � 0) ; (110)

ou,

G (�; � 0;!) = h� j Ĝ j� 0i : (111)

Como queremos o tra�co da fun�c~ao de Green, fazemos

� = � 0 e escrevemos:

@E0

@!2
= lim

TE!1

1

2TE

Z TE

2

�
TE

2

d� G (�; � ;!) : (112)

Vemos ent~ao que para prosseguir devemos, em primeiro

lugar, resolver o problema do c�alculo expl��cito da fun�c~ao

de Green do oscilador harmônico simples, o que pode

ser feito com o m�etodo da transformada de Fourier.

Substituindo em (109) as representa�c~oes de Fourier:

G (�; � 0;!) =

Z +1

�1

d�

2�
exp [i (� � � 0) �] g (�;!) ;

(113)

e,

Æ (� � � 0) =

Z +1

�1

d�

2�
exp [i (� � � 0) �] ; (114)

obtemos: �
�2 + !2

�
g (�;!) = 1: (115)

Conseq�uentemente:

G (� � � 0;!) =

Z +1

�1

d�

2�

exp [i (� � � 0) �]

�2 + !2
: (116)

νε 
ν

Im

Re

ν

i

-i

ω

ω

Figura 6. O plano complexo �.

O integrando apresenta dois p�olos simples em � = �i!,
veja a Fig. 6.

Se � > � 0, como exp [i (� � � 0) �] =

exp [i (� � � 0)< � � (� � � 0)= � ], fechamos o contorno

no plano = � > 0 no sentido anti-hor�ario e usamos o

teorema de Cauchy, obtendo:

G+ (� � � 0;!) =
1

2!
exp [� (� � � 0)!] ; (117)

e se � < � 0, fechamos o contorno no plano = � < 0 no

sentido hor�ario, obtendo nesse caso:

G� (� � � 0;!) =
1

2!
exp [� (� 0 � �)!] : (118)

A fun�c~ao de Green correta �e (� (�) �e a fun�c~ao degrau

de Heaviside):

c

G (� � � 0;!) =
1

2!
[� (� � � 0) exp [� (� � � 0)!] + � (� 0 � �) exp [� (� 0 � �)!]]

=
1

2!
exp (� j� � � 0j !) : (119)

Como queremos o tra�co, escrevemos G (0;!) = 1= (2!)

e portanto:

@E0

@!2
=

1

2!
lim

TE!1

1

2TE

Z TE

2

�
TE

2

d�

=
1

4!
: (120)

Logo, escrevendo @E0=@!
2 =

�
@!=@!2

�
(@E0=@!),

temos:
@E0

@!
=

1

2
: (121)

Integrando em rela�c~ao a !, obtemos �nalmente:

E0 =
!

2
+ C; (122)

onde C �e uma constante de integra�c~ao que podemos

escolher com sendo nula, recuperando deste modo o re-

sultado familiar da mecânica quântica usual.
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VI.1.1 Campo escalar em 3+1 dimens~oes

Como segundo exemplo, consideremos uma vez mais

o campo escalar real ', mas desta feita, com um pouco

mais de realidade, em 3 + 1 dimens~oes. Para que pos-

samos aplicar a t�ecnica da fun�c~ao de Green ao c�alculo

do determinante bosônico, admitiremos a hip�otese de

que o campo escalar �e massivo. A massa m associada

ao quantum do campo far�a o papel da freq�uência !

no caso do oscilador. Ao �nal, se nos for conveniente,

poderemos tomar o limite de massa nula. A a�c~ao eu-

clidiana se escreve ent~ao:

SE ['] =
1

2

Z
d� d3x ' (�;x)

��@2E +m2
�
' (�;x) :

(123)

Suponhamos que, em z = 0 e z = a, o campo tenha que

satisfazer condi�c~oes de contorno de Dirichlet. Tamb�em

neste caso, a energia do estado fundamental ser�a dada

por:

E0 (a) = lim
TE!1

1

2TE
Tr
�
ln
��@2E +m2

��
; (124)

estando subentendido que o tra�co deve ser calculado

no espa�co das fun�c~oes que obedecem �as condi�c~oes

de Dirichlet, al�em da condi�c~ao ' (�TE=2;x) =

' (TE=2;x). Repetindo os passos que demos no caso

do oscilador harmônico, derivamos a energia E0 (a) em

rela�c~ao �a massa ao quadrado para obter:

@E0 (a)

@m2
= lim

TE!1

1

2TE
Tr
��@2E +m2

��1
: (125)

Como antes:��@2E +m2
�
G (�;x; � 0;x0) = Æ (� � � 0) Æ (x� x0) ;

(126)

o que signi�ca que na representa�c~ao de coordenadas:

G (�;x; � 0;x0) =
��@2E +m2

��1
Æ (� � � 0) Æ (x� x0) ;

(127)

ou ainda:

G (�;x; � 0;x0) = h�;xj ��@2E +m2
��1 j� 0;x0i : (128)

A geometria do sistema que estamos estudando per-

mite que a fun�c~ao de Green possa ser constru��da com o

m�etodo das imagens. De fato, para condi�c~oes de con-

torno de Dirichlet �e poss��vel mostrar que [15]:

G (�;x; � 0;x0) =
X
n2Z

G0 (� � � 0;x� x0+2anû)�

X
n2Z

G0 (� + � 0;x+ x0+2anû) ; (129)

onde G0 (� � � 0;x� x0) �e o propagador da part��cula

escalar livre e û = (0; 0; 0; 1). O primeiro somat�orio

representa a propaga�c~ao entre (� 0;x0) e (�;x) com

um n�umero par de reex~oes; o segundo somat�orio (e

o sinal negativo) representa a propaga�c~ao entre (� 0;x0)

e (�;x) com um n�umero ��mpar de reex~oes, veja a

Fig. 7. O termo 2anû no argumento da fun�c~ao de

Green livre localiza a posi�c~ao das imagens. Mais adi-

ante mostraremos que, no c�alculo do tra�co, o segundo

somat�orio n~ao depende da distância a e, portanto, pode

ser descartado. No momento, por�em, deixemos este

ponto de lado e concentremos nossa aten�c~ao no propa-

gador G0 (� � � 0;x� x0). Como mostrado no Apêndice

C, este propagador pode ser calculado com o m�etodo

do tempo pr�oprio introduzido por J. Schwinger em um

famoso artigo publicado em 1951 [16]. O resultado se

lê:

G0 (� � � 0;x� x0) =
m

4�2 j�jK1 (m j�j) ; (130)

ondeK1(m j�j) �e uma fun�c~ao de Bessel modi�cada com

�2 := (� � � 0)
2
+(x� x0)

2
. Fisicamente, esse resultado

pode ser interpretado como descrevendo a propaga�c~ao

de uma part��cula escalar livre em quatro dimens~oes eu-

clidianas na representa�c~ao de coordenadas. Passemos,

agora, ao c�alculo da energia de Casimir do campo em

quest~ao.

Z

a

P'

P

Figura 7. A geometria simples das superf��cies de Dirichlet
paralelas permite o uso do m�etodo das imagens no c�alculo
da fun�c~ao de Green relevante.

VI.1.2 A energia de Casimir do campo
escalar em 3 + 1 dimens~oes

Voltemos ao problema original e construamos a

fun�c~ao de Green para as condi�c~oes de Dirichlet. Subs-

tituindo (130) em (129), temos:

G (�;x; � 0;x0) =
X
n2Z

G0 (� � � 0;x� x0+2anû)

=
m

4�2

X
n2Z

K1 (m j�+ 2anûj)
j�+ 2anûj :

(131)



416 J.J. Passos Sobrinho e A.C. Tort

Como queremos o propagador no mesmo ponto do

espa�co-tempo euclidiano, segue que:

G (�;x; �;x) =
(am)

8�2a2

X
n2Z�f0g

1

jnjK1 (2ma jnj) ; (132)

em que o termo (divergente) correspondente a n = 0

foi exclu��do e o propagador, portanto, renormalizado.

A subtra�c~ao do termo n = 0 corresponde �a subtra�c~ao

de (129) ou (131) do propagador da part��cula livre

na ausência de placas. Outro modo de justi�car essa

subtra�c~ao �e reconhecer que esse termo n~ao depende da

distância entre as placas. Substituindo este resultado

na (125), obtemos:

c

@E0

@m2
= lim

TE!1

1

2TE

Z TE

2

�
TE

2

d�

Z
dx

Z
dy

Z a

0

dz G (�;x; �;x)

= A
(am)

8�2a

X
n2N

1

n
K1 (2man) ; (133)

d
onde A �e a �area da superf��cie sobre a qual as condi�c~oes

de Dirchlet vigoram e um fator 2 foi introduzido ao

fazermos a troca Z� f0g por N. Para integrar (133),

fazemos uso da rela�c~ao [5]:�
d

zdz

�j
[z�K� (z)] = (�1)j z��jK��j (z) ; (134)

com a qual podemos mostrar que:

K1 (2amn) = � 1

amn

d

dm2

�
m2K2 (2amn)

�
: (135)

Segue ent~ao que:

1

A

@E0

@m2
= � 1

8�2a

@

@m2

X
n2N

m2

n2
K2 (2amn) : (136)

A integra�c~ao em m2 �e imediata e leva a:

E0 (a)

A
= � (am)

2

8�2a3

X
n2N

1

n2
K2 (2amn) ; (137)

onde a constante de integra�c~ao �ca determinada pelo

fato de que, no limite extremo em que a massa da ex-

cita�c~ao do campo vai ao in�nito, a energia de Casimir

deve ser nula. Essa condi�c~ao combinada com o fato de

que K�(z) ! 0 para z ! 1 (veja a (138) abaixo) nos

leva a concluir que a constante de integra�c~ao �e zero.

No limite em que am � 1, apenas o termo corres-

pondente a n = 1 em (137) �e signi�cativo, e fazendo

uso de:

K�(z) �
� �
2z

�1=2
exp (�z) ; z !1; (138)

com z = 2am, obtemos:

E0 (a)

A
� � 1

16a3

�am
�

�3=2
exp (�2am) ; (139)

de acordo com a literatura [21].

Outro limite importante �e o limite de massa nula, o

qual pode ser obtido se �zermos o uso da rela�c~ao [5]:

lim
z!0

Kn (z) � (n� 1)! 2n�1z�n; (140)

v�alida para n 2 N. Segue, ent~ao, que:

E0 (a)

A
� � 1

16�2a3

X
n2N

1

n4
: (141)

A soma
P

n2N n
�4 de�ne a fun�c~ao zeta de Riemann

�R(4). Seu valor num�erico �e [5]:

�R(4) =
�4

90
: (142)

Portanto, a energia de Casimir por unidade de �area no

limite de massa zero ser�a:

E0 (a)

A
� � �2

1440 a3
: (143)

Esse resultado tamb�em concorda perfeitamente com o

encontrado na literatura [21]. Conv�em lembrar que a

multiplica�c~ao desse resultado por um fator 2 reproduz

o efeito Casimir eletromagn�etico para placas paralelas

perfeitamente condutoras separadas por uma distância

a. O fator 2 toma conta dos graus de liberdade de po-

lariza�c~ao do campo eletromagn�etico. Entretanto, isso

acontece somente para a geometria simples das placas

paralelas, para outras geometrias a simula�c~ao do campo

eletromagn�etico por um campo escalar real n~ao �e t~ao

simples assim.

Resta justi�car a raz~ao pela qual a parcela do propa-

gador correspondente a um n�umero ��mpar de reex~oes

n~ao contribui para o efeito Casimir [17].

Em 3+ 1 o c�alculo do tra�co leva ao c�alculo da inte-

gral:
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I = �
Z
dx

Z
dy

Z a

0

dz
X
n2Z

G0 (2�; 2x; 2y; 2z+2anû) : (144)

Introduzindo-se a vari�avel � := z + na, n 2 N, a integral pode ser rescrita como:

I = �
Z
dx

Z
dy
X
n2Z

Z (n+1)a

na

d�G0 (2�; 2x; 2y; 2�) : (145)

Mas �e f�acil ver que:

X
n2Z

Z (n+1)a

na

d�G0 (2�; 2x; 2y; 2�) =

Z a

0

d� : : :+

Z 2a

a

d� : : :+

Z 3a

2a

d� : : :

+

Z 0

�a

d� : : :+

Z �a

�2a

d� : : :+

Z �2a

�3a

d� : : :

=

Z +1

�1

d�G0 (2�; 2x; 2y; 2�) ; (146)

d

e, portanto, esta integral n~ao depender�a da distância a

entre as superf��cies planas.

VII Considera�c~oes �nais e in-

dica�c~oes bibliogr�a�cas

Neste trabalho, procuramos contribuir para a lite-

ratura pedag�ogico-cient���ca em l��ngua portuguesa de

modo geral e para aquela que concerne aos efeitos da

v�acuo quântico em particular, apresentando ao leitor

alguns dos m�etodos de c�alculo da energia de Casimir.

Come�camos discutindo o conceito de energia de Casimir

e salientamos a importância da sua regulariza�c~ao. De-

pois mostramos, por meio do formalismo canônico,

que a energia de Casimir �e uma caracter��stica das

teorias quânticas de campo relativ��sticas submetidas

a condi�c~oes de contorno. A seguir, apresentamos os

m�etodos de c�alculo da energia de Casimir, come�cando

com dois m�etodos diretos: o m�etodo do corte e o

m�etodo da regulariza�c~ao na rede. Depois introduzimos

a no�c~ao mais so�sticada da energia do v�acuo como o

logaritmo de um determinante funcional bosônico e cal-

culamos essa quantidade por meio do m�etodo da fun�c~ao

zeta generalizada e depois por meio da fun�c~ao de Green.

Em todos os casos discutimos exemplos cuja simpli-

cidade facilita a compreens~ao do m�etodo em quest~ao.

Como j�a mencionado anteriormente, os quatro m�etodos

discutidos aqui n~ao esgotam o arsenal de m�etodos uti-

lizados no c�alculo da energia de Casimir, mas s~ao sig-

ni�cativos.

Finalmente, gostar��amos de concluir dando ao leitor

algumas indica�c~oes bibliogr�a�cas. Parte da literatu-

ra sobre o efeito Casimir �e apresentada em um levan-

tamento bibliogr�a�co recente que se deve a Lamore-

aux [18]. Ao leitor interessado em aprofundar seus

conhecimentos, sem por isso ser aterrado por uma mon-

tanha de detalhes t�ecnicos, recomendamos o artigo de

Elizalde e Romeo [7] e a monogra�a de Mostepanenko

e Trunov [19], que cont�em uma vis~ao geral completa

e mais avan�cada do efeito Casimir e suas aplica�c~oes a

diversos campos da f��sica, especialmente �a cosmologia

e �a f��sica das part��culas elementares. Dos mesmo au-

tores, o leitor desejoso de um aprendizado mais t�ecnico

e profundo poder�a consultar a referência [20]. Neste

sentido, o artigo de revis~ao de Pluniem et al. [21], em-

bora n~ao t~ao recente, �e tamb�em recomendado. Pro-

gressos recentes, experimentais e te�oricos, s~ao apresen-

tados por Bordag, Mohideen e Mostepanenko em [22].

Na referência [23], al�em do efeito Casimir, o leitor en-

contrar�a discuss~oes sobre outros t�opicos relacionados

com a f��sica do v�acuo quântico, como por exemplo, as

for�cas de van der Waals de dispers~ao e sua rela�c~ao com

o efeito Casimir. Todas essas referências contêm exten-

sas cole�c~oes de referências bibliogr�a�cas sobre o tema.

O artigo original de Casimir pode ser lido em [24], veja

tamb�em [25] quanto a uma vers~ao com nota�c~ao atua-

lizada. Uma tradu�c~ao para o português do artigo ori-

ginal de Casimir pode ser encontrada no apêndice da

referência [26], que traz tamb�em uma sinopse (em por-

tuguês) da evolu�c~ao do conceito de v�acuo ao longo da

hist�oria.
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Apêndice A: integrais gaussianas

A energia do estado fundamental dada por (72) pode

ser calculada de modo exato nos casos em que a integral

funcional �e da forma dita gaussiana em analogia com

as integrais gaussianas ordin�arias. Vejamos ent~ao, sem

muito rigor matem�atico, e sim com argumentos de plau-

sibilidade, como integrais funcionais gaussianas podem

ser explicitamente calculadas.

Considere-se a integral gaussiana ordin�aria:Z +1

�1

dy exp

�
�1

2
ay2
�
= (2�)

1

2 a�
1

2 ; a > 0: (A1)

Queremos generalizar este resultado e mostrar que:

c
Z +1

�1

dy1:::dyN exp

�
�1

2
hY j Â jY i

�
= (2�)

N

2

�
det Â

�� 1

2

; (A2)

d

onde jY i �e um vetor pertencente a um espa�co vetorial

real de dimens~ao �nita,

jY i =

0
B@

y1
...
yN

1
CA (A3)

com yi 2 R. O operador Â �e um operador de�nido

positivo representado por uma matriz real e sim�etrica,

isto �e: seus autovalores s~ao n�umeros reais, positivos e

nenhum deles �e nulo. Suponhamos que o operador Â

possua um conjunto ortonormal completo de autove-

tores j�ni tal que:

Â j�ni = �n j�ni ; (A4)

com h�nj �mi = Æmn e,

NX
n=1

j�ni h�nj = 1̂: (A5)

Podemos expandir o vetor jY i na base formada pelos

autovetores de Â:

jY i =
NX
n=1

cn j�ni : (A6)

Segue que podemos escrever:

hY
���Â��� Y i = NX

m=1

NX
n=1

cmcn h�mj Â
��� �ni

=

NX
n=1

c2n�n: (A7)

Observando que a transforma�c~ao de base �e linear e que

seu jacobiano vale a unidade, escrevemos:

Z +1

�1

dy1:::dyN exp

�
�1

2
hY j Â jY i

�

=

Z +1

�1

dc1:::dcN exp

 
�1

2

NX
n=1

c2n�n

!

= (2�)
N

2

�
�N
n=1�n

�� 1

2

= (2�)
N

2

�
det Â

�� 1

2

; (A8)

que �e o resultado que nos propusemos obter. Quando o

vetor jY i tem uma in�nidade cont��nua de componentes,

a equa�c~ao acima torna-se uma integral funcional gaus-

siana, que formalmente representamos por:Z
D [Y ] exp

�
�1

2
hY j Â jY i

��
det Â

�� 1

2

:

�E poss��vel mostrar que:Z
D [Y ] exp

�
�1

2
hY j Â jY i

�
=
�
det Â

�� 1

2

; (A9)

onde o fator (2�)
N

2 , que diverge no limite N ! 1,

�e levado em conta na medida da integral funcional.

Tomando o logaritmo de (A9) obtemos

ln

Z
D [Y ] exp

�
�1

2
hY j Â jY i

�
= ln

�
det Â

�� 1

2

(A10)

Apêndice B: fun�c~oes de Epstein

As fun�c~oes de Epstein multidimensionais inomo-

gêneas [27] (veja tamb�em Elizalde et al. [11] para uma

apresenta�c~ao moderna) s~ao de�nidas por:
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EM2

N (z; a1; a2; :::aN ) =

1X
n1;n2;::nN=1

�
a1n

2
1 + a2n

2
2 + � � �+ aN n2N +M2

��z
; (B1)

for < z > N=2 and a1; a2; :::aN > 0. Esta fun�c~ao possui uma continua�c~ao anal��tica para uma fun�c~ao merom�or�ca

que para N = 1 �e dada por:

EM2

1 (z; a) = � 1

2M2z
+
��
a

�1=2 1

2M2z�1�(z)

�
"
�

�
z � 1

2

�
+ 4

1X
n=1

a(1�2z)=4

(�Mn)(1=2)�z
K(1=2)�z

�
2�Mn

a1=2

�#
: (B2)

Para prov�a-lo, consideremos inicialmente:

EM2

1 (z; a) =

1X
n=1

�
an2 +M2

��z

= a�z
1X
n=1

�
n2 + C2

��z
; (B3)

onde C2 �M2=a. Com a representa�c~ao integral da fun�c~ao gama de Euler:

�(z)��z =

Z 1

0

dt tz�1 exp (��t) ; <z > 0 ; (B4)

podemos escrever:

EM2

1 (z; a) =
a�z

�(z)

Z 1

0

dt tz�1 exp
��C2t

�X
n=1

exp
��n2t� (B5)

A seguir introduzimos a f�ormula de Poisson [28]:

1X
n=�1

exp(�n2�t) =
r

1

t

1X
n=�1

exp
��n2�=t� ; (B6)

a qual, fazendo a substitui�c~ao �t! t, reescrevemos aqui de forma mais conveniente:

1X
n=1

exp(�n2�t) = �1

2
+

1

2
p
t
+

1p
t

1X
n=1

exp
���n2�� =t� : (B7)

Segue ent~ao que podemos escrever para EM2

1 (z; a) a express~ao:

EM2

1 (z; a) = �1

2

a�z

�(z)

Z 1

0

dt tz�1 exp
��C2t

�
+

1

2

a�z

�(z)

p
�

Z 1

0

dt tz�1=2�1 exp
��C2t

�

+
a�z

�(z)

p
�

1X
n=1

Z 1

0

dt tz�1=2�1 exp
��C2t

�
exp

���n2�� =t� : (B8)

d

Recorrendo-se novamente �a de�ni�c~ao da fun�c~ao gama

de Euler, o primeiro termo reduz-se �a �1=2M2z , e o

segundo a:

1

2

r
�

a

�(z � 1=2)

�(z)

1

M2z+1
:

O terceiro termo pode ser tratado com a representa�c~ao

integral da fun�c~ao de Bessel modi�cada do segundo

tipo, veja (C9) no Apêndice C. O terceiro termo �e ent~ao:

2

�
n�a1=2

M

�z�1=2
Kz�1=2

�
2n�Mp

a

�
:

Coletando todos os termos e rearranjando-os de
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modo conveniente, obtemos a continua�c~ao anal��tica

de EM2

1 (z; a), a equa�c~ao (146), pois as continua�c~oes

anal��ticas da fun�c~ao gama, �(z), e da fun�c~ao de Bessel

modi�cada do segundo tipo, K�(z), s~ao bem conheci-

das. Observe-se que a estrutura de p�olos de EM2

1 (z; a)

�ca determinada pela fun�c~ao �(z � 1=2). Deste modo,

EM2

1 (z; a) �e uma fun�c~ao merom�or�ca com p�olos simples

situados em z = 1
2 ;� 1

2 ;� 3
2 ; ::: .

Apêndice C: o propagador da
part��cula livre

Comecemos com a representa�c~ao de tempo pr�oprio

para o operador
��@2E +m2

��1
introduzida por

Schwinger [16]:

1

�@2E +m2
=

Z 1

0

ds exp
�� ��@2E +m2

�
s
�
; (C1)

onde s �e um parâmetro invariante com dimens~oes de

comprimento ao quadrado. Outro resultado impor-

tante para os nossos prop�ositos �e a equa�c~ao de auto-

valores para o operador momentum linear ao quadrado

no espa�co euclidiano:

P̂ 2 j!;pi = p2 j!;pi ; (C2)

onde p2 = !2+p2 , e na representa�c~ao de coordenadas

P̂ 2 ! �@2E . Portanto, para o propagador podemos es-

crever:

c

G0 (� � � 0;x� x0) = h�;xj 1

�@2E +m2
j� 0;x0i

=

Z 1

0

ds exp
��m2s

� h�;xj exp �� ��@2E� s� j� 0;x0i : (C3)

Agora,

h�;xj exp �� ��@2E� s� j� 0;x0i =Z
d! d3p h�;xj exp �� ��@2E� s� j!;pi h!;p j� 0;x0i
=

Z
d! d3p exp

��p2s� h�;xj !;pi h!;p j� 0;x0i
=

Z
d!

2�

d3p

(2�)3
exp

��p2s� exp [i! (� � � 0) + p� (x� x0)] ; (C4)

onde �zemos uso da equa�c~ao de autovalores para o operador P̂ , (C2), e suas autofun�c~oes na representa�c~ao de

coordenadas:

h�;xj !;pi = 1

(2�)
4 exp i (!� + p � x) : (C5)

Cada uma das quatro integrais no espa�co euclidiano dos momentos que devemos calcular �e da forma:Z +1

�1

du exp
�
au2 + bu

�
=

r
�

�a exp
�
� b2

4a

�
; (C6)

e o resultado da integra�c~ao �e:

h�;xj exp �� ��@2E� s� j� 0;x0i =
"�

1

4�s

� 1

2

#4
exp

�
��2

4s

�
; (C7)

onde de�nimos �2 := (� � � 0)
2
+ (x� x0)

2
. Segue que:

G0 (� � � 0;x� x0) =
1

16�2

Z +1

0

ds

s2
exp

��m2s
�
exp

�
��2

4s

�
: (C8)

Agora fazemos uso da integral [5]:

Z 1

0

duu��1 exp

�
�u� �

u

�
= 2

�
�



� �

2

K�

�
2
p
�
�
; (C9)



Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 23, no. 4, Dezembro, 2001 421

onde <� > 0, <  > 0 e K� (z) �e uma fun�c~ao de Bessel modi�cada, obtendo:

G0 (� � � 0;x� x0) =
m

4�2 j�jK1 (m j�j) ; (C10)

que �e o propagador da part��cula escalar livre em quatro dimens~oes euclidianas na representa�c~ao de coordenadas.

d
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