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As teorias quénticas de campo sdo fundamentais em teoria de Matéria Condensada e Fisica de
Altas Energias. Nesse artigo mostramos como um formalismo tipico de teorias de campos pode ser
introduzido didaticamente, generalizando a solu¢ao do oscilador harmoénico para um grande nimero
de graus de liberdade. No limite continuo, esse método nos leva a quantizagdo do campo de uma
corda esticada vibrante e & existéncia dos fonons como excitagoes elementares (“particulas”) desse
campo. O procedimento pode ser usado como introdugao elementar as teorias quanticas de campo
através de ferramentas ensinadas em um curso de graduagao de Mecanica Quéntica.

Quantum field theories are central to both Condensed Matter and High-Energy Physics. In this
article, we show how a typical field theoretical formalism can be pedagogically constructed by
generalizing the solution of a harmonic oscillator to a large number of degrees of freedom. In the
continuum limit, this method leads to the quantization of the field of a vibrating stretched string
as well as to the existence of phonons as elementary excitations (“particles”) of this field. The
procedure can be used as an elementary introduction to quantum field theory by means of tools
taught at an undergraduate course in Quantum Mechanics.
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I Introducao

Entendemos por campo uma funcao definida em todos
os pontos do espaco. Por ser definido sobre um con-
junto continuo de pontos, um tnico campo incorpora
um nudmero infinito de graus de liberdade. O exemplo
mais familiar é o campo eletromagnético, que é o centro
das atengdes de todo o Eletromagnetismo [1].

A proposta da Teoria Quéantica de Campos é
quantizar esses objetos matemadticos, assim como a
Mecanica Quantica trata de quantizar as grandezas
fisicas relacionadas ao movimento de um nimero finito
de particulas. A forma de fazer isso é escrever os
observaveis em termos de operadores que aumentam
ou diminuem o nimero de certas quantidades discre-
tas no sistema, conhecidos como quanta de excitagao.
Tais quantidades sdo entao identificadas com particulas
elementares cujas propriedades (como massa, carga
elétrica e spin) se refletem nas propriedades do campo.
Por exemplo, as particulas que resultam da quan-
tizacdo do campo eletromagnético (mais propriamente,
do quadripotencial A*) sdo os fétons, que tém massa
e carga nulas e spin 1. Como toda a informacio sobre
o numero e estado das particulas pode ser resumida
na descri¢do do estado do campo, o formalismo de teo-
ria de campos é conveniente para tratar sistemas de
muitas particulas. Mais do que isso: numa teoria rela-

tivistica, com possibilidade de criacdo e aniquilagdo de
particulas, a funcdo de onda de uma particula perde
o significado, e o formalismo de campos é essencial e
inevitavel [2, 3].

O objetivo deste artigo é mostrar como quanti-
zar um campo unidimensional, correspondente a uma
corda vibrante, da maneira mais pedagdgica possivel.
Esse procedimento torna-se bastante simples quando
comecamos tratando um sistema discreto de osciladores
acoplados. Por isso, na secdo II, revisamos a solugdo
quéantica do oscilador harmonico. Na secdo III, trata-
mos o problema de dois osciladores acoplados. Na secao
IV, generalizamos a solucao para N osciladores acopla-
dos, diagonalizando o Hamiltoniano através dos modos
normais de vibracdo. Por fim, na se¢do V, tomamos o
limite continuo (pardmetro de rede indo a zero) e en-
contramos o espectro do Hamiltoniano da nossa teoria
de campo.

IT Oscilador harmonico

O oscilador harmoénico unidimensional de massa m e
constante de mola C' é regido pela Lagrangiana [4]

L(z, %)= %ma’:2 - %Ca@, (1)
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onde x é a posicdo da particula. O momento canonica-
mente conjugado a x é

p
O Hamiltoniano, que deve ser escrito como funcdo de z

ep,é
p2 1.5
H(z,p)=pt—L=—+=Cz". 3
(r.0) = p r 3)
A quantizacdo do movimento da particula é feita
associando-se a x e p operadores Hermitianos que sat-
isfazem a relagdo de comutagdo candnica

[z, p] = ih. (4)

Um estado qualquer da particula é descrito por um
ket genérico |1)). Na base de autoestados de posicdo
{|z)}, |¥) é representado por uma funcdo de onda
() = (z | ¢), tal que | P(z) |*= *(2)(x) representa
a densidade de probabilidade de encontrar a particula
entre z e x + dr. Queremos encontrar as solugbes da
equagao de Schrédinger independente do tempo

Hp) =E|)), (5)
onde os valores de E sdo as energias permitidas do sis-

tema. Para isso, definem-se os operadores adimensio-
nais

Tz = — 7T, (6)

(7)

ﬁ:

[I—

[H, a] [) = hwa' [)

=
[H,a] |¢) = —hwaly) =

Logo, a aniquila um quantum de energia fiw e a' cria
0 mesmo quantum. Por isso, os operadores a e a' séo
conhecidos como operador de aniquilagao e operador de
Criacao.

O espectro de N é formado por inteiros ndo nega-
tivosn = 0,1,2, ... [4]. Conseqlientemente, os niveis de
energia sao discretos e dados por

B, = hw <n+1> (n=0,1,2,..). (20)

2
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O Hamiltoniano fica entdo

H= %hw(ﬁ2+:52). (9)

Definem-se os operadores a e a' na forma

1 _

a = 75(954'217), (10)
1 _

af = 75(3:—11)). (11)

Invertendo essas relacoes, obtemos

r = L a+a
= plera), (12)
p = ﬁ(a—aT). (13)
Da Eq. (8), temos
[a,af] =1. (14)

Substituindo Z e p na Eq. (9), obtemos H na forma

H:hw(N-{—%),

onde N = a'a é chamado de operador nimero. De (14),

temos as relagdes de comutacgdo entre H e os operadores
.1.

aea

(15)

[H,a]
[H,a"] =

—hwa,
hwa'.

Decorre das Eq. (16) e (17) que, se |¢) é um autovetor
de H com energia E, entio a' [¢) e a|1)) sdo autovetores
de H com energias E + hw e E — hw, respectivamente,
pois

Hal [¢) = (E + hw) at |4),
Ha|p) = (E — hw)a|i) .

A menor energia permitida é a chamada energia de
ponto zero

1

O estado fundamental, denotado por |0), é tal que
alo) =0, (22)

pois o operador ¢ ndo pode criar niveis com energia
menor do que Ey. O n-ésimo estado excitado é cons-
truido a partir do estado fundamental, aplicando-se o
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operador de criagdo n vezes sobre o estado fundamental
n
n) = —= (a)" |0}, (23)

onde 1/v/n! constante de normalizacdo, tal
que (n|ny = 1. A atuacdo dos operadores de
criacao e aniquilacao sobre os auto-estados do oscilador
harmonico é dada por

al) = Valn-1), (24)
a'ln) = Vn+lln+1). (25)

Pode-se demonstrar que a funcio de onda do estado |n)
é
2

Ya(z) = (¢ | n) = Hy(x)e 357, (26)

onde H,(z) é o polinémio de Hermite de ordem n.

IIT Dois osciladores acoplados

Podemos tratar problemas que envolvem mais de uma
particula usando a equacdo de Schrédinger indepen-
dente do tempo (5), onde 1) é agora uma funcio das N
coordenadas que informam a posi¢ao de cada particula
e E é a energia do sistema. Denotaremos essas posicoes
por uj,us,..,uyn; assim, ¥ = ¢ (ug,us,...,uy) =
¥ (uj). Para quantizar esse sistema, precisamos conhe-
cer o Hamiltoniano cldssico em funcdo das quantidades
canonicamente conjugadas e entdo associar operadores
a essas quantidades. Se a energia potencial depender
apenas das coordenadas, a Lagrangiana sera dada por

[5]

N
. 1
Lluj, i) = 5 W =V (ur,eun). (27)

j=1

Se pj = 0L/0 uj= mi; é o momento canonicamente
conjugado a uj, o Hamiltoniano cldssico sera

U]ap] Zpguj L= ZQm +V ul,...,uN).
J

(28)
Associam-se as varidveis canonicas cldssicas operadores
de posicao u; e momento p; que satisfazem

[ui,u;] = [pi,pi] =0, (29)
[’U,i, pj] = Zh(SU . (30)
Comecamos com o problema simples de duas

particulas, de massas m; e ms, ligadas pela energia
potencial

V (uy,uz) = %0 (us —uy)?, (31)

que corresponde ao problema cldssico de duas massas
acopladas por uma mola de constante C. O Hamiltoni-
ano do sistema é

2 2
Y4 P3 1 2

H=—"——+4+—— 4+ - — . 2
2mi1  2me QO(U2 u) (32)

E conveniente reescrever a Eq. (32) em termos das no-
vas coordenadas

vo= Uz —ui, (33)
miur + mata
= AT 34

onde M = mj; + ma. As coordenadas v e w sao facil-
mente reconhecidas como a coordenada relativa entre
mi1 e ma e a coordenada do centro de massa do sis-
tema, respectivamente. Os momentos conjugados a v e
w Sao

p, = m1p2Mm2p1, (35)
D1+ P2 (36)

Pw

Com essa transformacao, obtém-se

2 2

H =
2u T 20 + Lw 2M (37)

onde u = myma/(my + m2) é a massa reduzida. O
Hamiltoniano (37) é separavel nas varidveis v e w; isso
significa que a funcdo de onda e a energia dos estados
estaciondrios podem ser escritas na forma

Pv,w) = pv)x(w), (38)
E = E,+E,. (39)

A equagdo em w é

v

o XW) = Ewx(w), (40)
e corresponde ao movimento de uma particula livre de
massa M com energia cinética E,,. Definindo-se k tal
que

h2k?
E, =——, 41
a solucdo é uma onda plana do tipo
x(w) = ek, (42)
Ja a equacao em v é
201
<’2’—; + 501;2) o(v) = Eyp(v). (43)

Comparando-se com (3), vé-se que essa é a equacdo de
Schrodinger de um oscilador harmoénico com massa p
e freqiiéncia w = /C/u. Da secdo 6, sabemos que os
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niveis de energia sdo quantizados como em (20) e ¢, (v)
é dada por (26). Logo, a energia total é

2M

O método empregado acima sugere uma generali-
zagdo que permite tratar o caso de N corpos. O fato
fundamental é que a equacdo de Schridinger indepen-
dente do tempo torna-se separdvel quando se escolhe
um sistema de coordenadas conveniente. No caso con-
siderado, a coordenada v corresponde a uma forma de
movimento em que tanto m; quanto ms vibravam com
a freqliéncia w; por sua vez, w corresponde & translacao
conjunta de my e ms — 0 que pode ser encarado como
uma vibracdo com freqiiéncia w = 0. Cada wma dessas
formas de movimento, em que todas as particulas vi-
bram com a mesma freqiiéncia, é chamada de um modo
normal do sistema.

Temos, entao, uma estratégia para resolver o proble-
ma quantico de N osciladores acoplados: encontrar os
modos normais do sistema pela mesma técnica empre-
gada no caso classico, separar a equacao de Schrodinger
nas coordenadas dos modos normais e reduzir o pro-
blema a N equacdes de osciladores harmoénicos sim-
ples, cuja solucdo j4 conhecemos. Essa estratégia serd
seguida na préxima Secdo.

27.2
E:hk +hw<n+%>. (44)
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IV N osciladores acoplados

IV.1 Diagonalizacao do Hamiltoniano

Vamos considerar agora o problema de N massas
acopladas por N molas (Fig. 1). Por simplicidade,
assumimos que todas as massas sdo iguais (m; = m)
e todas as molas tém a mesma constante C'. Assim,
a cada mola estd associada uma energia potencial da
forma

1 2
Vi =50 (i —uy)”. (45)
Além disso, impomos condigoes periddicas de contorno

wjpn (t) = uj(t). (46)

A relagdo (46) pode ser visualizada como a construgdo
de uma cadeia de N particulas acopladas por molas em
que se liga a ultima delas & primeira por outra mola, for-
mando um circulo fechado com N molas. As condicoes
de periddicas de contorno, embora nao essenciais ao de-
senvolvimento que se segue, facilitam sobremaneira os
calculos.

Figura 1. N osciladores harmonicos acoplados com condigoes periédicas de contorno.

A Lagrangiana do sistema é

1

O Hamiltoniano é

N 2

D; 1
Hlujp] =) ﬁ =50 (w1 = Uj)2] ;o (49)
j=1
ond
nee oL
Pj = =— = mu;. (50)

0q;

O termo da energia potencial pode ser simplificado no-

tando que cada u? aparece duas vezes na soma. Temos,

entao,
1 & c
L[, is] = sz [“? = — (20F = 2ujujp) |- (51)

Jj=1
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Definindo o vetor de coordenadas

Ui
U2
u=| . ; (52)

un

podemos escrever L [uj, %;] na forma de um produto de
matrizes

1 C
L=c-m |t — —utA
2m{uu —u u] (53)

onde A é a matriz N x N dos coeficientes a;; de u;u;

2 -1 0 - -1
-1 2 -1

A= 0 -1 2 c (54)
-1 2

O Hamiltoniano associado é

N

H[qjanj] = Z

Jj=1

s 1
J 2 2
— + §C'ajqj

2m ’ (60)

onde II; = mg;. A transformagao ortogonal assegura
que g; e II; sao também canonicamente conjugados, isto
€,

[gi, 1] = ihdi; . (61)

Notamos que o Hamiltoniano (60) é separdvel nas
varidveis ¢j, que descrevem os modos normais de vi-
bracao do sistema. Cada modo possui uma freqiiéncia
associada

w]- = Oéj E (62)

Logo, a equacdo de Schrédinger admite solugdes da
forma

¥ = Q1" (11)Q3%(42) - QN (an), (63)

onde cada Q?" é dada por (26), com autovalor

E; = hw; (nj + %) . (64)

Portanto, a energia total do sistema é quantizada em

e o superindice ¢ denota a transposicdo da matriz.

Como A é simétrica, existe uma mudanca de coor-
denadas dada por uma matriz ortogonal G que diago-
naliza A, isto é

u = (g, (55)
com G tal que
G = G, (56)
G'AG = D, (57)
di]’ = a?éij, (58)

onde d;; sdo os elementos da matriz D. Os autovalores
a? de A sdo todos nao negativos porque u = 0 é uma
configuracao de equilibrio estiavel do sistema. Substi-
tuindo (55) na Eq. (53) e usando (57), obtemos

termos das freqiiéncias dos modos normais

N N 1
E = E; = hw; n'+—>. 65
DY i (mi+ 5 (65)

A energia de ponto zero é

IV.2 A relagao de dispersao

As freqiiéncias w;, das quais dependem os niveis
de energia do sistema com N osciladores, sdo as
freqiiéncias classicas dos modos normais de vibracao.
Para encontra-las, consideramos as equagoes de movi-
mento derivadas das equagdes de Euler-Lagrange [5]

d ( 0L oL
ilo0) -7 =0 (67
que nos levam a

m ;= Clujpr —uj) — Cuj —uj—y).  (68)

Na Eq. (68), cada u; se acopla com os dois primeiros
vizinhos. Quando o sistema estd num modo normal,
todas as particulas oscilam com a mesma freqiiéncia.
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Além disso, a invaridncia da Lagrangiana por uma
translagdo de j — j+1 assegura que exista uma solugdo
do tipo onda plana (usando notagio complexa por con-
veniéncia)

uj(t) = aje'kih=wt), (69)

onde a; é uma amplitude complexa de vibragdo, k =
27 /X é o numero de onda e h é a separacao de equilibrio
entre dois sitios vizinhos (parametro de rede). Logo, a
posicao de equilibrio da massa de indice j é z; = jh.
Substituindo (69) em (68), encontramos as freqiiéncias
normais de oscilacdo, também conhecida como a relacao
de dispersao do sistema de N osciladores acoplados

ain (%) ‘ . (70)

De Eq. (70), podemos ver que qualquer intervalo de
kh de amplitude 27 é capaz de fornecer todos os valores
de w possiveis. E costume escolher o intervalo simétrico

w(k) = g

m

T
Ea
conhecido como primeira zona de Brillouin [6]. Ob-
serve que a existéncia de um k£ maximo estd ligada ao
fato da separacdo entre as massas ser finita (h > 0).
Além disso, a Eq. (70) implica que hd uma freqiiéncia
méxima que ocorre justamente para |k| = 7/h e é dada

por
/4
Wy = —C (72)
m

A relacdo de dispersdo (70) é mostrada na Fig. 2.

™
——<k< 1
T k< (7)

1

-1 -0.5 0 05 1
kh/mt

Figura 2. Relacao de dispersao de N osciladores
harmoénicos acoplados.

A velocidade de fase da onda com vetor de onda k

é dada por
. (kh
Sin (5) ‘ . (73)
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Para kh < 1 (comprimentos de onda muito maiores
que o pardmetro de rede), a velocidade de fase é aproxi-
madamente constante

Ll (74)

:l:h\/g . (75)

As freqliéncias dos N modos normais surgem
quando exigimos que a solugdo (69) satisfaca as
condicoes periddicas de contorno, o que ocorre se

w X Wpm

= v

1

oikih — ikh(j+N)_ (76)
Isso reduz os valores de k aqueles, tal que

2jm 2w
N T
onde j = 0,x1,£2,... e L = Nh é o comprimento
total da rede. Os k; sao separados pela quantidade
Ak = kjy1 — k; = 27/L. Se quisermos limitar os va-
lores de k & primeira zona de Brillouin (71), devemos
tomar

k]' = (77)

N N
. -5 +1,---,0,---,% N par,
J= { N1 N2 ; (78)
T’ e 5 0’ e , 2 N lmpar
As freqiiéncias w; sdo finalmente obtidas

substituindo-se k; na relacao de dispersao

sin (%) ‘ . (79)

Vé-se que as freqiiéncias dos modos normais sdo dege-
neradas, pois w; = w_;. De fato, as solugdes com k; e
k_; = —k; correspondem a ondas de mesma, freqiiéncia
que se propagam pela rede em sentidos opostos. O
modo de freqliéncia w = 0 é o modo de translacdo livre
do sistema, como discutimos na segado III.

Wj = WM

V O limite continuo

V.1 Lagrangiana e Hamiltoniano da
corda

Um sistema continuo pode ser encarado como o li-
mite de um sistema de particulas quando o niimero de
graus de liberdade tende a infinito. Toma-se, entao,
o cuidado de fazer a correspondéncia correta entre as
grandezas caracteristicas do sistema discreto e suas
analogas no continuo. No caso que temos tratado, o
problema de N particulas ligadas por molas reduz-se,
quando N — oo e h — 0 (mantendo L = Nh fixo),
ao problema de uma corda continua que vibra longitu-
dinalmente. A dindmica da corda depende da densi-
dade linear de massa e de uma constante relacionada
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a sua elasticidade. O indice j em w;(t) deve tornar-se
continuo e relacionado & coordenada x do ponto sobre
a corda

uj(t) = u(x = jh,t). (80)
A grandeza u(z,t) define, entdo, uma funcdo continua
no dominio 0 < z < L, ou seja, u(z,t) é um campo
escalar unidimensional, que descreve o deslocamento
de cada ponto da corda em relacdo a sua posicao de
equiibrio.
A propriedade de inércia da corda é dada pela den-
sidade linear de massa

m M
= lim — = — 81
7T T L (81)
onde M é a massa total da corda. A energia cinética

do sistema discreto em (48) pode ser reescrita na forma
. 1m . 2
T [i;] = ;hiﬁuj (82)

No limite continuo, substitufmos }_ h por [dz e m/h
por o, obtendo

Lu(z),d(z),0u(z)] =

onde

L) = 30i(@) — 57 (@eu(@)®  (90)
é chamada de densidade de Lagrangiana. Note que a
Lagrangiana, que era uma funcio de varias variaveis
no caso discreto, torna-se agora um funcional de u (z),
4 (x) e Ozu (x), ou seja, um novo tipo de fungéo que,
nesse caso, leva funcgoes reais pertencentes ao conjunto
F ao conjunto dos reais

Lu(z),d(x),0u(x)]:F—R (91)

O momento conjugado a u(z) é dado pela derivada
parcial [5]
OL(x)
I(z) = ==L = 54 92
(@) = Gr = (o) (92)
que é o andlogo continuo de (50). O Hamiltoniano é,
entao,

H[u,H]:/dm {HQ((:’) +%T(azu(x))2 . (93)

O andlogo da equagdo de movimento (68) para a
corda continua é a equacao de onda, que decorre da

Tl (z)] = / iz Bmf(x)] . (83)

onde a integral é calculada no intervalo —L/2 < z <

L/2.
Ja a energia potencial em (48) fica
V [iy] = Zhlm wir —uy)” (84)
! - 2 h
Identificando
Ch — (85)
Ujp1 — Uy . u(x+h)—ulr)
- iltll)r}) = O u(z)(86)

encontramos que a energia potencial da corda é

V [0yu (2)] = /dm BT(Bwu(m))ﬂ 8D

A Lagrangiana do sistema continuo é, entao,

/ do Bmﬂ(x) _ L (8zu(w))2] (88)

2

/ dol(z), (89)

equagdo de Euler-Lagrange para varidveis continuas [5]

5 (%) T (aifw) =" O

Note a presenca de um novo termo, devido a de-
pendéncia de £ com d,u. Obtemos, entao,

O2u(i, 1) ~ 5 0fulrt) =0, (95)

onde ¢ = \/7/0o é a velocidade da onda, que é cons-
tante. Esse é exatamente o limite h — 0 na relacao de
dispersao (70), que se reduz a

wj = w(k;) = c|kj|. (96)

V.2 Diagonalizagao do Hamiltoniano da
corda

No limite continuo, a funcdo de onda de IV coorde-
nadas t(u;) é substituida por um funcional de onda
¥ = [u(z)], que descreve o estado do sistema e é
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solucdo da equagdo de Schrodinger com o Hamiltoni-
ano dado por (93). Para quantizar o Hamiltoniano em
analogia com o caso discreto da Eq. (30), impoe-se que
os operadores u(x) e II(x) satisfazem as relacées de co-
mutagao canonicas

[u(z),u(z")] = [(z),1(z")] =0, (97)
[u(z),(z")] = ihé(z— '), (98)

onde §(x) é a funcéo delta de Dirac, que pode ser en-
carada com o limite continuo do delta de Kronecker em
(30).

Como no caso discreto, a estratégia é escrever H
em termos das coordenadas dos modos normais para
obter um conjunto de osciladores harmonicos de ener-

]

/ de[a(@)]? =
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gia quantizada. Introduzimos g; como a amplitude do
modo de nimero de onda k;

u(@) =3 erq;, (99)

onde os k; permitidos sdo k; = j27/L. Multiplicando
os dois lados da Eq. (99) por e~**% ¢ integrando sobre
o comprimento da corda, obtemos a relacdo inversa

1 .
¢4 =7 /da?e_’k””u(a:). (100)

Como u(z) é real, segue da Eq. (100) que ¢, é, em
geral, complexo e ¢ = g_,. De (99), temos que

S5 i / dzeki iz (101)
7 l

= LY Y @b =LY djiy- (102)
j o J

Do mesmo modo,

[z @) =L KBy (103
J
e a Lagrangiana pode ser escrita
.. 1 .
L= Z {ﬁquqj — §Mw]2~qjqj} , (104)
J

2

onde substituimos M = oL e Tk?? = ow;.

O momento conjugado a g; é

OL

— = Mg_;, 105
94; q—j (105)
lembrando que cada g; aparece duas vezes no somatério
em (104). E facil ver que II; se relaciona com II(z)
definido na Eq. (92) através das relagdes

II; =

1 .
M(z) = zZel’“izn_j, (106)
J

I, = /da?eikj“”ﬂ(x). (107)

Como no caso de g;, temos que I} = II_; porque II(z)
é real. A relacdo de comutacdo entre os operadores g;
e II; pode ser obtida a partir da relacdo entre u(z) e
II(z") e das transformagdes (100) e (107)

(g5, 11;] = %/dx/dxl[“(x)aﬂ(ﬂ?')] e/ k)T = ihdy;,
(108)

que tem também uma forma canénica (porém discreta).
O Hamiltoniano é dado por

H= {% + le]?qjqj} : (109)
J

Vamos considerar o limite da corda infinita L — oo
(as vezes também chamado de limite termodinamico).
Uma vez que a separacdo entre os k; permitidos é
Ak = 2n/L, o limite L — oo faz Ak — 0, isto é,
o conjunto de k’s permitidos torna-se continuo, assim
como a varidvel z. Por isso, denotamos cada modo por

q(k), k € R. Escrevendo a Eq. (99) na forma

_ L ei ;T 4q;
u(z) = \/EZ];M k NITiA (110)

e supondo que, no limite Ak — 0, a seguinte expressao
convirja

— q(k), (111)

obtemos a relagao

+oo
u(z) = \/% [ dk 7 (k). (112)

Logo, ¢q(k) é a transformada de Fourier de u(z).
Analogamente, o momento II(k) é tal que

M(z) = \/%/dke“mﬂ(—k), (113)
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e a relacdo de comutacao para os operadores com indice
continuo é

lq(k), TL(K)] = ihd(k — k). (114)

]

A Lagrangiana e o Hamiltoniano em fungéo de (k) fi-
cam

p= dk{laq k)q(—k)—%w?(mq(k)q(—k)}, (115)
H = /dk{ (k)QHU(_k)+%ow2(k)q(k)q(—k)}, (116)

com w(k) = c|k|.

V.3 Fonons

Basta comparar com a Eq. (60) para perceber que
o Hamiltoniano da Eq. (116) é um soma sobre todos os
modos k de operadores nao-Hermitianos ¢(k) e II(k).
Logo, o espectro de H deve ser dado pelo nimero de

excitagoes em cada modo de freqiiéncia w(k). Para
mostrar isso, introduzem-se os operadores
R ow(k
ik = By, (1)
- 1
k) = ——T(k), 118
() o (k) (118)
que satisfazem a relacdo de comutacao
[q(k), ﬂ(k')] = i6(k — K'). (119)
Em analogia com (10) e (11), definimos
atk) = —= (i) +il(-k)). (120
V2
1 N
T = — (4(=k) =
k) = (a=k) —iti(k)),  (121)
que, por sua vez, satisfazem
[ak), at (k)] = 8(k — k). (122)

O Hamiltoniano da corda pode ser colocado na forma

H= /dk ho(k) {aT(k)a(k) + %5(0)} . (123)
Verifica-se entdo que

[H,a(k)] = —hw(k)a(k), (124)

[H,al(k)] = hw(k)al(k). (125)

A interpretacdo é a esperada: os estados excitados
sdo produzidos pela acdo de operadores de criagao e
destruicao de um nimero inteiro de quanta de energia

hw(k). A diferenca é que, neste caso, o espectro de
freqiiéncias w(k) é continuo. O estado fundamental |0)
é obtido da condicao

a(k)[0) = 0, (126)

que deve ser vélida para todo k. De acordo com a Eq.
(123), a energia do estado fundamental da corda infinita

3

e

Ey = /dk%hw(k)&(O) (127)
A divergéncia na energia do estado fundamental é co-
mum numa teoria de campos (que lida com infinitos
graus de liberdade) e aparece aqui por dois motivos.
Em primeiro lugar, a integral é feita sobre todos os mo-
dos com k de —o0 a +00 e, como cada modo possui en-
ergia de ponto zero finita, o resultado deve ser infinito.
Essa divergéncia pode ser corrigida introduzindo-se
uma distancia minima no sistema (como um parametro
de rede), que estabelece um k& méximo; tal procedi-
mento é conhecido como regularizacdo do ultravioleta,
porque lida com pequenos comprimentos de onda. Em
segundo lugar, os modos de vibracdo da corda infinita
sdo continuos; dai a origem do fator §(0) em Ep. A
solucdo para esse problema é justamente introduzir um
tamanho finito L para a corda, o que discretiza e impoe
um valor minimo para os k’s. Essa é uma requlariza¢ao
do infravermelho (grandes comprimentos de onda). A
interpretacdo fisica dessas divergéncias é clara: elas
representam a energia necessaria para a criacdo do
nimero infinito de graus de liberdade do sistema (ener-
gia de criacdo da corda). Mesmo sem qualquer regular-
izacdo, o que realmente interessa sdo as diferencas de
energia entre os niveis, ndo a energia total de criacdo
do sistema. Essas energias de excitacao sdo dadas pelos
quanta fiw(k) e sdo finitas. O Hamiltoniano associado
a energia medida a partir do estado fundamental pode,
entao, ser escrito

H= /dkhc|k|a‘f(k)a(k). (128)
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Os estados excitados com n, excitagoes de momento
k., ns excitagdes de momento kg, etc, sdo construidos
pela acdo dos operadores at
1_ Ny .'. Ns 1- Ny
a a . (@
[npms...ny) = (a}) " (o) (1) [0y . (129)

ny'ngl...ng!

Esse resultado mostra que é possivel descrever o
estado do sistema, que é vinculado ao campo escalar
u(zx), através da criacdo e destruicdo de quanta de vi-
bracao da corda. As transicoes entre estados excita-
dos acontecem quando héd absorcdo ou emissdo dessas
quantidades discretas de energia por parte do sistema.
Podemos levar essa interpretacdo um pouco mais longe
e identificar esses quanta com particulas, usualmente
chamadas fénons, que sdo caracterizadas pela energia
E(k) = hw(k) e pelo momento p(k) = hk (segundo as
relagoes de Einstein-De Broglie). Para que um estado
excitado fique bem caracterizado, é suficiente informar
o nimero de fonons de cada modo normal criados sobre
o estado fundamental. Esses nimeros sdo justamente o
que se obtém aplicando-se os operadores nimero N (k)
= af(k)a(k) sobre os autovetores de H. Desse ponto
de vista, o estado fundamental |0) é um estado que
nao contém nenhum fénon e, por isso, é freqiientemente
chamado de vdcuo. Além de energia e momento, pode-
se levar adiante a analogia com uma particula material
e se perguntar se um fénon tem uma massa de repouso
associada. Dado que E = he|k| = ¢|pl|, se considerar-
mos a expressao relativistica para a energia total

E = \/(moc?)? + (pc)? (130)

concluiremos que mg = 0, ou seja, um fé6non tem massa
de repouso nula.

VI Conclusoes

O problema de quantizacio da corda continua mostra
que é viavel introduzir uma teoria quantica de campo
usando-se um sistema mecéanico familiar e intuitivo para

Rodrigo Gongalves Pereira e Eduardo Miranda

alunos de graduacfo. A linha seguida foi a de generali-
zar, passo a passo, a solucdo do oscilador harmonico de
1 para N e de N para infinitos graus de liberdade. Vi-
mos que, nas coordenadas dos modos normais, a corda
equivale a um conjunto de osciladores desacoplados de
energia quantizada. Os quanta de vibracdo, aos quais se
atribui identidade de particulas, sdo os fonons estuda-
dos nos cursos de Estado Sélido. A teoria de campo de-
senvolvida é uma teoria de campo escalar livre, pois os
modos (ou fénons) sdo nao interagentes. As interagoes
sao introduzidas através de termos nao quadraticos nos
campos na expressao da Lagrangiana ou da Hamiltoni-
ana.

Além disso, esse problema ilustra um procedimento
comum a outras teorias de campo que prescindem de
analogia mecanica. Em tais casos, constréi-se uma La-
grangiana que fornece a equagdo apropriada — o que
significa incorporar as propriedades das particulas nas
simetrias do campo — para entdo quantizar o sistema
impondo relagoes de comutacao entre os operadores.
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