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Simetrias geom�etricas cont��nuas para um sistema fechado de part��culas s~ao investigadas. Por
suposto, as intera�c~oes s~ao deriv�aveis de uma fun�c~ao potencial dependente das velocidades das
part��culas. Tanto os v��nculos sobre a forma da fun�c~ao potencial quanto os princ��pios de conserva�c~ao
resultantes das simetrias espa�co-temporais cont��nuas s~ao derivados. A lagrangiana de Darwin �e
utilizada como ilustra�c~ao para o caso do movimento lento de cargas el�etricas na formula�c~ao de
Maxwell-Lorentz da eletrodinâmica cl�assica. O momento linear, o momento angular e a energia,
quantidades dependentes de calibre, s~ao obtidos.

(Geometric continuous symmetries for a closed system of particles are investigated. It is supposed
that the interactions are derivable from a velocity-dependent potential. Both the constraints on
the form of the potential and the conservation principles resulting from the continuous space-
time symmetries are derived. Darwin�s Lagrangian is used as an illustration for the case of electric
charges in slow motion in Maxwell-Lorentz�s formulation of classical electrodynamics and the gauge-
dependent linear momentum, angular momentum and energy are obtained.)

I Introdu�c~ao

Os princ��pios de simetria s~ao ferramentas valiosas para
o desenvolvimento de novas teorias f��sicas. Por outro
lado, para se obter a evolu�c~ao temporal do estado de um
sistema torna-se necess�ario integrar as equa�c~oes de mo-
vimento. Em certas ocasi~oes, tal tarefa n~ao pode ser re-
alizada completamente. Nessas situa�c~oes os princ��pios
de simetria tornam-se �uteis na investiga�c~ao da estru-
tura de tais teorias e na identi�ca�c~ao das constantes
de movimento, as quais representam uma valiosa fonte
de informa�c~ao para a compreens~ao, ainda que par-
cial, da evolu�c~ao temporal de um sistema f��sico. Em
mecânica cl�assica, por exemplo, as equa�c~oes diferenciais
de movimento s~ao de segunda ordem no tempo e, con-
seq�uentemente, duas integra�c~oes para cada equa�c~ao di-
ferencial têm que ser executadas para se obter a solu�c~ao
completa do problema. Nesse processo duas constan-
tes arbit�arias e independentes s~ao obtidas, duas delas
para cada equa�c~ao diferencial. Se todas essas constan-
tes de movimento puderem ser determinadas, se obter-
se�a, ent~ao, a solu�c~ao completa do problema. Ainda que
o processo completo n~ao ocorra, cada constante de mo-
vimento encontrada representa um passo em dire�c~ao �a

solu�c~ao completa e, conseq�uentemente, a uma melhor
informa�c~ao a respeito do movimento. Supondo-se que a
dinâmica de part��culas interagindo mutuamente possa
ser descrita por uma fun�c~ao potencial que depende ex-
plicitamente das posi�c~oes das part��culas e do tempo, os
princ��pios de simetria imp~oem certos v��nculos sobre a
estrutura de tal fun�c~ao potencial, e al�em disso os im-
portantes princ��pios de conserva�c~ao do momento linear,
momento angular e energia podem ser obtidos em co-
nex~ao com as propriedades do espa�co e do tempo [1]-[4].

A importância da considera�c~ao de um potencial
dependente das velocidades das part��culas �e evidente
do familiar exemplo eletromagn�etico. A suposi�c~ao de
que as part��culas interagem mutuamente via um po-
tencial dependente da velocidade geralmente implica
que a terceira lei de Newton falha, e o momento li-
near e o momento angular n~ao s~ao mais constantes de
movimento, pelo menos em suas formas ordin�arias. O
mesmo pode-se a�rmar a respeito da energia do sis-
tema. Esse problema clama naturalmente por uma ge-
neraliza�c~ao. Al�em disso, uma nova simetria n~ao rela-
cionada com o espa�co-tempo surge nesse cen�ario. Em
um trabalho anterior este problema foi abordado para
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o caso de invariância sob transla�c~ao espacial [5]. O
prop�osito do presente trabalho �e apresentar uma gene-
raliza�c~ao deste t�opico, usando como ilustra�c~ao um sis-
tema de part��culas em movimento lento interagindo de
acordo com a eletrodinâmica de Maxwell-Lorentz.

II Simetria espa�co-temporal

Vamos considerar um sistema deN part��culas no espa�co
tridimensional admitindo, ab initio, que as for�cas s~ao
deriv�aveis de uma fun�c~ao potencial U(ri;vi; t) pela
prescri�c~ao

Fi = �
@U

@ri
+

d

dt

@U

@vi
; i = 1; : : : ; N (1)

onde ri e vi s~ao a posi�c~ao e a velocidade da i-�esima
part��cula no tempo t. Uma nota�c~ao compacta equiva-
lente a essa encontrada na Ref. [1] �e introduzida para
lidar com a pletora de r que aparecem por todo este
trabalho. @U

@ri
e @U

@vi
s~ao simplesmente abrevia�c~oes para�

@U
@xi

; @U
@yi

; @U
@zi

�
e
�

@U
@vxi

; @U
@vyi

; @U
@vzi

�
, respectivamente.

Para um potencial dependente da velocidade que
�e, no m�aximo, uma fun�c~ao quadr�atica nas velocidades
das part��culas, como esse usado para descrever o movi-
mento de part��culas eletricamente carregadas, pode-se
escrever

U = U2 + U1 + U0 (2)

onde

U2 =

NX
i=1

NX
j 6=i

(aij vi�vj + bij � vi cij � vj) (3)

U1 =

NX
i=1

di � vi (4)

U0 = c0 (5)

Os coe�cientes aij , bij , cij , di e c0 s~ao fun�c~oes das
posi�c~oes e do tempo e aij , bij e cij s~ao sim�etricos nos
��ndices i and j.

As equa�c~oes de Newton para o sistema que estamos
considerando s~ao

Fi =
dpi
dt

(6)

onde pi = mivi �e o momento linear da i-�esima part��cula
e mi �e sua massa.

Alternativamente, o sistema pode ser descrito pela
lagrangiana L(ri;vi; t), que satisfaz as equa�c~oes de La-
grange

d

dt

@L

@vi
�

@L

@ri
= 0 (7)

com L dado por sua forma padr~ao L = T � U . Aqui
T =

PN

i=1
1

2
miv

2

i �e a energia cin�etica do sistema.
De�nindo-se o momento linear generalizado, ou mo-
mento linear canônico, por

Pi =
@L

@vi
; (8)

as equa�c~oes de Lagrange podem ser reescritas como

dPi

dt
=

@L

@ri
: (9)

Vamos, agora, considerar a seguinte transforma�c~ao
in�nitesimal

ri ! ri + Æri; vi ! vi + Ævi; t! t+ Æt (10)

Esta transforma�c~ao induz uma varia�c~ao na lagrangiana
dada, em primeira ordem em Æri, Ævi e Æt, por

ÆL =

NX
i=1

�
@L

@ri
� Æri +

@L

@vi
� Ævi

�
+

@L

@t
Æt (11)

Usando as equa�c~oes de Lagrange, obtemos

ÆL =
d

dt

NX
i=1

Pi � Æri +
@L

@t
Æt (12)

Escrevendo a derivada temporal parcial de L em termos
de sua derivada temporal total, temos

ÆL =
d

dt

NX
i=1

Pi � Æri �
d

dt

 
NX
i=1

Pi � vi �L

!
Æt (13)

Agora postulamos que a transforma�c~ao dada por
(10) �e uma transforma�c~ao de simetria do sistema, i.e.,
que as equa�c~oes de Lagrange s~ao invariantes sob tal
transforma�c~ao. Al�em disto, tamb�em postulamos que
L(ri;vi; t) �e tamb�em invariante (ÆL = 0), de modo que

d

dt

NX
i=1

Pi � Æri �
d

dt

 
NX
i=1

Pi � vi �L

!
Æt = 0 (14)

Eqs. (11) e (14) s~ao as express~oes desejadas para pres-
crever os v��nculos sobre a forma da lagrangiana e ob-
ter as constantes de movimento relacionadas �as trans-
forma�c~oes de simetria cont��nuas. Para ilustrar este
ponto, consideraremos as simetrias de transla�c~ao espa-
cial, rota�c~ao espacial e transla�c~ao temporal.

�E cab��vel lembrar que a simetria espa�co-temporal
considerada aqui �e simplesmente um caso especial. �E
um caso particular de um caso mais geral abra�cado pelo
teorema de Noether, que a�rma que a toda simetria
cont��nua, geom�etrica ou n~ao, existe uma constante de
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movimento [6]. Uma tranforma�c~ao cont��nua �nita pode
ser obtida por meio de uma sucess~ao de transforma�c~oes
in�nitesimais.

II.1 Transla�c~ao espacial

A homogeneidade do espa�co signi�ca que to-
dos os pontos do espa�co s~ao indistingu��veis. Con-
seq�uentemente, as propriedades de um sistema fechado
n~ao se modi�cam quando ele �e rigidamente transladado
no espa�co. Em outras palavras, uma transla�c~ao espacial
r��gida �e uma transforma�c~ao de simetria.

Vamos considerar a transla�c~ao espacial r��gida in�-
nitesimal

Æri = Ær; Ævi = 0; Æt = 0 (15)

onde Ær �e um deslocamento in�nitesimal independente
do tempo comum a todos os vetores posi�c~ao ri. A in-
variância espa�co-translacional requer que a lagrangiana,
sendo independente da escolha da origem dos vetores
posi�c~ao, satisfa�ca

L(ri + Ær;vi; t) = L(ri;vi; t) (16)

ou equivalentemente

NX
i=1

@L

@ri
� Ær = 0 (17)

Inserindo (15) na express~ao geral (14), e levando em
considera�c~ao que Ær �e arbitr�ario, obtemos

d

dt

NX
i=1

Pi = 0 (18)

Isto, junto com (8), signi�ca que

P = p�

NX
i=1

@U

@vi
= const: (19)

onde p =
PN

i=1 pi �e o momento linear ordin�ario do sis-

tema e P =
PN

i=1Pi �e o momento linear generalizado
do sistema.

O princ��pio de simetria sob transla�c~oes espaciais
imp~oe um certo v��nculo sobre a forma da lagrangiana do
sistema dado por (16) ou (17), e como conseq�uência o
momento linear generalizado �e uma constante do movi-
mento. Al�em disso, substituindo (8) em (18), obtemos

NX
i=1

Fi =
d

dt

NX
i=1

@U

@vi
(20)

que mostra uma viola�c~ao da igualdade entre a�c~ao
e rea�c~ao (terceira lei de Newton na forma fraca:PN

i=1 Fi = 0) no caso geral.

II.2 Rota�c~ao espacial

A id�eia da isotropia do espa�co pressup~oe que todas
as dire�c~oes do espa�co s~ao equivalentes. Este fato acar-
reta que as propriedades de um sistema fechado s~ao in-
variantes sob uma rota�c~ao r��gida. Uma rota�c~ao r��gida �e,
ent~ao, uma transforma�c~ao de simetria para um sistema
fechado.

Vamos considerar uma rota�c~ao in�nitesimal

Æri = Æ�n� ri; Ævi = Æ�n� vi; Æt = 0 (21)

onde Æ� �e um ângulo de rota�c~ao independente do tempo
e in�nitesimal, e n �e um vetor unit�ario cuja dire�c~ao �e
igual a essa do eixo de rota�c~ao. Neste caso, o postu-
lado de invariância requer a seguinte condi�c~ao sobre a
lagrangiana

L(ri + Æ�n� ri;vi + Æ�n� vi; t) = L(ri;vi; t) (22)

ou equivalentemente

NX
i=1

�
@L

@ri
� Æri +

@L

@vi
� Ævi

�
= 0 (23)

A Eq. (21) junto com (14), levando-se em considera�c~ao
que Æ� �e arbitr�ario, fornece

d

dt

NX
i=1

Pi � (n� ri) = 0 (24)

Permutando os termos deste produto, e considerando
que n �e tamb�em arbitr�ario, obtemos

d

dt

NX
i=1

ri �Pi = 0 (25)

Usando-se (8), isso reduz-se a

L = l�

NX
i=1

ri �
@U

@vi
= const (26)

onde l =
PN

i=1 ri � pi �e o momento angular ordin�ario

do sistema e L =
PN

i=1 ri � Pi �e o momento angular
generalizado do sistema.

Vemos, por conseguinte, que a invariância sob
rota�c~oes espaciais demanda que a lagrangiana tenha
a forma ditada por (22) ou (23), o que d�a surgi-
mento �a conserva�c~ao do momento angular. Al�em disso,
substituindo-se (8) em (25) e usando-se o fato que
vi � pi = 0, resulta que

NX
i=1

ri �Fi =
d

dt

NX
i=1

ri �
@U

@vi
(27)
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Como regra geral Eq. (27) mostra uma falha na terceira

lei de Newton na forma forte
�PN

i=1 ri �Fi = 0
�
.

II.3 Transla�c~ao temporal

As propriedades de um sistema fechado n~ao se mo-
di�cam sob uma transla�c~ao temporal. Esta simetria se-
gue da homogeneidade do tempo, que a�rma que todos
os instantes s~ao equivalentes.

A invariância sob transla�c~ao temporal, i.e.

Æri = 0; Ævi = 0; Æt 6= 0 (28)

signi�ca que

L(ri;vi; t+ Æt) = L(ri;vi; t) (29)

isso acontece se a lagrangiana n~ao tiver qualquer de-
pendência temporal expl��cita, i.e., se o tempo apare-
cer somente implicitamente na varia�c~ao temporal das
posi�c~oes e velocidades das part��culas do sistema:

@L

@t
= 0 (30)

Usando Eqs. (28) e (14), e considerando que Æt �e ar-
bitr�ario, encontramos

d

dt

 
NX
i=1

Pi � vi �L

!
= 0 (31)

Isto implica, usando-se (8), que

E = T + U �

NX
i=1

@U

@vi
� vi = const (32)

�e a energia generalizada do sistema.
Para potenciais quadr�aticos nas velocidades temos

NX
i=1

@U

@vi
� vi = U + U2 � U0 (33)

de modo que a energia generalizada pode ser escrita na
forma

E = T + U0 � U2 (34)

onde U2 e U0 s~ao dados por (3) e (5), respectivamente.
Observe que isto �e a geneneraliza�c~ao de E = T + U0
para potenciais ordin�arios, e que o termo linear nas ve-
locidades n~ao contribui para a energia generalizada.

III Uma simetria interna

Agora, suponha que

U ! U + _� (35)

onde � = �(ri; t) �e uma fun�c~ao arbitr�aria das posi�c~oes
e do tempo. Isso acarreta que a lagrangiana transforma-
se de acordo com

L ! L� _�; (36)

e o princ��pio de Hamilton (Æ
R t2
t1
Ldt = 0) assegura que

as equa�c~oes de movimento s~ao inafetadas, i.e., a trans-
forma�c~ao (35) �e uma transforma�c~ao de simetria. A
mesma conclus~ao pode tamb�em ser obtida por substi-
tui�c~ao direta de (36) nas equa�c~oes de Lagrange. Neste
ponto pode-se observar que a demanda de que a lagran-
giana seja invariante �e muito restritiva.

Agora �e oportuno perguntar como essa trans-
forma�c~ao afeta as constantes de movimento generali-
zadas obtidas nas se�c~oes precedentes. Sob a trans-
forma�c~ao (35) obtemos

P! P�

NX
i=1

@ _�

@vi
(37)

L! L�

NX
i=1

ri �
@ _�

@vi
(38)

E ! E + _��

NX
i=1

@ _�

@vi
� vi (39)

A derivada temporal total de � �e

_� =

NX
i=1

@�

@ri
� vi +

@�

@t
(40)

portanto
@ _�

@vi
=

@�

@ri
(41)

e podemos escrever (37)-(39) como

P! P�

NX
i=1

@�

@ri
(42)

L! L�

NX
i=1

ri �
@�

@ri
(43)

E ! E +
@�

@t
(44)

Devido ao fato de que L e L � _� descrevem a mesma
f��sica { a grandeza � n~ao �e uma grandeza f��sica ob-
serv�avel e pode assim ser escolhida arbitrariamente {
exceto por que _� deve ter a mesma estrutura ma-
tem�atica que L para serem preservadas as simetrias
do sistema descritas por ambas lagrangianas. Se isso
ocorre, as constantes de movimento generalizadas ge-
ralmente depender~ao da escolha de � e, portanto, n~ao
ser~ao quantidades f��sicas mensur�aveis. Apesar disso,
n~ao h�a um total enfraquecimento da importância de tais
constantes de movimento, tendo em vista que, mesmo
que elas n~ao sejam quantidades f��sicas mensur�aveis,
ainda ser~ao �uteis como primeiras integrais de movi-
mento.
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IV A lagrangiana de Darwin

Na formula�c~ao de Maxwell-Lorentz da eletrodinâmica
cl�assica, as N part��culas carregadas de um sistema fe-
chado est~ao sujeitas a for�cas de Lorentz

Fi = qiE+ qivi �B (45)

onde qi �e a carga el�etrica da i-�esima part��cula. Os
campos el�etrico e magn�etico nas posi�c~oes das part��culas
no tempo t, E(ri; t) e B(ri; t), respectivamente, podem
ser expressos em termos dos potenciais escalar e vetor,
�(ri; t) e A(ri; t), respectivamente, por

E = �
@�

@ri
�

@A

@t
(46)

B = ri �A (47)

O campo eletromagn�etico e a for�ca de Lorentz s~ao in-
variantes sob a chamada transforma�c~ao de calibre

�! ��
@�

@t
(48)

A! A+ri� (49)

onde � �e uma fun�c~ao arbitr�aria dependente das posi�c~oes
das part��culas e do tempo.

Para cargas em movimento lento Darwin derivou
uma lagrangiana contendo somente as coordenadas e as
velocidades retendo termos somente at�e a ordem vi

2=c2

[7]-[9]. �E oportuno mencionar que, al�em da tradicional
aplica�c~ao de tal lagrangiana em f��sica atômica [10]-[14],
h�a tamb�em aplica�c~oes em f��sica de plasmas [15]-[22],
modelos de supercondutividade [19]-[20] e astrof��sica
[19].

O modo de se obter a lagrangiana de Darwin �e con-
siderado, com brevidade, como segue. A lagrangiana
geral para um sistema consistindo de N part��culas car-
regadas �e a simples extens~ao da lagrangiana para uma
part��cula carregada em um campo eletromagn�etico ex-
terno:

c

L(ri;vi; t) =

NX
i=1

1

2
miv

2

i �
1

2

NX
i=1

qi [� (ri; t)� vi �A (ri; t)] (50)

d

onde os potenciais escalar e vetor na posi�c~ao da i-�esima
part��cula s~ao devidos as outras N � 1 part��culas do sis-
tema. Quando da elimina�c~ao dos potenciais da lagran-
giana acima, temos que considerar que existir~ao, em
geral, corre�c~oes relativ��sticas para ambos � e A, como
pode ser deduzido dos potenciais de Li�enard-Wiechert.
Contudo, o potencial coulombiano

� =

NX
j 6=i

qj
4��0rij

(51)

ser�a dado corretamente para todas as ordens em vi=c se
o calibre de Coulomb (r �A = 0) for utilizado. Aqui
rij signi�ca a posi�c~ao relativa rij = ri � rj e �0 �e a
permissividade do v�acuo. No calibre de Coulomb o po-
tencial vetorial, acurado at�e vi=c, �e

A =

NX
j 6=i

qj
8��0c2rij

 
vj +

vj � rij
r2ij

rij

!
(52)

Substituindo (51) e (52) em (48), obtemos a lagrangi-
ana de Darwin

c

L =

NX
i=1

1

2
miv

2

i �
1

2

NX
i=1

NX
j 6=i

qiqj
4��0rij

"
1�

1

2c2

 
vi � vj +

vi � rijvj � rij
r2ij

!#
(53)

e podemos identi�car a fun�c~ao potencial como

U =
1

2

NX
i=1

NX
j 6=i

qiqj
4��0rij

"
1�

1

2c2

 
vi � vj +

vi � rijvj � rij
r2ij

!#
(54)
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Neste ponto n�os investigamos a estrutura ma-
tem�atica da lagrangiana de Darwin para veri�car se
ela satisfaz os requerimentos impostos pelas simetrias
espa�co-temporais cont��nuas. De relance, pode-se no-
tar que a lagrangiana de Darwin �e invariante sob
transla�c~oes temporais simplesmente porque ela n~ao tem
qualquer dependência temporal expl��cita. Ela depende
dos vetores posi�c~ao das part��culas por rij e, assim,
ela �e inafetada por transla�c~oes espaciais r��gidas. A
veri�ca�c~ao da invariância rotacional n~ao �e t~ao imedi-
ata. Nas seguintes transforma�c~oes, somente os ter-
mos de primeira ordem em Æ� ser~ao mantidos. Sob
a rota�c~ao espacial (21) a posi�c~ao relativa transforma-se
como rij ! rij + Æ�n � rij ; portanto, usando o fato
que rij � (n� rij) = 0, obtemos

rij ! rij (55)

enquanto vi�rij ! vi�rij+Æ� [vi � (n� rij) + rij � (n� vi)].
Devemos tamb�em considerar o termo vi �vj e neste caso
temos vi �vj ! vi �vj+Æ� [vi � (n� vj) + vj � (n� vi)].
Ambas as transforma�c~oes, permutando os termos no
produto triplo, conduzem a

vi � rij ! vi � rij (56)

vi � vj ! vi � vj (57)

Finalmente (55), (56) e (57), permite-nos concluir que
a lagrangiana de Darwin tamb�em �e invariante sob
rota�c~oes.

Para se encontrar as constantes de movimento re-
lacionadas �as invariâncias espa�co-temporais cont��nuas,
n�os consideramos o c�alculo de @U

@vi
. Com a identidade

vetorial para r (a� b) podemos escrever

@U

@vi
= �

NX
j 6=i

qiqj
8��0c2rij

 
vj +

vj � rij
r2ij

rij

!
(58)

Ent~ao, (52) pode ser utilizada para fornecer

@U

@vi
= �qiA(ri) (59)

O momento linear, o momento angular e a energia
generalizados podem agora ser escritos como

P = p+
NX
i=1

qiA(ri) (60)

L = l+

NX
i=1

qiri �A(ri) (61)

E = T +
1

2

NX
i=1

qi [�(ri) + vi �A(ri)] (62)

Portanto, pode-se identi�car o momento linear, o mo-
mento angular e a energia de origem eletromagn�etica
como

Pem =

NX
i=1

qiA(ri) (63)

Lem =

NX
i=1

qiri �A(ri) (64)

Eem =
1

2

NX
i=1

qi [�(ri) + vi �A(ri)] (65)

Sob uma transforma�c~ao de calibre, a lagrangiana
de Darwin e a fun�c~ao potencial transformam-se como
L ! L � _� e U ! U + _�, respectivamente, onde
� = � 1

2

PN

i=1 qi�. Portanto, estas �ultimas quantidades
eletromagn�eticas s~ao dependentes de calibre e, assim,
s~ao tamb�em as quantidades conservadas generalizadas.

V Conclus~ao

Mostramos que um potencial dependente da veloci-
dade pode ser facilmente abordado no formalismo la-
grangiano. Baseados na invariância espa�co-temporal
cont��nua, n�os obtivemos n~ao somente os v��nculos so-
bre a forma da lagrangiana, mas tamb�em os impor-
tantes princ��pios de conserva�c~ao do momento linear,
momento angular e energia. Essas constantes de mo-
vimento generalizadas n~ao s~ao geralmente quantida-
des mensur�aveis mas isso n~ao representa nenhuma des-
vantagem na busca para uma melhor compreens~ao da
evolu�c~ao temporal de um sistema f��sico.

A teoria eletromagn�etica cl�assica de Maxwell-
Lorentz foi considerada neste trabalho como ilustra�c~ao,
e mostramos que o momento linear, o momento angular
e a energia s~ao quantidades dependentes de calibre.

Poder��amos tamb�em ter abordado as simetrias
geom�etricas discretas, tais como a paridade e a revers~ao
temporal, para obter restri�c~oes adicionais sobre a forma
da lagrangiana. Preferimos deixar este t�opico como um
exerc��cio para os leitores, incluindo, �e claro, a veri�-
ca�c~ao da invariância da lagrangiana de Darwin.
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