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Resolve-se o problema de uma carga pontual em presen�ca de uma folha diel�etrica �na, com o uso
de imagens de cargas e dipolos cujos campos satisfazem as condi�c~oes de continuidade do potencial e
da componente normal do deslocamento el�etrico nas superf��cies da folha. Calcula-se, ent~ao, a for�ca
de atra�c~ao resultante.

The problem consisting of a point charge placed in front of a thin dielectric foil is solved using images
of charges and dipoles, which makes the continuity of the potential and of the normal component
of the dielectric displacement to be satis�ed at the plane boundaries of the foil. The attraction is
then calculated.

I Introdu�c~ao

Seja como na Fig. 1 uma carga q a uma distância h
do plano central de uma folha diel�etrica �na, de espes-
sura s e constante diel�etrica K. Desejamos calcular a
for�ca de atra�c~ao entre elas, mas para isso parece ser ne-
cess�ario resolver o problema por inteiro, isto �e, achar o
potencial em todos os pontos do espa�co, desde que n~ao
�e tarefa simples descobrir como s~ao as distribui�c~oes de
dipolo induzido na folha. Na Ref. 1, o problema de
uma carga em presen�ca de um bloco diel�etrico de su-
perf��cies planas �e tratado em geral, atrav�es de desen-
volvimento do potencial em fun�c~oes de Bessel. An�alise
desse tratamento anal��tico para o caso limite de uma
folha (bloco pouco espesso, ver se�c~ao VII.1) sugere ser
poss��vel abordar o problema atrav�es do uso de imagens
de cargas e dipolos, cujos campos, conjuntamente com
os da carga indutora, satisfazem, em aproxima�c~ao con-
veniente, as condi�c~oes de continuidade do potencial e
da componente normal do deslocamento el�etrico nas su-
perf��cies da folha. Calcula-se ent~ao a for�ca de atra�c~ao.
O campo el�etrico no interior da folha �e estudado na
se�c~ao VII.2.

II Colocando o problema

Na Fig. 1, a carga q est�a situada a uma distância h do
plano m�edio (n~ao mostrado) da folha, de espessura s, e
constante diel�etrica K. P �e um ponto gen�erico da folha,
distante R do ponto O', proje�c~ao de q sobre o plano.

� �e o ângulo entre qP e qO', que �e o mesmo entre a
normal PNe qP.

Figura 1. Carga q �a distância h de folha �na diel�etrica
plana, de espessura s e constante diel�etrica K. O ponto P
dista R de O ', proje�c~ao de q sobre a folha. PN �e normal e
� �e o ângulo entre qP, igual a r, e PN.

Para se obter a solu�c~ao do problema por meio de
imagens, consideraremos o espa�co dividido em três
regi~oes, I, II e III, como mostrado na Fig. 2. Nesta,
a espessura da folha foi exagerada para incluir-se o seu
plano m�edio em tracejado. Todas as imagens, quer de
carga, quer de dipolo, estar~ao ou na posi�c~ao de q ou
na posi�c~ao de sua imagem especular atrav�es do plano
m�edio, abaixo da folha. A regi~ao I �e a regi~ao acima da
folha, Fig.2a. Nela agir~ao, al�em da carga q, uma carga
imagem qI e um dipolo de momento mI, orientado para
cima e colocado abaixo da folha. Espera-se que qI se
anule, visto que a rea�c~ao da folha �a presen�ca de q �e di-
polar e j�a seria representada por mI, que, ali�as, dever�a
resultar negativo. A regi~ao II �e o interior da folha, e
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ser�a in
uenciada por carga qII e dipolo mII (orientado
para baixo) na posi�c~ao de q, e, na posi�c~ao sim�etrica, por
carga q'II e dipolo m'II (orientado para cima), Fig.2b.
Finalmente, a regi~ao III ser�a o espa�co abaixo da fo-
lha, in
uenciada por carga qIIIe dipolo mIII (orientado
para baixo), na posi�c~ao de q. Vemos, portanto, que,
por conven�c~ao, todas as cargas s~ao assumidas positiva-
mente e que os dipolos acima da folha est~ao orienta-
dos para baixo, e o oposto ocorrendo �aqueles situados
abaixo da folha. Esta conven�c~ao facilita os c�alculos a
seguir. Tamb�em porque a rea�c~ao da folha �e dipolar,
espera-se que qIII resulte igual a q.

Figura 2. Divis~ao apropriada do espa�co: a) regi~ao acima da
folha, em que agem q, q1, e m1; b) interior da folha, em que
agem qII, mII, q'II e m'II;c) regi~ao abaixo da folha, agindo
qIII e mIII. Em tracejado o plano m�edio da folha, onde est�a
situado o ponto de referência O. A

�

e A+, e B
�

e B+ s~ao
pontos cont��guos de cada lado das superf��cies.

III Impondo as condi�c~oes de

contorno

Temos oito inc�ognitas a determinar, quatro cargas e
quatro momentos de dipolo. Para a determina�c~ao delas,
vamos impor a continuidade do potencial e da compo-
nente normal do deslocamento el�etrico nas superf��cies
da folha, Fig. 2. Sobre a superf��cie de cima, em A�,
regi~ao I, agem q, qI e mI; e no ponto cont��guo A+,
j�a no interior da folha, agem qII, q'II, mII e m'II. Na
face de baixo, em B�, agem estas mesmas cargas e di-
polos, e em B+, j�a fora da folha, a carga qIII e o di-
polo mIII. Ent~ao, em A�A+, , bem como em B�B+,
vamos impor aquelas condi�c~oes de contorno, mas com
a precau�c~ao de tomar em conta a espessura da folha,
ou seja, a da varia�c~ao daquelas grandezas devido �a va-
ria�c~ao da distância entre as fontes e os pontos tais como
A� e B�. Para isso, tomaremos como referência o que
ocorre para o plano m�edio, Fig.2, por exemplo o ponto
O situado entre A� e B�, e calcularemos as grandezas
nestes �ultimos pontos tendo em conta um deslocamento
na vertical de s/2, para cima ou para baixo. Isto far�a
com que, por exemplo, no potencial das cargas naqueles
pontos apare�cam termos do tipo dipolo, que se mistu-
rar~ao aos termos de potencial puramente dipolares, os
quais, no esp��rito da aproxima�c~ao, n~ao ser~ao corrigi-
dos pela varia�c~ao de distância. Para a continuidade
da componente normal do deslocamento (produto da
constante diel�etrica pelo campo el�etrico) adotar-se-�a o
mesmo procedimento.

IV Potenciais e campos, prepa-

rat�orio

Vamos exempli�car o que dissemos na se�c~ao anterior.
Para a simpli�ca�c~ao da escrita usaremos o sistema CGS,
com a revers~ao ao MKS se fazendo pela divis~ao por
4��0. Tomemos, por exemplo, a carga qIIe o dipolo mII,
Fig.2b, e escrevamos os potenciais VqII(A+) e VmII(A+)
que criam em A+. Eles s~ao

VqII (A+) = VqII (O) +rVqII (O):
�!
OA =

q

r
+
qs cos �

2r2
(1)

VmII(A+) ' VmII(O) =
mII cos �

r2
(2)

lembrando que a espessura da folha �e s e que r �e con-
tado da fonte (carga ou dipolo) at�e O. Para o potencial
no ponto B� o segundo termo do lado direito da Eq.1
ser�a negativo enquanto que a Eq.2 permanecer�a v�alida.

Para o c�alculo da componente normal do campo
el�etrico, necess�ario para a especi�ca�c~ao do desloca-
mento) vamos escrever primeiro o campo el�etrico
~EqII (T ) numa vizinhan�ca T de O
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~EqII (T ) = ~EqII (O) +
q

r3
[(1� 3sen2�)

�!
dR + (1� 3 cos2 �)(�n̂)dp] (3)

d

sendo
�!
OT =

�!
dR+ (�n̂)dp (4)

estando
�!
dR na dire�c~ao radial de O' a O e n̂ no sentido

de PN, Fig. 1. dp �e um diferencial de distância. Ent~ao,
a componente do campo EqIIn(A�) de qII em A�, na
dire�c~ao de -n̂, e com dp=-s/2 ser�a

EqIIn(A�) = EqIIn(O) �
qs(1� 3 cos2 �)

2r3
(5)

Para o dipolo de momento mII, o seu campo normal
EmIIn(A�) em A�, na dire�c~ao -n̂, ser�a

EmIIn(A�) ' EmIIn(O) = �
mII(1� 3 cos2 �)

r3
(6)

V Os potenciais e os desloca-

mentos nas superf��cies da fo-

lha

Damos, a seguir, os potenciais e as componentes nor-
mais (Dn, com a conven�c~ao de ser positiva para baixo,
-n̂) do deslocamento el�etrico em A�, A+, B� e B+. Pe-
las conven�c~oes adotadas, os potenciais em O devido �as
cargas e os dipolos (Fig.2) s~ao positivos. As Eqs.1, 2 e
4 ser~ao usadas a seguir.

Em A�:

c

Vq(A�) =
q

r
+
qs cos �

2r2
; Dqn(A�) =

q cos �

r2
�
qs(1� 3 cos2 �)

2r3
(7)

VqI (A�) =
qI

r
�
qIs cos �

2r2
; DqIn(A�) = �

qI cos �

r2
+
qIs(1� 3 cos2 �)

2r3
(8)

VmI (A�) =
mI cos �

r2
; DmIn(A�) =

mI(1� 3 cos2 �)

r3
(9)

Em A+:

VqII (A+) =
qII

r
+
qIIs cos �

2r2
; DqIIn(A+) = K[

qII cos �

r2
�
qIIs(1� 3 cos2 �)

2r3
] (10)

VmII(A+) =
mII cos �

r2
; DmIIn(A+) = �K

m(1� 3 cos2 �)

r3
(11)

Vq0II (A+) =
q0II
r

�
q0IIs cos �

2r2
; Dq0IIn(A+) = K[�

q0II cos �

r2
+
q0IIs(1� 3 cos2 �)

2r3
] (12)

Vm0II (A+) =
m0II cos �

r2
; Dm0IIn(A+) = K

m0II(1� 3 cos2 �)

r3
(13)

Em B�:

VqII (B�) =
qII

r
�
qIIs cos �

2r2
; DqIIn(B�) = K[

qII cos �

r2
+
qIIs(1� 3 cos2 �)

2r3
] (14)

VmII (B�) =
mII cos �

r2
; DmIIn(B�) = �K

mII(1� 3 cos2 �)

r3
(15)

Vq0II (B�) =
q0II
r

+
q0IIs cos �

r2
; Dq0IIn(B�) = K[�

q0II cos �

r2
�
q0IIs(1� 3 cos2 �)

2r3
] (16)

Vm0II(B�) =
m0II cos �

r2
; Dm0IIn(B�) = K

m0II(1� 3 cos2 �)

r3
(17)

Em B+:

VqIII (B+) =
qIII

r
�
qIIIs cos �

2r2
; DqIIIn(B+) =

qIII cos �

r2
+
qIIIs(1� 3 cos2 �)

2r3
(18)

VmIII(B+) =
mIII cos �

r2
; DmIIIn(B+) = �

mIII(1� 3 cos2 �)

r3
(19)
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VI Impondo as condi�c~oes de contorno

Impomos, agora, as condi�c~oes de contorno ao potencial e �a componente normal do deslocamento nas duas superf��cies
da folha. Ou seja

Vq(A�) + VqI (A�) + VmI(A�) = VqII (A+) + VmII (A+) + Vq0II (A+) + Vm0II(A+) (20)

Dqn(A�) +DqIn(A�) +DmIn(A�)(A�) = DqIIn(A+) +DmIIn(A+) +Dq0IIn(A+) +Dm0IIN (A+) (21)

VqII (B�) + VmII(B�) + Vq0II (B�) + Vm0II(B�) = VqIII (B+) + VmIII (B+) (22)

DqIIn(B�) +DmIIn(B�) +Dq0IIn(B�) +Dm0IIn(B�) = DqIIIn(B+) +DmIIIn(B+) (23)

Substitu��mos, nestas equa�c~oes, os valores dados nas Eqs.7-19 e separamos, em cada uma delas, os termos de carga
e dipolo, obtendo-se oito equa�c~oes que determinar~ao as oito inc�ognitas. As equa�c~oes de carga levam imediatamente
a

qI = 0 ; qII =
q

2K
(K + 1) ; q0II =

q

2K
(K � 1) ; qIII = q (24)

Para os termos dipolares obt�em-se

(q + qI)
s

2
+mI = (qII � q0II)

s

2
+mII +m0II (25)

(�q + qI)
s

2
+mI = K[(q0II � qII)

s

2
+m0II �mII ] (26)

(�qII + q0II)
s

2
+mII +m0II = �qIII

s

2
+mIII (27)

K[(qII � q0II)
s

2
�mII +m0II ] = qIII

s

2
�mIII (28)

Das equa�c~oes 25-28, usando-se os resultados na Eq.24, os seguintes valores s~ao obtidos para os momentos de
dipolo

mI = �
(K � 1)qs

2K
; mII =

(K � 1)qs

4K2
; m0II = �mII ; mIII = �mI (29)

d

VII A for�ca de atra�c~ao entre a

carga e a folha

A for�ca de atra�c~ao entre a folha e a carga ser�a igual �a
for�ca entre mI e q. Com a conven�c~ao da Fig.2a para
a orienta�c~ao de mI, e tendo em conta que este �e nega-
tivo (Eq.29), resultar�a for�ca de atra�c~ao F sobre a carga
(r=2h), normal �a folha, e igual a

F =
(K � 1)q2s

8Kh3
(30)

ou no MKS

F =
(K � 1)q2s

32��0Kh3
(31)

VIII Discuss~ao

VII.1 Os valores obtidos para as cargas e
dipolos imagens

Como previsto na se�c~ao III, obteve-se qI=0 e qIII=q
nas Eqs. 24. Quanto aos momentos de dipolo induzi-
dos, obteve-se m'II=-mII e mIII=-mI. Pelo menos esta
�ultima igualdade era de se esperar ocorrer, visto que a
folha deve estar polarizada para baixo pelo campo de q.
Essa distribui�c~ao normal de dipolos cria potencial ne-
gativo acima (mII negativo) e positivo (mIII positivo)
abaixo da folha, necessariamente de mesmo m�odulo.
Notemos que todas as cargas e momentos de dipolo s~ao
�nitos para K!1:

Como dissemos na Introdu�c~ao, na Ref.1 resolve-se
o problema de carga em presen�ca de bloco diel�etrico
espesso com superf��cies planas, desenvolvendo-se os po-
tenciais na fun�c~ao de Bessel J0. Calcula-se explicita-
mente o potencial na regi~ao III, Fig. 2c, VIII, resul-
tando em coordenadas cil��ndricas � e z, contadas das
carga

c

VIII = q(1� �2)

Z 1

0

J0(k�)e
�kzdk

1� �2e�2ks
; � =

K � 1

K + 1
(32)
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que para s pequeno, atrav�es do desenvolvimento em s�erie e�2ks ' 1-2ks, aparentemente v�alido, leva a

VIII ' q

Z 1

0

J0(k�)[1�
(K � 1)2

2K
ks]e�kzdk = q[1 + s

(K � 1)2

2K

@

@z
]

Z 1

0

J0(k�)e
�kzdz (33)

com o termo de carga q e o de dipolo com momento
qs(K-1)2/2K, tendo em vista que a integral �a direita da
Eq.33 �e igual a 1/r (o que nos sugeriu o uso de ima-
gens de cargas e dipolos). Este termo de dipolo n~ao
concorda com o calculado na Eq.29, com o inconveni-
ente de divergir para K !1. N~ao sabemos a raz~ao da
discrepância.

VII.2 O campo el�etrico no interior da fo-
lha

O campo el�etrico no interior da folha pode ser ob-
tido dos resultados anteriores. Notemos primeiro que,
sendo ele origin�ario de cargas e dipolos situados fora
dela, Fig.2b, o campo el�etrico tem a�� divergência nula.
Ent~ao, n~ao haver�a densidade volum�etrica de carga de
polariza�c~ao e esta se manifestar�a atrav�es de cargas su-
per�ciais. Chamando-se de y a distância vertical de um
ponto pr�oximo a O, contada positivamente para baixo,
a componente normal do campo el�etrico EIIn(R,y) �e
achada como sendo

c

EIIn(R; y) =
q cos �

Kr2
+
q(1� 3 cos2 �)y

Kr3
�
qs(K � 1)(1� 3 cos2 �)

2K2r3
(34)

d

e para a componente paralela �as faces da folha, EIIp,

EIIp(R; y) =
qsen�

r2
�

3qysen� cos �

r3
(35)

N~ao �e dif��cil veri�car que o primeiro termo no lado
direito da Eq. 34 �e a componente normal do campo re-
sultante de q e das densidades de carga de polariza�c~ao
vizinhas. O segundo termo, de mesma dependência
na constante diel�etrica que o primeiro, deve advir de
corre�c~ao ao primeiro em raz~ao da espessura �nita da
folha. J�a o terceiro no lado direito da Eq.34 e anulando-
se para K=1 deve ser atribu��do �a polariza�c~ao (normal)
n~ao uniforme na folha, devida ao primeiro termo de
EIIn(R,y). Com rela�c~ao �a componente paralela, Eq.35,
ela �e devida exclusivamente �a carga q e, sendo inde-
pendente de K, a polariza�c~ao por ela gerada n~ao age
diretamente sobre a carga q. Este resultado concorda
com a previs~ao de que s�o a distribui�c~ao de dipolos

normal �a folha seria ativa.

IX Considera�c~oes �nais e agra-

decimentos

Certa vez, o Prof. Paulo Cesar de Camargo, da Uni-
versidade Federal do Paran�a, comentou que muitas
experiências interessantes em Eletrost�atica podem ser
feitas explorando-se a atra�c~ao entre cargas e folhas
diel�etricas, mas que a literatura n~ao n~ao faz referência
a essa situa�c~ao. A ele, pois, dedico o c�alculo presente.
O autor agradece bolsa de produtividade do CNPq.
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