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Carga em Presenca de Folha Dielétrica
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(A charge in front of a dielectric foil and the attraction between them)

G. F. Leal Ferreira
FCM-IFSC-USP, CP 369, 18560-970. Sao Carlos, SP

guilherm@ifsc.sc.usp.br

Recebido em 6 de junho, 2002. Aceito em 6 de agosto, 2002.

Resolve-se o problema de uma carga pontual em presenca de uma folha dielétrica fina, com o uso
de imagens de cargas e dipolos cujos campos satisfazem as condiges de continuidade do potencial e
da componente normal do deslocamento elétrico nas superficies da folha. Calcula-se, entao, a forca

de atracao resultante.

The problem consisting of a point charge placed in front of a thin dielectric foil is solved using images
of charges and dipoles, which makes the continuity of the potential and of the normal component
of the dielectric displacement to be satisfied at the plane boundaries of the foil. The attraction is

then calculated.

I Introducao

Seja como na Fig. 1 uma carga q a uma distancia h
do plano central de uma folha dielétrica fina, de espes-
sura s e constante dielétrica K. Desejamos calcular a
forca de atracdo entre elas, mas para isso parece ser ne-
cessario resolver o problema por inteiro, isto é, achar o
potencial em todos os pontos do espaco, desde que nao
é tarefa simples descobrir como sdo as distribuicoes de
dipolo induzido na folha. Na Ref. 1, o problema de
uma carga em presenca de um bloco dielétrico de su-
perficies planas é tratado em geral, através de desen-
volvimento do potencial em funcoes de Bessel. Andlise
desse tratamento analitico para o caso limite de uma
folha (bloco pouco espesso, ver segao VII.1) sugere ser
possivel abordar o problema através do uso de imagens
de cargas e dipolos, cujos campos, conjuntamente com
os da carga indutora, satisfazem, em aproximacio con-
veniente, as condi¢dées de continuidade do potencial e
da componente normal do deslocamento elétrico nas su-
perficies da folha. Calcula-se entdo a forca de atragao.
O campo elétrico no interior da folha é estudado na
secao VIIL.2.

II Colocando o problema

Na Fig. 1, a carga q estd situada a uma distancia h do
plano médio (ndo mostrado) da folha, de espessura s, e
constante dielétrica K. P é um ponto genérico da folha,
distante R do ponto O’, projecdo de q sobre o plano.

f é o angulo entre qP e qO’, que é o mesmo entre a
normal PNe gP.
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Figura 1. Carga q a distancia h de folha fina dielétrica
plana, de espessura s e constante dielétrica K. O ponto P
dista R de O ’, projecao de q sobre a folha. PN é normal e
0 é o angulo entre P, igual a r, e PN.

Para se obter a solucdo do problema por meio de
imagens, consideraremos o espaco dividido em trés
regioes, I, II e III, como mostrado na Fig. 2. Nesta,
a espessura da folha foi exagerada para incluir-se o seu
plano médio em tracejado. Todas as imagens, quer de
carga, quer de dipolo, estardo ou na posi¢do de q ou
na posicdo de sua imagem especular através do plano
médio, abaixo da folha. A regido I é a regido acima da
folha, Fig.2a. Nela agirdo, além da carga ¢, uma carga
imagem qj e um dipolo de momento mj, orientado para
cima e colocado abaixo da folha. Espera-se que qp se
anule, visto que a reagdo da folha & presenca de q é di-
polar e ja seria representada por my, que, alids, deverd
resultar negativo. A regido II é o interior da folha, e
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serd influenciada por carga qir e dipolo myr (orientado
para baixo) na posicéo de q, €, na posi¢ao simétrica, por
carga 11 e dipolo m’y; (orientado para cima), Fig.2b.
Finalmente, a regido III serd o espaco abaixo da fo-
lha, influenciada por carga qrie dipolo myy; (orientado
para baixo), na posicdo de q. Vemos, portanto, que,
por convencao, todas as cargas sdo assumidas positiva-
mente e que os dipolos acima da folha estdo orienta-
dos para baixo, e o oposto ocorrendo aqueles situados
abaixo da folha. Esta convencao facilita os cédlculos a
seguir. Também porque a reacdo da folha é dipolar,
espera-se que qryr resulte igual a q.
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Figura 2. Divisao apropriada do espaco: a) regiao acima da
folha, em que agem q, qi, € mp; b) interior da folha, em que
agem qrr, mir, q'ir € m'mr;c) regiao abaixo da folha, agindo
qrir € myrr. Em tracejado o plano médio da folha, onde esta
situado o ponto de referéncia O. A_ e Ay, e B_ e By sao
pontos contiguos de cada lado das superficies.
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IIT Impondo as condigcoes de

contorno

Temos oito incégnitas a determinar, quatro cargas e
quatro momentos de dipolo. Para a determinagao delas,
vamos impor a continuidade do potencial e da compo-
nente normal do deslocamento elétrico nas superficies
da folha, Fig. 2. Sobre a superficie de cima, em A_,
regido I, agem ¢, qr e mr; e no ponto contiguo A,
ja no interior da folha, agem qrr, q’rr, myr e m’;p. Na
face de baixo, em B_, agem estas mesmas cargas e di-
polos, e em By, ja fora da folha, a carga qr e o di-
polo myy;. Entdo, em A_A,, , bem como em B_By,
vamos impor aquelas condi¢des de contorno, mas com
a precaucdo de tomar em conta a espessura da folha,
ou seja, a da variacao daquelas grandezas devido a va-
riacao da distancia entre as fontes e os pontos tais como
A4 e By. Para isso, tomaremos como referéncia o que
ocorre para o plano médio, Fig.2, por exemplo o ponto
O situado entre AL e B4, e calcularemos as grandezas
nestes ultimos pontos tendo em conta um deslocamento
na vertical de s/2, para cima ou para baixo. Isto farad
com que, por exemplo, no potencial das cargas naqueles
pontos aparecam termos do tipo dipolo, que se mistu-
rardo aos termos de potencial puramente dipolares, os
quais, no espirito da aproximacdo, ndo serdo corrigi-
dos pela variagdo de distancia. Para a continuidade
da componente normal do deslocamento (produto da
constante dielétrica pelo campo elétrico) adotar-se-d o
mesmo procedimento.

IV Potenciais e campos, prepa-
ratorio

Vamos exemplificar o que dissemos na secio anterior.
Para a simplificacdo da escrita usaremos o sistema CGS,
com a reversdo ao MKS se fazendo pela divisdo por
47ey. Tomemos, por exemplo, a carga qrre o dipolo myg,
Fig.2b, e escrevamos os potenciais Vqrr(A4) e Virr(Ay)
que criam em A . Eles sdo

G

Varr(Ay) = Vo (0) + VVq]](O).m = g + %
, (1)
Vi (A1) = Vs (0) = =Hg2m - (2)

lembrando que a espessura da folha é s e que r é con-
tado da fonte (carga ou dipolo) até O. Para o potencial
no ponto B_ o segundo termo do lado direito da Eq.1
serd negativo enquanto que a Eq.2 permanecerd valida.

Para o cédlculo da componente normal do campo
elétrico, necessario para a especificacdo do desloca-
mento) vamos escrever primeiro o campo elétrico
EqII(T) numa vizinhanca T de O
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E,1(T) = E,11(0) + %[(1 — 3sen20)dR + (1 — 3 cos? §)(—n)dp] (3)

sendo

OT = dR + (—i)dp (4)
estando dB na direcao radial de O’ a O e 1 no sentido
de PN, Fig. 1. dp é um diferencial de distancia. Entao,
a componente do campo Eqn(A_) de qir em A_, na
diregao de -ii, e com dp=-s/2 serd

gs(1 — 3 cos® @
wilse2e)

Para o dipolo de momento myr, o seu campo normal
Emin(A—) em A_, na direcdo -i, serd

myr(1 — 3cos? )

EqUn(Af) = EqIIn(O) -

\% Os potenciais e os desloca-
mentos nas superficies da fo-

lha

Damos, a seguir, os potenciais e as componentes nor-
mais (D,, com a conven¢do de ser positiva para baixo,
-1i) do deslocamento elétricoem A_, Ay, B_ e By. Pe-
las convencoes adotadas, os potenciais em O devido as
cargas e os dipolos (Fig.2) sdo positivos. As Egs.1, 2 e
4 serao usadas a seguir.

EmIIn(A—) ~ EmIIn(O) = 7'3 (6) Em A,'
]
_q  gscosf _qcos®  gs(1—3cos’0)
V) =2+ L2 Dan) =15 23 @
gr qrscosf grecos®  qrs(1 —3cos?6)
Varld) =70 =T o DamlA) =T+ T ®)
my cosf mr(1l — 3cos? 6)
Vm[(Af) - ) ) Dm[n(Af) = 7“—3 (9)
Em A,:
q qrrscosf grreosf  qrrs(l —3cos? 6
VqII(AJr):ﬂ'i'HiQ , Dq[[n(A+):K[ 11 b 4T ( i )] (10)
2r r 2r
myy cosf m(1l —3cos? 6
Vinrr(Ay) = HT y Dmrr(Ay) = —K¥ (11)
g/t qlrrscosf q'rrcos®  qrrs(1 — 3 cos?0)
Varr(Ay) = T T gm Dgrm(Ay) = K[- T 573 ] (12)
m/ycosf m/rr(1 — 3cos?f
Viurr(Ay) = HT v Dourm(Ay) = K ad 3 ) (13)
Em B_:
qrr - qrrscosf qrrcos®  qrrs(1 —3cos? )
Varr(B-) = i e Dyrm(B-) = K| 3 + 23 ] (14)
myr cosf myr(l —3cos?é
Vinrr(B-) = HT v Dmim(B-) = —K adl = ) (15)
g'rr qlrrscosf q'rrcos  qrrs(1 — 3 cos®0)
Varr(B-) = —t—= Dyrm(B-) = K[- 2 23 ] (16)
m/ycosf m/rr(1 — 3cos? @
Virr(B-) = HT s Dpurrn(B-) = K it 3 ) (17)
Em B.:
qrrr - qrrrscosf qrrrcos®  qrrrs(1 — 3 cos? 6)
Varrr(By) = I R Dyrrmn(By) = 3 + o3 (18)
myr cosf mrrr(l —3cos?é
Vinrrr(By) = % v Dmrrm(By) = — i ) (19)

r

r3
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VI Impondo as condigoes de contorno

Impomos, agora, as condi¢oes de contorno ao potencial e & componente normal do deslocamento nas duas superficies

da folha. Ou seja

Va(AZ) + Vor(A2) 4+ Vinr (A-) = Varr (Ay) + Vinrr (Ay) + Varr (Ag) + Virr (A4 (20)

Dgn(A-) + Dyrn(A-) + Dmrn(A-)(A-) = Dgrin(A4) + Dmrin(A+) + Darrn(A+) + Dmirin (A4) (21)
Vorr(B=) + Vinrr(B=) + Vrr(B=) + Vaurr(B-) = Vyrrr(By) + Vinrrr (By) (22)

Dyrrn(B=) + Dimrin(B-) + Dyrrn(B-) + Dyurin(B=) = Dgrrin(By) + Drrin(By) (23)

Substituimos, nestas equagoes, os valores dados nas Eqs.7-19 e separamos, em cada uma delas, os termos de carga
e dipolo, obtendo-se oito equagdes que determinardo as oito incégnitas. As equagdes de carga levam imediatamente

a
q q
qr ) 41T 2K( +1), 91 2K( ), arrr =q (24)
Para os termos dipolares obtém-se
S s
(g + QI)§ +mr = (qr1 — q’11)5 +myrr +mipg (25)
S S
(—q+ QI)§ +mr = K[(q/1r — QH)§ +mirr — mig] (26)
S S
(—qrr + q/11)§ +mrr +ml = —QIII§ +mrrr (27)
S s
K[(qrr - q’H)§ —myr +mi] = Qiry =M (28)
Das equacoes 25-28, usando-se os resultados na Eq.24, os seguintes valores sao obtidos para os momentos de
dipolo
K-1 K-1
mr = —% » mrr = % s MITT = —mjyr, Mrr = —mg (29)

VII A forca de atracao entre a
carga e a folha

A forca de atracdo entre a folha e a carga serd igual a
forca entre my; e q. Com a convencao da Fig.2a para
a orientacdo de mp, e tendo em conta que este é nega-
tivo (Eq.29), resultard forca de atracdo F sobre a carga
(r=2h), normal a folha, e igual a

(K —1)¢*s
F = Y (30)
ou no MKS
(K —1)¢*s
F=— 1
32meg K h3 (31)

VIII Discussao

VII.1 Os valores obtidos para as cargas e
dipolos imagens

]

Vi = q(1— 8% /000

Jo(kp)e~**dk
1— B2e—2ks K+1

Como previsto na secdo III, obteve-se qi=0 e qi1=q
nas Egs. 24. Quanto aos momentos de dipolo induzi-
dos, obteve-se m’i;=-my; e myy=-m;. Pelo menos esta
ultima igualdade era de se esperar ocorrer, visto que a
folha deve estar polarizada para baixo pelo campo de q.
Essa distribui¢do normal de dipolos cria potencial ne-
gativo acima (my; negativo) e positivo (myy positivo)
abaixo da folha, necessariamente de mesmo mddulo.
Notemos que todas as cargas e momentos de dipolo sao
finitos para K— oo.

Como dissemos na Introducgdo, na Ref.1 resolve-se
o problema de carga em presenca de bloco dielétrico
espesso com superficies planas, desenvolvendo-se os po-
tenciais na funcdo de Bessel Jg. Calcula-se explicita-
mente o potencial na regiao III, Fig. 2c, Vi, resul-
tando em coordenadas cilindricas p e z, contadas das
carga

p=t 2 (32)
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que para s pequeno, através do desenvolvimento em série e~2K5 ~ 1-2ks, aparentemente vélido, leva a

(K -1)

K1)

oo 2 oo
~ o\ ) —kz _ (72 —kz
Vi [ (ko) = Sgksle k= aft + s 2 [ nkne s (33)

com o termo de carga q e o de dipolo com momento
qs(K-1)?/2K, tendo em vista que a integral & direita da
Eq.33 é igual a 1/r (o que nos sugeriu o uso de ima-
gens de cargas e dipolos). Este termo de dipolo nao
concorda com o calculado na Eq.29, com o inconveni-
ente de divergir para K — oo. Nao sabemos a razdo da
discrepancia.

VII.2 O campo elétrico no interior da fo-
lha

]

O campo elétrico no interior da folha pode ser ob-
tido dos resultados anteriores. Notemos primeiro que,
sendo ele originario de cargas e dipolos situados fora
dela, Fig.2b, o campo elétrico tem aif divergéncia nula.
Entao, ndo haverd densidade volumétrica de carga de
polarizacdo e esta se manifestard através de cargas su-
perficiais. Chamando-se de y a distancia vertical de um
ponto préximo a O, contada positivamente para baixo,
a componente normal do campo elétrico Ep,(R,y) é
achada como sendo

EIIn(Ra y) =

e para a componente paralela as faces da folha, Errp,

gsenf  3qysenf cosf
EIIp (R7 y) = TQ -

- (35)

Nao é dificil verificar que o primeiro termo no lado
direito da Eq. 34 é a componente normal do campo re-
sultante de q e das densidades de carga de polarizacao
vizinhas. O segundo termo, de mesma dependéncia
na constante dielétrica que o primeiro, deve advir de
corregdo ao primeiro em razao da espessura finita da
folha. J& o terceiro no lado direito da Eq.34 e anulando-
se para K=1 deve ser atribuido & polarizagdo (normal)
nao uniforme na folha, devida ao primeiro termo de
Eim(R,y). Com relagdo & componente paralela, Eq.35,
ela é devida exclusivamente & carga g e, sendo inde-
pendente de K, a polarizagdo por ela gerada ndo age
diretamente sobre a carga q. Este resultado concorda
com a previsao de que sé a distribuicao de dipolos

qcosf N q(1 —3cos’f)y  gs(K —1)(1 —3cos’h)
Kr? Kr3

2K2p3

normal & folha seria ativa.

IX Consideracgoes finais e agra-
decimentos

Certa vez, o Prof. Paulo Cesar de Camargo, da Uni-
versidade Federal do Parand, comentou que muitas
experiéncias interessantes em Eletrostatica podem ser
feitas explorando-se a atracio entre cargas e folhas
dielétricas, mas que a literatura nao nao faz referéncia
a essa situacfo. A ele, pois, dedico o cdlculo presente.
O autor agradece bolsa de produtividade do CNPq.
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