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En los cursos de Fisica y Mecédnica para estudiantes universitarios de Ciencias e Ingenierfa, y dentro
del tema dedicado a la elasticidad, se estudian los sélidos deformables, asi como los fenémenos
de traccién, compresion, cizalladura, torsién, flexién y pandeo. En el caso de la flexién uno de
los ejemplos que suele analizarse es el de una barra delgada empotrada en un extremo sobre la
que actia una fuerza concentrada vertical en el extremo libre. El estudio se hace para pequenos
desplazamientos o pequenas pendientes de la barra, lo que permite integrar facilmente la ecuacién
diferencial de la barra flexionada y calcular la eldstica y la flecha o desplazamiento vertical del
extremo libre. Sin embargo, la aproximacién para pequenas pendientes que se hace en la bibliografia
es incompatible con otra consideracién que siempre se tiene en cuenta y es que la longitud de la fibra
neutra de la barra no cambia cuando la barra flexiona. En este trabajo se presenta, para al problema
de la flexién de una barra delgada en voladizo, una aproximacién para pequenos desplazamientos
o pequenas pendientes de la barra “menos aproximada de lo comin”. Para ello se introduce como
hipétesis la constancia de la longitud de la fibra neutra de la barra lo que permite obtener unas
ecuaciones mds precisas que las que aparecen en la bibliografia. Los resultados obtenidos se han
comparado con los exactos asi como con las medidas experimentales realizadas en el laboratorio con
una regla de acero empotrada en un extremo. Las ecuaciones de la eldstica se obtienen siguiendo
un tratamiento andlogo al desarrollado por Feynman cuando estudia la viga flexionada en su libro
de Fisica, por lo que el desarrollo aqui presentado puede ser seguido sin muchos problemas por

cualquier estudiante de Fisica o Mecédnica de los primeros cursos universitarios.

I Introduccién

Las vigas generalmente son cuerpos sélidos de forma
alargada y seccién recta constante, de gran interés en
ingenieria y arquitectura, que normalmente se utilizan
en posicién horizontal y siendo su longitud grande com-
parada con las dimensiones de su seccion recta. Las vi-
gas pueden estar sometidas a cargas concentradas, car-
gas distribuidas, o a pares (momentos concentrados)
que actuen solos o en una combinacién cualquiera, si-
endo la flexién la principal deformacién que sufren [1].

Puede definirse una viga como un sélido homogéneo
e isétropo engendrado por una seccién transversal, que
generalmente admite un plano de simetria y cuyo cen-
tro de gravedad describe una curva o linea, denomi-
nada directriz, siendo el plano que contiene a la seccién
transversal normal a dicha directriz [2]. Cuando una
viga flexiona debido a la presencia de fuerzas exterio-
res, existen algunas partes de la viga que se acortan
debido a que estan sometidas a una compresién, y, sin

embargo, otras zonas se alargan por efecto del momento
flector que hace que estén sometridas a traccién. Pero
hay una linea en la viga en la que las fibras no se acor-
tan ni se alargan, es decir, que no estan sometidas a
tension. Esta linea se denomina linea neutra o fibra
neutra (Fig. 1) [2,3]. En la fibra neutra se encuentra el
centro de gravedad de la seccién transversal; por tanto,
para conocer la localizacién de dicha fibra basta con
calcular el centro de gravedad de la seccién transversal
de la viga.

Linea
neutra

Figura 1. Fibra neutra de una viga flexionada.

Un caso particular de vigas que se estudian en los
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primeros cursos universitarios de Fisica y Mecénica de
las titulaciones de Ingenieria y Arquitectura e incluso
en la asignatura de Mecanica de Bachillerato son las
estdticamente determinadas o isostaticas [1-3], para las
que se pueden obtener las reacciones en los apoyos a
partir de las ecuaciones de la Estatica, es decir, imponi-
endo las condiciones de que la suma de fuerzas sea nula
y la suma de momentos respecto a un punto también
lo sea. El estudio de la flexién de las vigas isostaticas
puede encontrarse en algunos textos de Fisica Gene-
ral [2,4,5], Mecénica (en su parte de Estética) [1,6] y
Mecénica de Materiales [7,8]. Asimismo, las vigas en
voladizo, es decir, aquellas que se encuentran empotra-
das en un extremo y libres en el otro, han recibido re-
cientemente atencién en revistas en las que se publican
trabajos relacionados con la ensenanza de la Fisica a
nivel universitario [9-12]. Sin embargo, para el andlisis
que vamos a considerar en este trabajo basta con tomar
como punto de partida el estudio de la viga flexionada
para pequenas pendientes que hace Feynman [5], al ser
bastante claro (como no podia ser de otra manera) y
suficiente para comprender el comportamiento de estos
elementos constructivos cuando se someten a acciones
externas.

En el presente trabajo se va a analizar la flexién de
una barra delgada en voladizo en el caso particular en el
que los desplazamientos de la barra son pequenos. Esto
da lugar a que las pendientes de la curva eléstica de la
barra sean pequenas, lo que permite hacer una serie de
aproximaciones que dan lugar a una ecuacion diferen-
cial lineal de segundo orden facilmente integrable. Sin
embargo, en este trabajo se va a comprobar como es
posible obtener unos resultados menos aproximados y
mas acordes con la realidad fisica de la barra flexio-
nada que los que suelen presentarse en la bibliografia
[2,5,7,8]. En particular, una cuestién que siempre se
considera al estudiar la flexién de este tipo de elemen-
tos es que las deformaciones de la barra son pequenas lo
cual implica que, aunque la barra se desplace respecto
a la horizontal, su longitud o m&s estrictamente la de
su fibra neutra, permanece constante. Esta es una cu-
estién muy importante que no suele tenerse en cuenta
en los libros de texto de los primeros cursos universi-
tarios pues el desarrollo que hacen, incluido el libro de
Feynman, no tiene en cuenta que la longitud de la barra
no cambia y de hecho las ecuaciones que presentan son
incompatibles con la constancia de dicha longitud ya
que la coordenada horizontal del extremo libre de la
barra consideran que es igual a la longitud de la barra.

Se van a obtener distintas caracteristicas de la barra
delgada empotrada en un extremo: los desplazamien-
tos maximos horizontal y vertical del extremo libre de
la barra en funcién de la fuerza aplicada, y la curva que
adopta la barra flexionada y que se denomina eldstica
[2-5]. Tanto los desplazamientos méximos como la
elastica dependen del material y de la geometria de la
barra [2, 3]. Se mostrardn algunos resultados numéricos
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y se comparardn con los resultados que se obtienen haci-
endo uso de la aproximacién para pequenas pendientes
que se hace en la bibliografia, con los correspondientes
al caso exacto (sin ninguna aproximacién), asi como con
los resultados experimentales obtenidos en el laborato-
rio utilizando como barra delgada una regla de acero.

IT Ecuacion diferencial de la
elastica para pequenas pendi-
entes de la barra

Considérese una barra delgada sometida a flexién de
longitud L y seccién rectangular constante de base b y
altura h, empotrada en un extremo y sometida a una
fuerza vertical F' en el extremo libre, tal y como se ve
en la Fig. 2. Se supone que el material de la barra
es elastico lineal, que su longitud es mucho mayor que
las dimensiones laterales de la misma, que la longitud
de la barra no cambia (estrictamente hablando la lon-
gitud de su linea neutra [8]) y que las deformaciones
son pequenas. Bajo estas hipdtesis podemos utilizar la
relacién de Euler-Bernoulli entre el momento flector M
de la fuerza aplicada y el radio de curvatura p de la
barra deformada [5]:

=2 (1)
p

donde F es el modulo de Young del material, I es el mo-
mento de inercia de la seccién transversal de la barra y
p es el radio de curvatura. El producto FI, que depende
del tipo de material empleado y de las caracteristicas
geométricas de la seccién de la barra, recibe el nom-
bre de “médulo de rigidez a la flexién” de la barra o
simplemente “rigidez”[7].

\]
Y

Figura 2. Barra delgada empotrada en un extremo y con

una fuerza vertical concentrada en el extremo libre. Defi-

nicién de pardmetros.

El radio de curvatura p de una curva de ecuaciéon
y = y(z) puede calcularse mediante la ecuacién [2,5]:

1 d*y/dx?
p = T+ [y /)PP )
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En el caso particular en que el desplazamiento de
los puntos de la barra flexionada respecto a los de la
barra sin flexionar es pequefo, es decir, en el caso de
pendientes pequenas, es posible despreciar el término
(dy/dz)? frente a la unidad en la ecuacién (2), por lo
que el radio de curvatura se puede calcular mediante la
expresion:

1 d%y
parr ®)

lo que permite escribir la ecuaciéon diferencial de la
curva eldstica para una barra delgada de material
eldstico lineal bajo la hipétesis de pequenos desplaza-
mientos (eldstica de pequenas pendientes) en la forma:

d?y M 4

dz2 EI “)
que es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden.
Hasta aqui no hay ninguna diferencia a como se trata el
problema en todos los libros de los cursos universitarios
de Fisica y Mecénica [2, 5, 8]. La modificacién que se
va a introducir en este trabajo estd relacionada con el
célculo del momento flector M y estd basada en el he-
cho de que la barra es inextensible (su fibra neutra), lo
que implica que longitud de la barra no cambia debido
a la flexién.

Figura 3. Fotografia de una barra delgada en voladizo.

Para obtener la ecuacién de la curva eldstica y =
y(z) para pequernios desplazamientos de la barra hay
que integrar la ecuacién diferencial (4) y para ello es

necesario conocer el momento flector M. La Fig. 3 mu-
estra una fotografia de una barra delgada de longitud L
empotrada en un extremo sobre la que se aplica una fu-
erza vertical concentrada F en el extremo libre. Puesto
que la longitud de la barra deformada es también L,
el extremo libre de la barra sufre tanto un desplazami-
ento vertical §, como uno horizontal J,. Normalmente,
y tal y como aparece en el libro de Feynman [5] y en
otros textos [2, 4, 8], se supone que el desplazamiento
horizontal ¢, es nulo, lo que no es compatible con el
hecho de que la longitud de la barra no cambia tras la
deformacién. El momento flector M debido a la carga
puntual Faplicada en el extremo de la barra respecto a
la seccién situada a una distancia x del empotramiento
viene dado por la ecuacién (Fig. 2):

M(z) = F(L =0, — ) (5)

y sustituyendo la ecuacién (5) en la ecuacién diferen-
cial (4) de la elastica para pequenos desplazamientos
(pequenas pendientes), ésta toma la forma:

d?y F

— = —(L -0, — 6

Py ARl (6)
donde para la barra en voladizo las condiciones de con-
torno son:

y(0)=0 (7)

Con ayuda de las ecuaciones (7) y (8) es posible
integrar facilmente la ecuacién (6), obteniéndose:

dy F

YT [2(L - 6,)7 — 27] 9)
F 2
y(@) = c7B(L = &)a” — 7] (10)

La ecuacién (10) permite calcular el desplazamiento
vertical mdximo de la barra, §,, el cual se presenta en
el extremo libre de la misma. Su valor se obtiene, como
se deduce de la Fig. 2, sustituyendo = L - d, en la
ecuacién (10):

_F

v = 3571

La ecuacién (9) proporciona el valor de la pendi-
ente de la elastica para cada valor de la coordenada
x, mientras que la ecuacién (10) es la ecuacién cartesi-
ana y = y(x) de la eldstica de la barra. Es importante
sefialar que la ecuacién de la elastica (10) es valida siem-
pre y cuando el cuadrado de la pendiente de la eldstica
sea mucho menor que la unidad, pues esa ha sido la
hipétesis para obtener la ecuacién (4), es decir, debe
cumplirse la condicion:

() << a2

) L—6,)>° (11)
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Como la maxima pendiente tiene lugar en el extremo
libre de la barra, es decir, para el punto de abcisa z =
L - é,, teniendo en cuenta la ecuacién (9) evaluada en
ese punto, la condicién de validez de las ecuaciones para
pequenas pendientes es:

<WF1>2 (L-0,)" << 1 (13)

Para saber si en un caso practico es o no aplicable
la aproximacién de pequenas pendientes habria que ve-
rificar la condicién (13). Sin embargo, en ocasiones es
posible que se desconozca el valor del médulo de Young
del material, E/, pues lo que se pretende con el estudio
experimental quizds sea su determinacién. En este caso
es facil escribir la ecuacion (13) sin que aparezca el va-
lor de EI Para ello se despeja EI de la ecuacién (11) y
se sustituye en la ecuacién (13), obtieniéndose la con-
dicién de aplicabilidad de las ecuaciones para pequenas
pendientes en funcién de los desplazamientos horizontal
y vertical del extremo libre, J, y J,, respectivamente,
los cuales pueden medirse facilmente en el laboratorio.
De la ecuacién (13) se obtiene:

952
4(L — 6,)?
Sin embargo, para evaluar las ecuaciones (9)-(11)
no sélo es necesario conocer el médulo de Young, E,
el momento de inercia, I, y la fuerza aplicada, F, sino
también el desplazamiento horizontal, d,, del extremo
libre de la barra, y éste es una incégnita del problema,
pues a su vez es funcién de E, I y F.Es aqui donde se
hace uso de la hipétesis de que la barra es inextensible
y, por tanto, su longitud L no cambia (estrictamente
hablando, la longitud de su fibra neutra, aunque si la
barra es delgada se puede decir que ambas coinciden).
Para introducir esta nueva hipotesis basta tener en cu-
enta la relacién que existe entre el elemento de arco ds
y sus componentes cartesianas dz y dy:

2
ds = da? +dy> =4[ 1+ (Z—i) dz (15)

por lo que la longitud L de la barra sera:

L= /0”2 J1+ (%)2@: (16)

donde el limite superior de integracién tiene en cuenta
el hecho de que el valor maximo de la coordenada x
de la elastica de la barra no es L, como se indica en
la bibliografia para el caso de la aproximaciéon de pe-
quenas pendientes, sino L - d,, como se ve en la Fig.
2. Sustituyendo la ecuacién (9) en la ecuacién (16), se
obtiene:

<< 1 (14)
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La ecuacién (17) permite calcular el valor del des-
plazamiento horizontal del extremo libre de la barra
cuando se conocen los valores de L, £, [ y F. Una vez
obtenido el valor de J,, ya es posible determinar el resto
de parametros que caracterizan la barra flexionada, en
particular J, y la ecuacién cartesiana de la eldstica. Si
se toma d, = 0 en las ecuaciones anteriores se obtienen
los valores de y(x) y 4, siguientes:

F
y(@) = (3L — o) (19)
FL3
Oy = 3ET (19)

que son las que aparecen en al bibliografia [5, 9-12].

ITT Resultados numéricos

Para comparar los resultados que se obtienen con la
aproximacién para pequenas pendientes que se ha pre-
sentado en este trabajo con la correspondiente aproxi-
macién que se hace en la bibliograffa (ecuaciones (18)
y (19)), asi como con el caso en el que se resuelve la
ecuacién diferencial (1) sin considerar ninguna aproxi-
macién en el radio de curvatura [12, 13], es conveniente
definir una serie de parametros adimensionales. Para
ello se introduce el pardmetro adimensional de fuerza:

FL?
k= —— 2
ol (20)
las coordenadas adimensionales u y v:
z Yy
=— == 21

asi como los desplazamientos adimensionales horizon-
tal y vertical del extremo libre de la barra, uy y vy,
respectivamente, definidos mediante las ecuaciones:

up=— vp=-—- (22)

Haciendo uso de las ecuaciones (20)-(22), las ecua-
ciones (10), (11) y (17) pueden escribirse en la forma:

v= 2[3(1 —uyp)u?® — u’] (23)
vy = 50— ug) (24

/Oluf \/1 4 %2[2(1 Cupu—wPdu=1 (25

Asimismo, la ecuacién (13) de validez de la aproxi-
macion para pequenas pendientes se escribird ahora:
k2

Z(1 —up)t << 1 (26)
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La ecuacién (25) permite obtener uy en funcién del
pardmetro adimensional k. Sin embargo, la incdgnita
uy aparece tanto en el integrando como en uno de los
limites de integracién. Para obtener el valor de uys se
propone seguir un procedimiento de ensayo-error muy
interesante e instructivo para los estudiantes. En pri-
mer lugar se define una funcién ¢ de la variable uy de
la siguiente forma:

g(uf):/0 Uf\/l—l-%Q[Q(l—uf)u—u?]?du -1

(27)
con ayuda de esta funcién, la ecuacién (25) puede es-
cribirse como:

gug) =0 (28)
En este momento se hace uso del hecho de que los es-
tudiantes universitarios suelen estar familiarizados con
software como el Mathematica, del que existe ademas
una versiéon para estudiantes. Por esta razdn, la inte-
gral de la ecuacién (27), para cada valor de k, puede re-
solverse utilizando el comando de integracién numérica
“NlIntegrate” del programa Mathematica. La Fig. 4
muestra los resultados obtenidos para el caso k = 0.5.
Como puede verse existe una solucién de la ecuacién
(28) que se determina mediante un procedimiento de
ensayo-error variando el valor de uy hasta que g(uy) sea
menor que 10~%, que se toma como 0 a efectos compu-
tacionales.

0.02 T T T T T
0.01
&lup)

0.00

-0.01

_0.02 1 1 1 1 1
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

ur

Figura 4. Funcién g(uys) para k = 0.5.

La Fig. 5 muestra los resultados obtenidos de uy en
funcién de k£ comparados con los exactos calculados sin
hacer ninguna aproximacion, resolviendo las integrales
elipticas que aparecen en este caso (ver Apéndice I) [12,
13]. Es importante sefialar que en la aproximacién que
se hace en todos los libros universitarios que abordan
el problema de la flexién de una barra para el caso de
pequenas pendientes se toma como hipdtesis de partida

ur = 0, ya que se suponde que la fuerza F' estd apli-
cada siempre en el punto de abcisa x = L. En la Fig.
6 se han representado los errores relativos que se come-
ten cuando se hace uso de la aproximacién que se ha
considerado en este trabajo y la que se hace en la bibli-
ografia, respecto a los valores exactos que se obtienen
cuando no se hace ninguna aproximacién [12]. Para la
aproximacion considerada en este trabajo el error rela-
tivo esta por debajo del 10% para k& < 0.8, mientras
que con la aproximacién que aparece en todos los libros
el error relativo es del 100%.

0.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

k

Figura 5. Valores de los desplazamientos horizontales adi-
mensionales del extremo libre de la barra en funcién de k:
Aproximacién para pequefias pendientes realizada en la bi-
bliografia (a), aproximacién realizada en este trabajo (b) y
valores exactos (c).

25 T T T T T
a (Error = 100%)
20 b

Error de us (%)

0 L L 1 1 L
0.00 025 050 0.75 1.00  1.25 1.50

k

Figura 6. Errores relativos de los desplazamientos horizon-
tales adimensionales del extremo libre de la barra en funcién
de k: Aproximacién para pequenas pendientes realizada en
la bibliograffa (a) y aproximacién realizada en este trabajo
(b).

Una vez determinado el valor de uy para cada k
es posible calcular el desplazamiento vertical adimen-
sional del extremo libre de la barra, vy, sin més que
utilizar la ecuacion (23). La Fig. 7 muestra los resulta-
dos obtenidos comparados con los exactos [12] y con los
aproximados para pequenas pendientes que se obtienen
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utilizando la ecuacién (19) que se muestra en todos los
libros y que ahora se escribird en la forma vy = k/3.
En la Fig. 8 se han representado los errores relativos
correspondondientes a ambos casos. Como puede verse
de las Figs 7 y 8, la aproximacién para pequenas pendi-
entes que se ha presentado en este trabajo proporciona
resultados mas acordes con la realidad representada por
la solucién exacta para un rango de valores de k mayor,
pues el error relativo estd por debajo del 10% para las
k consideradas, mientras que con la aproximacion que
aparece en los libros este error es mucho mayor. En la
Fig. 9 se ha representado el cuadrado de la derivada
primera de la funcién v evaluado en el extremo libre de
la barra, es decir, en el punto de abcisa u = 1 — uy.

0.5 T T T T T

03k |

<&

0.2t .

0.1F b

0.0 . . . . .
0.00 025 050 0.75 1.00  1.25 1.50

k

Figura 7. Valores de los desplazamientos verticales adi-
mensionales del extremo libre de la barra en funcién de k:
Aproximacién para pequeinias pendientes realizada en la bi-
bliografia (a), aproximacién realizada en este trabajo (b) y
valores exactos (c).

25 . . . ;
20 - .
o a
< 15t 1
=
[}
o
g 10} .
M b
5t A
O 1 1 1 L
0.00 025 050 075 1.00 125 1.50

k

Figura 8. Errores relativos de los desplazamientos vertica-
les adimensionales del extremo libre de la barra en funcién
de k: Aproximacién para pequenas pendientes realizada en
la bibliografia (a) y aproximacién realizada en este trabajo
(b).
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Figura 9. Cuadrado de la derivada primera de la funcién

v evaluado en el extremo libre de la barra, es decir, en el
punto de abcisa u =1 — uy.

Finalmente, en la Fig. 10 se han representado las
eldsticas que se obtienen utilizando la ecuacién (23)
para k = 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8. Como puede verse, tanto
uy como vy son distintos de 0.

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u

Figura 10. Elasticas adimensionales para distintos valores
de k obtenidas con la aproximacién para pequenas pendien-
tes presentada en este trabajo.

IV  Resultados experimentales

La Fig. 11 muestra una fotografia de la barra empo-
trada por un extremo y sobre la que se aplica una fu-
erza vertical concentrada en el extremo libre. La barra
es una regla de acero de longitud L cuya seccién trans-
versal es rectangular de base b y altura h. La regla
se ha empotrado con ayuda de una doble nuez de las
que se encuentran en todos los laboratorios de Fisica, la
cual se ha sujetado a una varilla vertical situada sobre
un soporte. Con ayuda de dos ldminas rectangulares
metélicas colocadas una arriba de la regla y la otra de-
bajo se ajusta la regla a la doble nuez tal y como se ve
en la Fig. 12. Los valores de b y h de la seccién rec-
tangular de la barra delgada se han determinado con
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ayuda de un pie de rey y un palmer, respectivamente.
Se han tomado medidas de by h cada 5 cm a lo largo
de la regla y se ha calculado la media de cada una de la
series de medidas. Como error absoluto de b y h se ha
tomado el valor més grande de la sensibilidad del apa-
rato de medida y la desviaciéon media de las medidas
realizadas, siendo en ambos casos mayor la sensibilidad
de los instrumentos de medida utilizados. El momento
de inercia de la seccién rectangular lo calculamos me-
diante la ecuacién [1]:

Figura 11. Fotografia de la regla de acero empotrada en un
extremo analizada experimentalmente en la que se aprecia
la curva elastica de la barra flexionada.

Figura 12. Fotografia del detalle del empotramiento de la
regla de acero analizada experimentalmente.

L3
1= 12bh (29)

Con una balanza electrénica se determina la masa
de la regla y tomando g = 9.80 & 0.01 m/s? se calcula
su peso total y, a partir de éste, el peso P para una
longitud de la regla de 30 cm. En la Tabla I se indican
las caracteristicas de la barra delgada analizada.

TABLA 1

0.3000 £ 0.0005 m
0.03040 £ 0.00002 m
0.00078 £ 0.00001 m

(1.20 £ 0.05) x 10=12 m?*
0.554 &+ 0.008 N

| - S| o

A continuacién se ha medido el desplazamiento ver-
tical maximo del extremo libre de la barra cuando se so-
mete a distintas fuerzas concentradas F' tomando como
valor de referencia la posicién del extremo libre cuando
no se aplica ninguna fuerza F (Fig. 13). Como se va
a analizar la situacién de pequenas pendientes, la ecu-
acién diferencial que hay que considerar es lineal lo que
implica que el desplazamiento vertical total del extremo
libre de la barra serd la suma de los desplazamientos de-
bidos a la fuerza aplicada y al peso propio. Cuando el
desplazamiento vertical maximo debibo tnicamente al
peso propio de la barra es muy pequefio (en el labo-
ratorio se ha medido experimentalmente que este des-
plazamiento vertical es menor de 8 mm) y ademds las
pendientes al aplicar fuerzas externas son pequefas, se
puede suponer, sin cometer un error significativo, que
el desplazamiento del extremo libre de la barra debido
a su peso propio es independiente de la fuerza aplicada.
En la Fig. 14 se han representado los valores experi-
mentales de los desplazamientos verticales 6, medidos
respecto a la posicién del extremo libre en ausencia de
fuerza aplicada, en funcién de la fuerza F. Como pu-
ede verse para fuerzas aplicadas pequenas la relacién
entre 6, y F es lineal, pero conforme aumenta el valor
de la fuerza aplicada, la relacién entre §, y F' ya no es
lineal. Analizando la zona de comportamiento lineal,
que se puede tomar para fuerzas aplicadas entre 0 y 1.2
N (Fig. 15), se ha determinado el valor de la rigidez de
la barra mediante un ajuste de minimos cuadrados de
la ecuacién (19), obteniéndose:

EI = 0.238 £ 0.009 N m?

Lo que implica que el médulo de Young del acero
del que estd fabricada la regla es E = 198 £+ 15 GPa.
Este valor concuerda con el médulo de Young del acero
que se puede encontrar en la bibliografia y que esta en
torno a 200 GPa [14]. En la Fig. 14 se han repre-
sentado, junto con las medidas experimentales de d,,
los valores calculados tedricamente haciendo uso de las
aproximaciones para pequenas pendientes de la biblio-
grafia (ecuacién (19)) y la que se ha considerado en este
trabajo (ecuacion (11)).
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Figura 13. Determinacién experimental del desplazamiento
vertical del extremo libre de la barra flexionada debido a la
fuerza exterior F' aplicada.
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Figura 14. Valores experimentales de los desplazamientos
verticales del extremo libre de la barra en funcién de la
fuerza aplicada F: Aproximacién para pequenas pendien-
tes realizada en la bibliografia (linea recta) y aproximacién
presentada en este trabajo (linea curva).
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Figura 15. Valores experimentales de los desplazamientos
verticales del extremo libre de la barra en funcién de F para
la zona lineal de la Fig. 14 y recta de ajuste de la ecuacién
(19).

VvV Conclusiones

Partiendo de la hipétesis de que el material del que
estd fabricada una barra delgada flexionada es elastico
lineal, se ha presentado la ecuacién diferencial de la
elastica de la barra de forma andloga a como se hace,
por ejemplo, en el libro de Feynman [5] y en otros libros
[2,4,7,8]. Esta ecuacién diferencial se ha simplificado
considerando el caso de pequenos desplazamientos de
la directriz de la barra (pendientes pequeilas), pero sin
hacer una aproximacién tan extrema a como se hace en
los textos universitarios de Fisica y Mecénica. Un as-
pecto importante y de gran interés didéactico es la forma
en como se ha aplicado la condicién de que la barra es
inextensible (la longitud de su fibra neutra no cambia),
aspecto que no se considera en los libros antes menci-
onados. Se han obtenido las ecuaciones de la eléstica
y los desplazamientos vertical y horizontal del extremo
libre de la barra, comparandolos con los correspondi-
entes al caso general de pequenas y fuertes pendientes,
asi como con la aproximacion de pequenas pendientes
que aparece en la bibliografia. En este ultimo caso se
supone que el desplazamiento horizontal del extremo li-
bre de la barra es nulo. Los resultados tedricos se han
comparado con los experimentales obtenidos en el labo-
ratorio con una regla de acero, comprobandose como la
aproximacion para pequenas pendientes considerada en
este trabajo es “menos aproximada” que la que aparece
en la bibliografia. Por dltimo, y no menos importante,
en el desarrollo del trabajo se han utilizado conceptos
fisicos de gran interés en un curso de Fisica o Mecanica
(esfuerzo, momento flector, fuerza puntual, médulo de
Young, eldstica, momento de inercia de una seccién
plana, flexién, deformacién, etc.), asi como de célculo
infinitesimal (derivada, integral, radio de curvatura de
una curva, etc.), junto con la utilizacién de software
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como el Mathematica para resolver numéricamente in-
tegrales.

V1 Apéndice I: Elastica de una
barra delgada en voladizo
para el caso general

En el caso general en el que los desplazamientos de la
barra delgada en voladizo son grandes, lo que implica
fuertes pendientes de la curva elastica, no es posible ha-
cer uso de la aproximacién de la ecuacién (3) para el
radio de curvatura. En esta situacién, en vez de uti-
lizar la ecuacién exacta (2) para el radio de curvatura
en coordenadas cartesianas, es mejor resolver el pro-
blema en funcién de la longitud de arco s a lo largo de
la eléastica de la barra y del angulo ¢, que es el angulo
que forma con la horizontal la recta tangente a la curva
eldstica en un punto determinado de la misma (ver Fig.
2). Procediendo de esta forma se obtiene una ecuacién
diferencial no lineal de segundo orden cuya solucién se
expresa en términos de integrales elipticas [12, 13]. Se
dice que el problema presenta no linealidad geométrica.
Para la longitud L de la barra se obtiene la ecuacién
[12]:

EI Yo
L:M_/ d—‘p (A1)
2F Jo /singpg —sing

Esta ecuaciéon permite determinar el dngulo ¢g en el
extremo libre de la barra (Fig. 2) en funcién de la longi-
tud de la barra, L, el momento de inercia de su seccién
transversal, I, el médulo de Young del material, E, y
la fuerza aplicada, F. Asimismo, las coordenas (z,y)
de los puntos de la curva elastica de la barra delgada
en voladizo pueden calcularse en funcién del dngulo ¢
mediante las ecuaciones [12]:

z(p) =1/ 2—gI(\/sin Yo — \/sin po — sin p) (A2)

E1 [¥ sinp d
y(p) =1\ o5 / L o (A3)
2F Jy +/sinpg —singp

Por ultimo, los desplazamientos vertical y horizon-
tal del extremo libre de la barra se calculan tomando ¢
= o en las ecuaciones (A7) y (A8):

6z = L — z(po) (Ad)
by = y(po) (A5)

Las integrales elipticas de las ecuaciones (A1) y (A3)
pueden expresarse en términos de funciones elipticas,

sin embargo, y tal y como se ha senalado en una pu-
blicacién reciente [12] o se hace, por ejemplo, en un
problema similar a éste como es el péndulo simple
para grandes oscilaciones [15], para los estudiantes de
los primeros cursos universitarios es mas ilustrativo y
didacticamente mdas aconsejable que las resuelvan con
ayuda de algiun programa de ordenador como el Mathe-
matica.
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