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Neste trabalho, apresentamos etauo variacional de Monte Carlo, aplicado a um sistema de umydart’
confinada em um pacde potencial infinito. A amostragem da densidade de probabilieléelta’utilizando-se
o algoritmo de Metropolis. O objetivo do trabale@presentar de forma ditica o ne€todo e sua implementac
em computadores.

We apply the variational Monte Carlo method to study a particle in an infinite potential well. The probability
density is sampled using the Metropolis algorithm. The aim of this work is to present in a pedagogical way
both the method and its computer implementation.

| Introduc,ao que permitem fazer essa amostragema estlgoritmo de
Metropolis[1].
A simula@o de sistemasdicos em computadores vem se O algoritmo de Metropolis permite, a cada passo, obter

tornando essencial para o estudo ict e da @hcia dos uma nova configurd@m a partir da anterior, utilizando a den-
materiais, pois os modelosatédos dos sistemas da na- sidade de probabilidad®. O algoritmo permite essen-
tureza, cada vez mais realistaspsamleim cada vez mais  cialmente que configur@es mais proaveis tenham mais
complexos. chance de ocorrer naadia das grandezas de interesse.
Nessas simul@es s avaliadas grandezas de interesse ~ Na pioxima sg&o, descrevemos o modelo da para
do sistema, sem que as egdes que as descrevem sejam No po® de potencial. Na sé&o 3 discutimos o etodo varia-
explicitamente resolvidas. A & desses stodose obter ~ cional. Nas duas sées seguintes, apresentamos etodo
respostas nuaricas sujeitas apenas a incertezas de naturez&ariacional, e o algoritmo de Metropolis, respectivamente.
estatética em situgiies em que ad é possvel determinar ~ Em seguida, discutimos detalhes da implemgidae apre-
resultados de forma antita. sentamos os resultados obtidos.

Neste artigo, apresentamos cetwdo variacional de

Monte Carlo e o aplicamos num problemsido extrema- . .
mente simples de uma petla confinada em um poale Il Particula confinada num PoO de

potencial infinito. potencial infinito

O método de Monte Carlo possibilita alculo de di-
versas grandezas de interesse do sistema, entre elas, a siara uma partula em estado estaciano, isto€, em que
energia total. Para tanto, diversas configbesc(posjoes ndo te varig@o na sua energia, a eqaadale Schodingeré
da partcula no espam), o utilizadas. Cada configygz dada por
possui uma probabilidade de ocorrer. Assim, a energia do Hp(z) = Eptpn (), Q)
sistemae” dada pela mdia das energias associadas a cada
configura@o, e ponderada pela densidade de probabilidade
P de esta configur@o ocorrer.

Essa ponder@o é feita escolhendo-se as configies d2
por essa densidade de probabilidade. Dentre os algoritmos H=——35+V() (2)

em queH é a Hamiltoniana, em um problema unidimen-
sional, escrita como
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Para simplificarmos, utilizamos unidades onde=
2m = 1. Para uma paitula em um poa de potencial in- 1
finito, podemos ter:

0 sel<zx<xl1
Vie) = { oo NOoS outros casos )

—~
Assim, as condiies de contorno satisfeitas pofx) de- x
vem ser: >
<0
z/;(x)ZOSe{x21 ) 4)

A Eg. (1) é uma equgio diferencial de segundo grau
homognea e permite sojdes exatas da forma

X

U(x) = Asen(kz) + Beos(kz). ®) Figura 1. Comparg@mo entre a fur@o tentativa utilizada e a fugo

de onda exata do problema (Eq. (6¥1). No gifico ambas as cur-

Considerando as condies de contorno, obtemos as Vvasforam multiplicadas por constantes de tal forma que em%

soludes tenhamos),—1(3) = ¥r(1) = 1. Alinha conthua representa
Yr e atracejad@,—1.

Yn (l‘) = Asen(nW:C)a (6) .
Portanto, para esse problema, se substito$y - dada

comn inteiro e maior que zero. Utilizando este resultado na pela Eqg. (9) na Eq. (8), temos qugr = 10. Este valore’
Eqg. (1), obtemos os auto-valores da enefgia bem poximo do valor exato da Eq. (7).

E, = (nm)2. 7 , . .
() @ IV M etodo variacional de Monte

- 2
Portanto, para o estado fundamental, teffigs= © Carlo

, .. A integra@o que acabamos de realizar analiticamente sem
Il M etodo variacional duvida pode ser feita numericamente. Caso estiemos
tratando um problema de muitas pewfas e que en-

Em situg@es onde adé poss/el determinarmos a SOl80 |\ essem funizes ki integaiveis analiticamente, provavel-
exata da equa@o de Schrdinger, o netodo variacionat de c . .

. mente auhica alternativa seria empregarmos etato de
grande utilidade. Isso porque, como sabemos|2], ele fornece

o . . . Mon rl ra realizarm intedgras n fas.
um limite superior para o valor da energia. Ao construirmos AO te %a 0 para e?)l armos a‘,c}, e , egesag as
uma fun@o de onda tentativar, & importante que ela in-  APesar de nosso problemamjustificar a utilizago deste

corpore da melhor maneira pogaf os conhecimentos que ~Metodo, iremos empreglo aqui para ilustrar sua apligae
temos do sistema. Na aplica@o do netodo variacional de Monte Carle, ~

A energia variacional de um sistema pode ser escrita(til reescrevermos a Eq. (8) como
como:

_ [ YrHYrda
[ lrPdz

Se na constr#o dey utilizamos paametros,Er € mini-
mizada com respeito aos mesmos.

B ® Ep = / P(R)EL(R)dR, (10)

ondeP(R) & uma densidade de probabilidade dada por:

Para ilustrar a aplic@o do netodo variacional ao prob- P(R) = _ler(R)® (11)
lema da partula no pqo de potencial, vamos adotar como [ [¥r(R)|dR
funcdo tentativa, para o estado fundamental: e
Yr(x) = Nz(l — ), 9) Hyr(R)
E = —" 12
LR = (12)

em queN é a constante de normaliZac Na Fig. 1 apresen-
tamos uma compayao desta furéo tentativa com a fudo é chamada de energia local. Obviamente, para as auto-
de onda exata do problema. fungdes da Hamiltoniana (1} sed uma constante.
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A probabilidade de encontrarmos uma parth numa SerdoT;+1 = x4
certa posjao, P(z) = |1o(z)|?, € dada, considerando-se @ ¢ & um novo mimero aleaifio.
fungdo variacional da Eqg. (9), por 4)Fa@i =i+ 1.
P(z) = N%22(1 — 2)2. (13) 5) Sei < M véapara 2, (Me'o nimero total de amostras).
A nova configura@o obtida a cada passo pode, eventual-
Note que o netodo de Metropolis @0 envolve o conheci-  mente, ser iguaa anterior. Novas configurées sio calcu-

mento expi€ito do valor da constant®’. A energia local, ladas e propostas no passo/2 & um paginetro que deter-
neste casag dada por mina a amplitude do deslocamento da waii. Seu valor
9 é ajustado para que cerca deZbfas novas configuraes
Ep(z) = ———. (14) sejam aceitas.
z(1—2)

No passo 3, temos 0s testes para aceitar an gssa
configurg@o. Se o sistema vai para uma nova confighmac
mais prowdvel, elag” aceita. Mesmo que a probabilidade da
nova configurg@o seja menor, ela ainda pode ser aceita, com
uma probabilidade dada pelamero aleaifio e’.

Observa-se que a configydac inicial € arbitdria.

| M Levando em conta esse fato, descartamos 0s primeiros pas-
Er = Y Z Ep(z;) (15) sos para que o sistema se equilibre.
=1

A energia variacional, como escrita na Eq. (10), mostra a
utilidade dos retodos de Monte Carlo na sua determémc
E necesafio amostrarmos a densidade de probabilidade
P(zx) para obter a seghcia de configurdesz 1, za, ..., s
e compor a radia:

com as M configurdiesz;.
No processo de amostragem construimos umaésexa Vi
x; distribuida de acordo con®(z), isto €, teremos mais
pontos ondeP assume seus maiores valores. Como |’
mencionamos, o0s resultadosagstujeitos a incertezas es-
tatisticas, o que torna essencial a estimativa dawvard

Implementagao

Para realizar a simulao, escrevemos um programa que, a
partir de uma configur@o inicial arbiteriazy, com0 <
x9 < 1, amostrava a distribygo de probabilidade dada

L XM pela Eq. (13) utilizando o algoritmo de Metropolis. Com
o? = ] Z(EL (z;) — Er)? (16) as amostras obtidas, formamos asias da energi -, de
i=1 acordo com a Eg. (15).
e consegéntemente do erro pars / /M. O algoritmo de Metropolis introduz correfaes entre

A amostragem de”(x), no caso particular deste tra- as configuraies amostradas. Is® consegéncia direta
balho, pode ser feita sem dificuldades utilizando diversosdo passo 2 do algoritmo. Uma manegfvia de resolver
algoritmos. O algoritmo de Metropolesuim dos mais em-  esse problema Utilizar no @lculo da energia apenas uma
pregados na literatura por ser de apl@ageral. Ele ser”  amostragem a cadd posi@es obtidas. Por exemplo, com

utilizado aqui e2’descrito a seguir. K = 200, formanramos a radia da energia apenas com a
seqiénciaXg, X200, X400, ----
\V/ Algoritmo de Metropolis Com isso teil@mos eliminado o problema de corrglas.

Uma maneira mais eficiente de tratar este problema en-

O algoritmo de Metropolis [1¢ muito poderoso porque per- Volve o que chamamos de edia por blocos.  Uti-
mite amostrarmos qualquer distrib@iccde probabilidadg. lizamos um valor deX” pequeno, obtendo uma sg&ucia
Uma nova configurdm aleabfia para o sistema proposta X0, X, X2k, X3k, ... Calculamos as etlias parciais das
a partir da anterior. As probabilidades da pasiatual e ~ €nergias a cada grupo déz dessas pogies. As obter-
da nova posi&o propostaa®d utilizadas para determinar se MOS as energias de, blocos, fazemos a edfia final, com o
a nova configurgio € aceita. 86 permitidos movimentos ~ desvio padad referente a essagtlia com/\V, valores.

tanto para configur@des de maior como de menor probabil- Assim, por exemplo, par& = 5 e Ngp = 40, obte-
idade que a atual. mos Xo, X5, X10,.... E a cada 40 dessas pdss, agru-
O algoritmo€ o seguinte: pamos numa edia parcialE',. A média finalE7 e o seu
1) Escolha uma configurao arbiteriax; ondei = 0. erro padeo €o calculados assumindo que cada energia de
2) Fa@ povo = i + (€ — %)A, bloco (F},) seja estatisticamente independente das demais.
ondee & um nimero aleaifio[3] no intervalo [0,1], eA & Esse procedimento resolve o problema de coféelan-
um paeimetro do qual os resultadasosindependentes. tre as configurg@ies amostradas, com maior ediciia no

3) Se% > € entior; 1 = Tnovo tempo de uso da atjuina.
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VIl Resultados obtidos do algoritmo de Metropolis. No outro extremo, a medida

que diminuirmos excessivamente améro de blocos, a
O primeiro pass@ ‘escolher o valor do pamietroA, que variancia volta a diminuir.

controla a amplitude do movimento da peuta. Para deter- A escolha do omero de blocos mais adequado nem
minarmos o melhor valor para o @anetro, consideramos a sempree’facil[4]. Neste problema, 10 a 20 blocosadima
fracdo de movimentos aceitos como medida, &sta faz0 boa ickia do erro do valor calculado.

entre o mimero de vezes em que uma nova configihwac

aceltfe\ pelo nimero total de tentativas. Os resultados podem 14613 2. Resultados da implemetade nedia por blocos

ser vistos na Tabela 1. paraA = 0.15, utilizando as mesmas 2000 config\des
Observamos que quanto menor o valorxlemaioré a em cada simulg®m. Um pequeno valor d& foi escolhido

= oo . . para por em evieicia 0 comportamento do erro pad€ém
fragao de_ aceitg#n. Quandal € pequeno, a pamla S€ outras simula@es que envolvam sistemas de muitos corpos.
move muito pouco a cada passo. Para valores maiorAs de

a razdo das probabilidades (passo 3 do algoritmo) pode ser
pequena e, ath disto, o algoritmo tenta mover a patfa

: : e | Namero de blocog Er |
para fora do intervalo com muita fre€yicia, resultando em 1 104417 2 02161
rejeitarmos a configurdo proposta. Uma regra empa 5 10'4417i 0'3532
sugere que a fré@o de aceitgio ideal deve ser aproximada- 3 10'4417 T 0.3865
mente 0,5. Note que tanto para o0 maior como para o menor 16 10'4417 T 0'4049
valor deA apresentados na tabela, afctilos perdem muito 50 10 4417 L 04958
de sua efi@hcia; nestas sityées o mimero de amostras uti- 25 10,4417 + 0.4936
lizado deixa de ser suficiente. Fato este, que se reflete no 40 10.4417 + 0.5168
valor irrealista do erro pado. 50 10.4417 + 0.4980
Tabela 1. Resultados do problema da jgafttl confinada 80 10.4417 + 0.4485
num poo de potencial infinito, paraavios valores de\. 100 10.4417 £ 0.4224
Nestes testes, realizamos 1200 passos, descartando os 200 200 10.4417 £ 0.3695
primeiros. 400 10.4417 £ 0.3046
| A | fragdo de aceitog Er |
0.1 0.966 9.113 4+ 0.059
0.3 0.880 9.63 £ 0.11 VIII Conclus 3o
0.5 0.792 10.07£0.13
0.7 0.674 10.48 4 0.20 Neste artigo, apresentamos etmdo variacional de Monte
0.9 0.583 10.21+0.19 . . o . ~
Carlo. Esse mfodo € muito Util em simulades de
1.1 0.534 10.10 £ 0.13 ist & tad . Smod
i3 0467 9.601 £ 0.094 sistemas IBicos em computadores, pois a ef@male

Schiodinger desses sistemas muitas vezag pérmitem

Em seguida, realizamos a implemef@acie nedia por ~ Soludes anaticas.
blocos. Mostramos na Tabela 2 alguns resultados. Esses De forma a exemplificar o uso dessetwdo, utilizamos
testes foram realizados sempre com 2000 passos, que eram modelo muito simples, que tem sghacanalfica facil,
divididos igualmente num certoundero de blocos. Cada de forma que podemos comparar o resultado obtido na
um dos testes foi realizado usando-se a mesmasegude ~ Simula@o com a solL&o da equgio de Schwdinger.
configurades dos outros, de forma que obtivemos o mesmo  Alem da discuss) teorica, tamlem analisamos aspec-
valor de energia edia em todos os casos. Assim, podemos tos de implement@o do netodo variacional de Monte
ver mais diretamente a inBatia do mmero de blocos no  Carlo. Exemplificamos o algoritmo de Metropolis como

valor do erro. um dos posseis algoritmos que fazem a amostragem de
Conforme espavamos, os valores de desvio paulep- configuraGes neste problema. Analisamos o problema
resentam um axXimo em funéo do nimero de blocos/{ ;). de correla@o entre as configurdes, e mostramos uma
Como o nimero de passos totalsempre o mesmo, quanto maneira de se resolver esse problema.
maior for o nimero de blocos, menor e nimero de Os resultados obtidos com a nossa,Am&ariacional
passos por blocoNg). Por consegéncia, menor sera sd0 muito bons, quando comparados ao resultado exato de
variancia. Eq. (7). O n&todo variacional de Monte Carto de Hcll
De fato, estaremos tratando como avd&esg indepen-  implementaéo e fornece a energia variacional em excelente
dentes da energia resultados que, na realidadesio’inde- acordo com o resultado amato. Este valor est’sujeito

pendentes. Comajmencionamos, estauma decosficia apenas a incertezas de natureza essied, as quais podem
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ser sistematicamente reduzidas pelo aumentaidrend de Referéncias

amostras.
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