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Neste trabalho, apresentamos um procedimento alternativo para o c´alculo do limite clássico (� → 0) das
equac¸ões de movimento da mecˆanica quântica. Comparamos nosso m´etodo com o teorema de Ehrenfest, a
aproximac¸ão WKB e com o potencial quˆantico de BohmQ → 0. Segue, tamb´em, a traduc¸ão de um artigo do
Einstein sobre a problem´atica da conex˜ao entre as teorias cl´assica e quˆantica.

In this work we propose an alternative procedure to calculate the classical limit (� → 0) of the quantum
mechanical equations of motion. We compare our method with the Ehrenfest theorem, the WKB approximation
and the Bohm quantum potentialQ → 0. We also translate an Einstein’s paper about the relation between
quantum and classical theories.

I Introduç ão

Em vários livros-texto [1], a conex˜ao entre a mecˆanica
quântica e a cl´assica ´e realizada ao se fazer uso do teorema
de Ehrenfest [2] e/ou da approximac¸ão WKB [3-5]. O pri-
meiro consiste em deduzir as equac¸ões

d〈p〉
dt

= −∂V (〈q〉, t)
∂q

(1)

d〈q〉
dt

=
〈p〉
m

(2)

a partir da equac¸ão de Schr¨odinger
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2m
∂2ψ

∂q2
+ V (q, t)ψ = ı�

∂ψ

∂t
(3)

por meio da relac¸ão

〈A〉 =
∫
ψ†Âψdq

para o valor esperado de uma dada observ´avel fı́sicaA =
A(p, q, t) representada pelo operadorÂ. As equac¸ões (1) e
(2) são válidas desde que o potencial externoV varie vaga-
rosamente dentro de um pacote de onda bem localizadoψPE

(Pacote de Ehrenfest). Assim, de acordo com os livros-texto
[1], as equac¸ões de Newton s˜ao obtidas como limite cl´assico
da equac¸ão de Schr¨odinger. No entanto, Ballentineet al.
[6,7] (veja tamb´em [8,9]) recentemente demonstraram que
as condic¸ões de validade do teorema de Ehrenfest n˜ao são
nem necess´arias nem suficientes para caracterizar o limite
clássico da mecˆanica quântica.

O método WKB [10-14], por sua vez, parte de uma dada
soluç̃ao

ψ = eı[S+(�/ı)S1+(�/ı)2S2+...]/� (4)

da Eq.(3). Ao introduzirmos (4) em (3), ao assumirmos que
o potencial externoV seja suficientemente “suave” e varie
muito devagar dentro do pacote WBKψWKB = eS1eıS/�

(S1 andS não têm �), obtemos a equac¸ão de Hamilton-
Jacobi

∂S

∂t
+

1
2m

{
∂S

∂q

}2

+ V (q, t) = 0 (5)

para a ac¸ão clássicaS = S(q, t). Embora a aproximac¸ão
WKB forneça corretamente a Eq.(5) como limite cl´assico
da equac¸ão de Schr¨odinger (3), tal processo de limite ´e in-
compat´ıvel com o princ´ıpio de superposic¸ão da mecˆanica
quântica, isto ´e, a superposic¸ão de duas func¸ões WKBψ ′ =
eS1(eıS/� + e−ıS/�) não pode ser representada pela func¸ão
(4). Deste modo, n˜ao há nenhum limite cl´assico para esta
classe de func¸ões de onda. Al´em disso, h´a sistemas f´ısicos
que não possuemψWKB como soluc¸ão aproximada. Isto
parece ser uma forte restric¸ão do método WKB.

II O potencial quântico de Bohm [15-
21]

A representac¸ão de Madelung da mecˆanica quântica [15]é
caracterizada pelas equac¸ões

∂S
∂t

+
1

2m

{
∂S
∂q

}2

+Q(q, t) + V (q, t) = 0, (6)
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em que

Q(q, t) = − �
2

2m
1
R

∂2R

∂q2
(8)

é o potencial quˆantico de Bohm. As equac¸ões (6) e (7) s˜ao
obtidas ao substituirmos

ψ(q, t) = R(q, t)eıS(q,t)/�

na Eq.(3).R = R(q, t) e S = S(q, t) são funç̃oes depen-
dentes de�, em geral. Aqui o limite cl´assico da mecˆanica
quânticaé realizado ao usarmos o seguinte crit´erio [17-21]

Q→ 0. (9)

Conseq¨uentemente, a equac¸ão de Hamilton-Jacobi quˆantica
(6) se reduz `a equac¸ão de Hamilton-Jacobi cl´assica.

Para ilustrar o uso da condic¸ão (9), consideremos trˆes
casos: uma part´ıcula livre, um oscilador harmˆonico e uma
partı́cula em uma caixa.

Partı́cula livre V = 0:

As soluç̃oes da equac¸ão de Schr¨odinger (3) s˜ao dadas por

ψ1 = Aeı(pq−p2t/2m)/� ou ψ2 = Ae−ı(pq+p2t/2m)/�

(10)
em queA e p são constantes reais.́E fácil verificar queψ1

ouψ2 leva aQ = 0 e aomomentump = ∂S/∂q, enquanto
que a superposic¸ãoψ = (ψ1 + ψ2)/

√
2 geraQ = p2/2m

e p = 0. Assim, de acordo com a teoria de Bohm uma
partı́cula livre quânticaé descrita pela mecˆanica clássica so-
mente para os estadosψ que não são funç̃oes superpostas.

Oscilador harmônicoV = mω2q2/2:

As soluç̃oes estacion´arias

ψn(q) = cnHn(ξq)e−ξ2q2/2 (11)

com ξ = (mω/�)1/2, cn = ξ/(π1/22nn!)1/2 eHn os po-
linômios de Hermite, geram o potencial quˆantico

Q = �ω(n+
1
2
) − 1

2
mω2q2 (12)

que é sempre diferente de zero. Portanto, o oscilador
harmônico quântico não possui limite cl´assico. Ademais, a
teoria de Bohm prevˆe que o sistema se encontra em repouso
(p=0) com energia total igual a�ω(n+ 1/2).

Partı́cula em uma caixa

A equaç̃ao de Schr¨odinger(3), satisfazendo as condic¸ões de
contornoψ(q = −a, t) = ψ(q = a, t) = 0, fornece as
soluç̃oes

ψn′(q, t) = (2/a)1/2cos(
n′π
a
q)etıEn′/� (13)

com

En′ =
1

2m

(
�n′π
a

)2

; n′ = n+
1
2

(n = 0, 1, 2, ...).

O potencial quˆantico, associado com (13), ´e

Qn′ =
1

2m

(
�n′π
a

)2

(14)

que se anula quando� → 0 (comn ′ fixo). Aqui, segundo a
interpretac¸ão de Bohm a part´ıcula está sempre em repouso
(p=0) no limite clássico. Quandon′ → ∞ e � → 0, não há
nenhum limite clássico (Q �= 0).

Devidoàs caracter´ısticas incomuns inerentes ao m´etodo
do Bohm, acima acentuadas, Cohn [22] e Rosen [23] propu-
seram esquemas alternativos para calcular o limite cl´assico
da mecânica quântica a partir da representac¸ão de Made-
lung. Especificamente, Cohn sustenta o ponto de vista
de que, embora o potencial quˆantico possa ser nulo, a
identificaç̃aop = ∂S/∂q não pode ser feita, em geral. Eins-
tein [24] (ver Sec¸ão IV) e Ballentine [7] tamb´em enfatizam a
não total adequabilidade do crit´erio (9) para caracterizar o li-
mite clássico da Eq.(6). Abaixo, mostramos que tal crit´erio,
de fato, nãoé necess´ario para obter a equac¸ão de Hamilton-
Jacobi clássica.

III Nosso método

Acima, enfatizamos que o teorema de Ehrenfest, a
aproximac¸ão WKB e o método do potencial quˆantico de
Bohm não são processos de limite cl´assico adequados, de-
vido ao fato de n˜ao serem baseados explicitamente no limite
� → 0.

Agora, queremos apresentar um m´etodo compat´ıvel com
o princı́pio de superposic¸ão e enfatizar o limite� → 0
como o critério universal para calcular o limite cl´assico da
mecânica quânticasem a necessidade de tomar o limite� →
0 de soluc¸ões individuaisψ da equac¸ão de Schr̈odinger.

Efetuamos a transformac¸ão unitária

ψ′ = e−ıG/�ψ (15)

sobre a equac¸ão de Schr¨odinger (3) (G = G(q, t) é uma
funç̃ao sem�) e obtemos
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Notamos que

lim
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Agora, introduzimos a seguinte equac¸ão de auto-valor(
p̂2

2m
− Ê

)
ψ =

(
p2

2m
− E

)
ψ. (20)

�

Ao usarmos (15) e ao levarmos em conta as relac¸ões (17-
19), obtemos
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Ao substituirmos (21) na Eq.(16), chegamos a[
1

2m

(
∂G

∂q

)2

+ V +
∂G

∂t

]
ψ = 0. (22)

Assim, obtemos a equac¸ão de Hamilton-Jacobi cl´assica

1
2m

(
∂S

∂q

)2

+ V +
∂S

∂t
= 0, (23)

em que substitu´ımosG = G(q, t) pela ac¸ão clássicaS =
S(q, t) (ver Eq.(17)). Em princ´ıpio, a Eq.(23) ´e obtida da
Eq.(22) para todas as soluc¸õesψ da equac¸ão de Schr¨odinger
(3) que satisfazem `a nossa equac¸ão de auto-valor (20). O
importante a ser acentuado ´e que, para obtermos o limite
clássico da equac¸ão de Schr¨odinger, não precisamos calcu-
lar explicitamente o limite� → 0 de certas func¸õesψ, posto
que elas n˜ao são em geral anal´ıticas nesse limite. Assim,
nosso processo de limite cl´assico funciona bem para func¸ões
ψ que podem descrever estados ligados ou n˜ao, superpostos
ou não, desde que a Eq.(20) seja obedecida.

Diferente da teoria de Bohm e da aproximac¸ão WKB,
nosso m´etodo (15-23) produz corretamente o limite cl´assico
de uma part´ıcula livre, de um oscilador harmˆonico e de uma
partı́cula em uma caixa para todas asψ, compat´ıveis com
(20), e commomentump = ∂S/∂q �= 0. Por razões fı́sicas,
a condiç̃ao ψ = 0 é desconsiderada porque no dom´ınio
clássico os sistemas (oscilador harmˆonico, part´ıcula livre e
em uma caixa) n˜ao apresentam regi˜oes nodais onde a proba-
bilidade de achar o sistema ´e nula.

Em resumo, nosso processo de limite cl´assico, baseado
no limite � → 0, revela que a representac¸ão de Madelung
da mecânica quântica nãoé necess´aria e adequada para rea-
lizar a transic¸ão quântico→ clássico. No Apêndice, apli-
camos nosso m´etodo à equac¸ão de Dirac. A relevˆancia
da transformac¸ão (15) para calcular o limite cl´assico da
dinâmica quânticaé enfatizada tamb´em nas Refs.[8,25-29].

Na próxima sec¸ão, apresentamos a traduc¸ão, direta-
mente do alem˜ao, de um artigo feito por Einstein, em 1953,
sobre a relac¸ão entre a f´ısica clássica e a f´ısica quântica [24].
O leitor interessado pelas discuss˜oes entre M. Born, A. Eins-
tein, W. Pauli e D. Bohm sobre as quest˜oes conceituais ad-
vindas deste trabalho, remetemo-lo `as Refs.[17,18,20,21,29-
31].

IV O artigo de A. Einstein:
Consideraç̃oes elementares sobre
a interpretação dos fundamentos
da meĉanica quântica

Como caracter´ıstica principal da atual situac¸ão da mecˆanica
quântica, considero a seguinte: quanto ao formalismo
da teoria, n˜ao há nenhuma d´uvida, mas quanto `a sua
interpretac¸ão, o mesmo n˜ao pode ser dito. Qual a relac¸ão
que a func¸ãoψ possui com as coisas concretas, isto ´e, com
as propriedades individuais de um ´unico sistema? Ou me-
lhor, o que afirma a func¸ãoψ com respeito ao “estado real”
de um sistema individual?

Antes que continuemos, pode-se duvidar se esta quest˜ao
possui em geral algum sentido. De fato, pode-se aceitar o
seguinte ponto de vista: “real” ´e apenas aquilo que resulta
da própria observac¸ão, e não algo existindo objetivamente
no espac¸o e no tempo e independente do ato de observac¸ão.
Se se aceita este ponto de vista claramente positivista, fica
evidente que n˜aoé necess´ario fazer nenhuma considerac¸ão
de como compreender o “estado real” de um sistema no
domı́nio da teoria quˆantica. Qualquer esforc¸o parece, pois,
ser como uma luta de esgrima contra fantasma.

Esta concepc˜ao nitidamente positivista tem, no entanto,
produzido uma fraqueza irrepar´avel: geralmente, ela consi-
dera sem sentido todas as proposic¸ões verbalmente expres-
sas. Até que ponto ´e correto tomar como provida de sentido,
ou o mesmo, como verdadeira ou falsa, uma descric¸ão de
um único resultado de observac¸ão? Tal descric¸ão não pode
estar baseada em mentiras ou em vivˆencias que experimen-
tamos em sonhos ou em alucinac¸ões? A distinc¸ão entre estar
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acordado e dormindo possui, em geral, um sentido objetivo?
De resto, permanecem como “reais” apenas as experiˆencias
emotivas de um Eu sem qualquer possibilidade de asseve-
rar algo sobre elas. Segundo uma an´alise puramente posi-
tivista, os conceitos empregados nas assertivas mostram-se,
sem excec¸ão, como desprovidos de sentido.

Na verdade, os conceitos e os sistemas conceituais
independentemente empregados nas nossas proposic¸ões
são criaç̃oes humanas, instrumentos auto-criadores, cuja
legitimaç̃ao e valor se baseiam exclusivamente no fato de
poderem ordenar “com proveito” as experiˆencias vivenciais
(comprovac¸ão= Bewährung). Dito de outra forma, estes ins-
trumentos s˜ao leg´ıtimos na medida em que eles s˜ao capazes
de “explicar” as experiˆencias de vida1.

A legitimidade dos conceitos e dos sistemas conceitu-
ais tem de ser avaliada apenas a partir do ponto de vista da
sua comprovac¸ão. Isto tamb´em vale para os conceitos de
“realidade f´ısica”, ou seja, para o conceito de “estado real
de um sistema”.A priori não existe nenhuma legitimac¸ão
para postul´a-los ou proib´ı-los como necess´arios ao pensa-
mento. O que decide ´e apenas a comprovac¸ão. Por trás
destes s´ımbolos vocabulares, no desenvolvimento do pensa-
mento fı́sico até o surgimento da teoria quˆantica, existe um
programa que tem se tornado normativo: tudo deve ser re-
duzido a objetos conceituais, existindo no espac¸o-tempo, e
a relaç̃oes baseadas em leis que devem ser v´alidas para estes
objetos. Nesta descric¸ão, nada aparece relacionado com um
conhecimento emp´ırico referente a estes objetos. Atribui-se
à Lua uma posic¸ão (relativa a um sistema de coordenadas
utilizado) em um determinado instante, independente de as
percepc¸ões desta posic¸ão existirem ou n˜ao. Compreende-se
este tipo de descric¸ão quando se fala da descric¸ão fı́sica de
um “mundo externo real” ou de seus constituintes b´asicos
(pontos materiais, campo etc.).

A legitimaç̃ao deste programa n˜ao foi seriamente posta
em dúvida pelos f´ısicos, pois pareceu que tudo que surgia
em tal descric¸ão, em princ´ıpio, poder-se-ia verificar empiri-
camente para algum caso particular. Que isto n˜ao passa de
uma ilusão, foi primeiro demonstrado por Heisenberg de um
modo convincente para os f´ısicos no tocante aos fenˆomenos
quânticos.

Desde ent˜ao, o conceito de “realidade f´ısica” tornou-se
problemático. Surgiu, assim, a quest˜ao: no fundo, o que a
fı́sica teórica (por meio da mecˆanica quântica) procura des-
crever? e qual sua relac¸ão com as leis f´ısicas já estabeleci-
das? Esta quest˜ao foi respondida de modos bem diversos.

A fim de chegar a uma resposta, levemos em conta o
que a mecˆanica quântica tem a dizer sobre sistemas ma-
croscópicos, i.é, sobre objetos que temos a sensac¸ão de se-
rem “diretamente percept´ıveis”. De fato, sabemos que tais
objetos e as leis que os governam s˜ao representados pela
fı́sica clássica com uma certeza quase apod´ıdica. Não du-
vidamos que exista para tais objetos em cada instante uma
configurac¸ão espacial (posic¸ão) como tamb´em uma veloci-
dade (ou impulso), isto ´e, umasituação real. Isto decorre,
como aproximac¸ão, da estrutura da mecˆanica quântica.

Perguntamos: a mecˆanica quântica implica, por
aproximac¸ão, a descric¸ão real fornecida pela mecˆanica
clássica para corpos macrosc´opicos? Ou, caso esta pergunta
não possa ser respondida com um simples “sim”, em que

sentido ela o faz? Queremos abordar este problema com
base em um exemplo concreto.

IV.1 O exemplo

O sistema consiste de uma esfera com aproximadamente
1mm de diâmetro que se move entre duas paredes parale-
las (distantes mais ou menos 1m uma da outra) ao longo
do eixox de um sistema de coordenadas. Os choques s˜ao
idealmente el´asticos. Neste sistema macrosc´opico ideali-
zado, imaginamos que as paredes possam ser substitu´ıdas
por uma energia potencial bem definida em termos apenas
das coordenadas dos pontos materiais que constituem a es-
fera. Sup˜oe-se tamb´em que os processos de reflex˜ao não
produzam nenhum acoplamento entre a coordenadax do
centro de gravidade da esfera e suas coordenadas “internas”
(inclusive as coordenadas de ˆangulo). Assim, para os nos-
sos prop´ositos a posic¸ão da esfera (abstraindo-se de seu raio)
pode ser descrita apenas porx.

Segundo a mecˆanica quântica, trata-se de um processo
com energia fixa. A onda de de Broglie (a func˜aoψ) é, pois,
harmônica no tempo.ψ é diferente de zero apenas entre
x = −�/2 e x = +�/2. Nos pontos extremos do trajeto,
o caráter cont´ınuoé obtido ao se exigir que a func¸ãoψ seja
nula fora da regi˜ao permitida para o movimento da esfera e
nos pontosx = ±�/2.

A funçãoψ é, portanto, uma onda estacion´aria que pode
ser representada, entrex = −�/2 e x = +�/2, pela
superposic¸ão de duas ondas harmˆonicas que se propagam
em direç̃oes opostas:

ψ =
1
2
Aeı(at−bx) +

1
2
Aeı(at+bx) (24)

ou

ψ = Aeıat cos(bx). (25)

Da Eq.(25), vê-se que o fatorA tem de ser escolhido
como sendo igual em ambos os membros de (24) para que
as condic¸ões de contorno possam ser satisfeitas nos pontos
x = ±�/2. Sem perda de generalidade,A pode ser consi-
derado real. Segundo a equac¸ão de Schr¨odinger,b é deter-
minado completamente pela massam. Ao fatorA nadaé
acrescido ao que j´a é conhecido.

Para que seja frut´ıfera a comparac¸ão do exemplo acima
com o correspondente problema cl´assico, temos ainda de es-
tabelecer que o comprimento de onda de de Broglie2π/b
seja pequeno em comparac¸ão com�.

Começamos com o significado da func¸ãoψ baseando-
nos na interpretac¸ão usual, dada por Born, em termos de
probabilidade:

W =
∫
ψψ̄dx = A2

∫
cos2(bx)dx.

Estaé a probabilidade para que a coordenadax do centro de
gravidade da esfera esteja localizada em um dado intervalo

x. Elaé – abstraindo-se de uma “estrutura fina” de car´ater
ondulatório [nodos, nos quaisW = 0] de cuja realidade
fı́sica não se duvida – simplesmente cte.
x.

1A semelhanc¸a linguı́stica dos conceitos “verdadeiro” (“wahr”) e “dar bom resultado” (“sich bew¨ahren”) constitui um parentesco fundamental, apenas
com a ressalva de que isto n˜ao pode ser compreendido de um modo utilitarista.
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E quantoà probabilidade dos valores do impulso (ou ve-
locidade) da esfera? Estas probabilidades s˜ao obtidas pela
expans˜ao de Fourier deψ. Se (24) fosse v´alida de−∞ até
+∞, então, (24) já seria a expans˜ao de Fourier desejada.
Haveria, portanto, dois valores para o impulso igualmente
bem determinados em direc¸ões opostas e com a mesma pro-
babilidade. Mas, pelo fato de as duas ondas serem confina-
das, elas fornecem para cada membro uma transformada de
Fourier cont´ınua com dom´ınio espectral t˜ao estreito quanto
maior o número de comprimentos de onda de Broglie conti-
dos na regi˜ao�. Isto segue do fato de serem poss´ıveis apenas
dois valores bem definidos do impulso em direc¸ões opos-
tas. Estes valores coincidem com os do caso cl´assico, ambos
com igual probabilidade.

Portanto, estes dois resultados estat´ısticos são, afora os
pequenos desvios ocasionados pela estrutura quˆantica, os
mesmos v´alidos para um “ensembleno tempo” de sistemas
no caso da teoria cl´assica. Isto acontece desde que a teoria
seja inteiramente satisfat´oria.

Mas, agora levantemos a pergunta: pode esta teoria for-
necer uma descric¸ão realista de um caso individual? Esta
pergunta ter´a de ser respondida com um “n˜ao”. Para funda-
mentar esta decis˜ao,é essencial que o sistema individual seja
um sistema “macrosc´opico”, pois, neste caso estamos con-
victos de que ele esteja em todo instante em um “estado real”
que é aproximada e corretamente descrito pela mecˆanica
clássica. O sistema macrosc´opico, do tipo considerado por
nós, tem assim em todo instante uma determinada posic¸ão
(a coordenada de seu centro de gravidade) – ou pelo me-
nos o valor m´edio sobre um curto intervalo de tempo – e
um determinado impulso (a menos de um sinal). Nenhuma
destas duas caracter´ısticas resulta da func˜aoψ (24). Com
a ajuda da interpretac¸ão de Born, a partir deψ deduzem-se
apenas caracter´ısticas que se relacionam com umensemble
estat́ısticode sistemas do tipo em considerac¸ão.

O exemplo, acima estudado, mostra que nem toda
funç̃aoψ, soluç̃ao da equac¸ão de Schr¨odinger, corresponde
de modo aproximado `a uma descric¸ão realista no sentido
da mecânica clássica. Isto fica expl´ıcito quando se leva em
conta uma func¸ãoψ que se origina da superposic¸ão de duas
soluç̃oes do tipo (24), cujas freq¨uências (ou energias) s˜ao
bem diferentes uma da outra. A uma tal superposic¸ão, por-
tanto, não corresponde nenhum sistema real da mecˆanica
clássica (mas sim, umensembleestat´ıstico de tais sistemas
reais no sentido da interpretac¸ão de Born).

À guisa de generalizac¸ão, conclu´ımos: a mecˆanica
quântica descreveensemblesde sistemas, e n˜ao um sistema
individual. A descric¸ão por meio da func¸ão ψ constitui,
neste sentido, uma descric¸ão incompleta de um ´unico sis-
tema; não é portanto uma descric¸ão realista do estado do
sistema.

Observac¸ão: poder-se-ia levantar a seguinte objec¸ão à
nossa conclus˜ao. O caso considerado por n´os, em que a
funç̃ao ψ possui uma freq¨uência extremamente bem defi-
nida, é um caso extremo para o qual, talvez, a semelhanc¸a
exigida com o problema cl´assico pudesse ser desconside-
rada de modo excepcional. Se se admite um dom´ınio fi-
nito e também pequeno para a freq¨uência temporal, ent˜ao
pode-se obter, por meio da escolha aproximada das ampli-
tudes e das fases das func¸õesψ superpostas, que a func¸ãoψ
resultante possui aproximadamente posic¸ão e impulso bem
definidos. Segundo este ponto de vista, n˜ao se poderia pro-

curar restringir `aquelas func¸õesψ que são apropriadas e as-
sim obter func¸õesψ que pudessem ser compreendidas como
representac¸ão de um ´unico sistema?

Uma tal possibilidade tem de ser posta de lado com base
no fato de n˜ao se manter com o passar do tempo uma tal
situaç̃ao com posic¸ão bem definida.

Por causa de a equac¸ão de Schr¨odinger e de sua
interpretac¸ão, dada por Born, n˜ao levarem a uma descric¸ão
realista dos estados de um ´unico sistema, estimula-se na-
turalmente a procura por uma teoria desprovida de tal
limitação.

No momento, h´a duas tendˆencias nesta direc¸ão; ambas
se fundamentam na equac¸ão de Schr¨odinger, no entanto,
uma leva em considerac¸ão a interpretac¸ão de Born e a outra
não. A primeira remonta `a idéia de de Broglie, posterior-
mente retomada com muita perspic´acia por Bohm.

Tal como na investigac˜ao original de Schr¨odinger, onde
a equac¸ão de onda ´e deduzida usando analogia com a
mecânica clássica (a linearizac˜ao da equac¸ão de Jacobi da
mecânica clássica), assim deve tamb´em estar fundamentada,
por analogia, a equac¸ão de movimento de um sistema indi-
vidual quantizado, descrito por uma soluc¸ão da equac¸ão de
Schrödinger. O procedimento ´e o seguinte: coloca-seψ na
forma

ψ = ReıS

da qual resulta queR e S são funç̃oes reais em termos das
coordenadas. A derivada deS com respeito `a posiç̃ao, que
dá o impulso ou a velocidade do sistema, deve implicar a
evoluç̃ao temporal do sistema individual.

Uma olhada na Eq.(25) mostra que em nosso caso
∂S/∂x, e também a velocidade, se anulam. De acordo com
o nosso exemplo, este resultado ´e muito importante para le-
vantar uma objec¸ão, já apontada por Pauli h´a cerca de 25
anos, a esta teoria [de de Broglie-Bohm]. O fato de ser nula
a velocidade vai de encontro com a exigˆencia bem estabele-
cida de que no caso de sistemas macrosc´opicos o movimento
deve coincidir aproximadamente com o movimento descrito
pela mecˆanica clássica.

A segunda tentativa de fundamentar a equac¸ão de
Schrödinger, como uma descric¸ão realista de um ´unico
sistema, remonta aos primeiros estudos realizados por
Schrödinger, cuja id´eia é resumidamente a seguinte: a
funç̃ao ψ representa a realidade e n˜ao necessita da
interpretac¸ão de Born. O quadro (Gebilde) pict´orico que se
faz dosátomos, sobre o qual o campoψ devia dizer algo,
simplesmente n˜ao existe, pelo menos n˜ao como um quadro
localizado. No caso do nosso sistema macrosc´opico, isto
significa: este sistema, de fato, n˜ao existe como tal; em to-
das as situac¸ões, não existe nem de modo aproximado algo
como sua posic¸ão em determinado tempo. Aqui tamb´emé
violada, portanto, a condic¸ão de que a descric¸ão quântica do
movimento de um sistema macrosc´opico tem de coincidir
por aproximac˜ao (angen¨ahert)à correspondente descric¸ão
fornecida pela mecˆanica clássica.

O que resulta da nossa investigac¸ãoé o seguinte: a ´unica
interpretac¸ão até agora aceit´avel da equac¸ão de Schr¨odinger
é aquela dada pela interpretac¸ão estat´ıstica de Born. Con-
tudo, esta interpretac¸ão não fornece nenhuma descric¸ão re-
alista de um ´unico sistema; ao contr´ario, ela apenas versa
sobre asserc¸ões estat´ısticas deensemblesde sistemas.

Na minha opinião, por princ´ıpio, nãoé satisfat´orio sus-
tentar uma tal concepc¸ão da F´ısica, visto que a descric¸ão
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objetiva dos sistemasmacrosćopicosindividuais (“descric¸ão
realista do estado”) n˜ao pode ser desprezada sem que a com-
preens˜ao fı́sica do mundo se dissolva de certa forma em um
nevoeiro. Finalmente, a concepc¸ão inevitávelé que a F´ısica
tem de fomentar uma descric¸ão realista de um ´unico sistema.
A natureza como um todo pode ser pensada apenas como
sistema individual (existindo uma vez s´o, sem necessidade
de repetic¸ão) e não como um “ensemblede sistemas”.
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Apêndice: Limite clássico da equac¸ão
de Dirac

Uma part´ıcula com spin 1/2, massam e cargae na presenc¸a
de campos eletromagn´eticosAµ = Aµ(qν) (métrica (+,-,-,-
)) é descrito pela equac¸ão de Dirac [11]

γµ

[
�
∂

∂qµ
− ıe

c
Aµ

]
ψ +mcψ = 0. (26)

(c é a velocidade da luz,γµ as matrizes de Dirac 4x4 e
ψ uma matriz spinorial 4x1). Ao efetuarmos sobre (26) a
transformac¸ão unitária

ψ′ = e−ıξ/�ψ, (27)

obtemos

γµ

[
�
∂

∂qµ
+ ı

∂ξ

∂qµ
− ıe

c
Aµ

]
ψ′ +mcψ′ = 0. (28)

Ao usarmos o resultado

lim
�→0

[
e−ıξ/�

(
�

ı

∂

∂qµ

)
eıξ/�

]
=

∂ξ

∂qµ
= pµ, (29)

a transformac¸ão (27) sobre a equac¸ão de autovalor

�

ı

∂ψ

∂qµ
− pµψ = 0 (30)

leva a
∂ψ′

∂qµ
= 0. (31)

Inserimos (31) em (28) e, em seguida, quadramos. Che-
gamos, assim, `a equac¸ão de Hamilton-Jacobi relativ´ıstica
clássica [

∂S

∂qµ
− e

c
Aµ

]2

+m2c2 = 0. (32)

A propósito, gostar´ıamos de ressaltar que a teoria de
Bohm pode ser inadequada para calcular o limite cl´assico
da equac¸ão de Dirac [32].
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