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Esfera em Plano Inclinado:
Conserva@o da Energia Me@nica e Forca de Atrito

(Sphere rolling down in a Rough Inclined Plane: Conservation of the Mechanical Energy and Frictional Force)
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Este artigo prope um experimento visando demonstrar que a for¢a de atriticese conservativa. O ex-
perimento consiste em uma esfera rolando em um plano inclinado, para o qual a &wloag ser variada.
Para cada@ngulo estabelecido a energia raeica no ifmcio e no fim da pista foi determinada. A&ise dos
resultados mostrou que a consed@gda energia méoica ocorre @& umangulo limite, a partir do qualédhes-
corregamento. A determinag destéingulo por inspeip giafica possibilitou o &lculo do coeficiente de atrito
esftico entre a pista e a esfera em movimento.

This paper proposes an experiment seeking to demonstrate that for the static frictional force there is conservation
of energy. The experiment consists of a sphere rolling down in a rough inclined plane, for which the slope can
be varied. For each given angle the mechanical energy in the beginning and at the end of the movement was
determined. The analysis of the results showed that the conservation of the mechanical energy occurs up to a
maximum angle, starting from the one which the sphere begins to slide. The determination of this angle by
graphic inspection allowed the calculation of the coefficient of static friction between the bodies.

1 Introdug ao um plano inclinado, rolando pista abaixo. O posjto do
experimento se adequ@aidéia de “ver para crer”: a energia
A vivéncia em sala de aula possibilita constatar que umamea@nica da esfera deve ser determinada icare no fim

parcela considé@vel de alunos fazem uma certa codoso ~ da pista, paraarias inclinages diferentes. Eab, atraes

relacionar osﬁpicos “Conserv@) de Energia" e “Forca de da aralise dos dados obtidos, pode-se tirar uma coadus

Atrito”. Tais alunos acreditam que a forca de atrito, tanto Sobre a relago entre a energia maeica inicial e final da

cinético quanto estico, indistintamente, seja uma forca esfera. Tal concl@ possibilita obter uma resposta ime-

n&o-conservativa. Uma interessante diséossobre o as-  diata sobre o questionamento com rékag forca de atrito

sunto “Forca de Atrito’® apresentada em [1] e em [2]. Por €shtico ea conserva@o de energia méaica.

mais que livros didticos [3] e artigos em revistas especial-

izadas (ver [4-6], por exemplo) abordem o assunto “Forca

de Atr_ito“, de uma forma geral, a corlmsobrg osapicos 2 Montagem Experimental e Medi-

mencionados permanece presente riaéov/ie muitos alunos. )

Uma pesquisa bibliogfica minuciosa mostra que o assunto, das Realizadas

embora seja estudad@ bemposg bastante atual (ver, por

exemplo, [7-12]). Apesar da ampla e recente bibliografia Para realizar o experimento usou-se o KEM [13], guen

disporivel sobre atrito, um problema permanece pouco ex- “Kit para Experéncias de Me&nica” dispoiivel em \arias

plorado: a confuo, por parte de alguns alunos, a respeito escolas deiwel médio e em algumas universidades. O KEM

dos temas “forca de atrito” e “consengaxde energia”. foi fixado nas bordas de uma bancada, conforme mostram a:
Para tentar minimizar o problema, pelo menos em suaFigs. 1 e 2.

area de atua@p, os dois primeiros autores deste artigo de- No experimento foi usada uma esfera de agco (massa

senvolveram um experimento simples. Tal experimento con-= 0.04490 kg e raid = 0,01110 m) sobre a pista do KEM,

siste em uma esfera abandonada a partir do repouso, sobme comprimenta: = 0,400 m. Cangulof entre a dirego do
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Figura 1. Perfil da montagem experimental: KEM sobre a
bancada.

movimento e a horizontal estabelecido comiéoxde um AN

. ., . ’ b e
transferidor acoplado ao plano que dmta pista e de um N - g
prumo. Para “zerar” o transferidor, houve uma compeisac < gt

- >,

para a resiéincia ao rolamento [14]: a inclinag zero da M

ista foi tal que o movimento da esfera, ao sofrer um pe- _ . i
b q P igura 2. Corpo hasico do KEM fixado nas bordas da bancada por

queno impulso, pudesse ser considerado uniforme (se m grampo. Cangulo que indica a inclindg do sistemé medido

pista fosse muito longa, a esfera continuaria em movimento,yra\es do transferidor preso ao plano que éam pista por onde
retilineo e uniforme em todo o trajeto). Estabelecido estergla a esfera.

“angulo zero”, a pista foi inclinada de 4,0 em%,@ partir

de 14,0, a€ 54,0. Uma observeip: paraangulos muito e 4 qual foi colocado uma folha de papel carbono. As-
pequenos, haveria a possibilidade da componente do PeSQi o alcance, da esfera em movimento patdico po-

na dire@io da pista (peque_na_, nesses casos) ser “pam'a'aia 'ser medido, pois a projgg da sala da pista no émo
mente mascarada” pela registia ao rolamento, muito em- '

. . . . tamkem tinha sido marcada sobre o papekiof, com o
bora, conforme mencionado, cuidados tivessem sido toma- pap

dos para compensar tais for¢as de résisia. Por isso, o auxlio de um prumo, para cadmgulo estabelecido.

angulo inicial foi feito igual a 14 Para cad#@ngulo a es- Os procedimentos anteriormente descritos possibili-
fera foi abandonada em repouso, no ponto superior da pistataram realizar as medidas @ee L para cadd, o que gerou

e descia plano abaixo. B, ao sair da pista a uma altuiia a Tab. 1. Com isso, pode-se calcular o que, a priori, se pre-
(ver Figs. 1 e 2), a esfera descrevia uma ttajatparallica tendia: a energia méaica da esfera noficio e no fim da

e colidia com o cho, onde havia uma folha de papéioid, pista.

oC") 14,0 | 18,0 | 22,0 | 26,0 | 30,0 | 34,0 | 38,0 | 42,0 | 46,0 | 50,0 | 54,0
H (m) | 0,905| 0,897 | 0,889 0,883 | 0,877| 0,870| 0,865 | 0,858 | 0,852 | 0,848 | 0,843
L(m) | 0,460 0,485| 0,502 | 0,513 | 0,510| 0,505| 0,494 | 0,464 | 0,438| 0,401 | 0,370

Tabela 1. Lancamento de petij: alturaH de lancamento e alcandéepara cad@ngulo estabelecido.

3 Determinacio da Energia Me@ni- aito:

ca da Esfera
h = xsend, (1)

Como a esfera foi sempre abandonada em repousoiaio in  ondex € o comprimento da pista.

da pista, a sua energia ndtca inicialé a pbpria energia Ja a energia mémica no fim da pisté a pbpria ener-
potencial gravitacionaks,,. Para determinak,, atribuiu-se gia cirética do corpo neste ponto. Para calcular essa ener-
o nivel de energia potencial zero ao ponto central da esferagia cirética da esfer& necesario conhecer a velocidade de
guando ela passava pelo ponto mais baixo da pista. Dessaeu centro de massa nddsda pista. Isto pode ser feito
forma, a determind@p da energia potencial inicial para cada facilmente, lembrando que a parte final do movimenton
angulod requer o élculo da alturah do ponto central da  lancamento de préjil para o qual se pode desprezar a re-
esfera, quando ela colocada, em repouso, ho ponto mais siséncia do ar. Tal moviment®a composigo de um Movi-
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mento Retiineo Uniforme na dirego horizontal com um  em que pode-se considera= 9,81 m/$. Com os dados
Movimento Retilneo Uniformemente Variado na vertical, da Tab. 1 e as Eq. (1) e (2) @ph-se os resultados parciais

e isso resulta em [15] indicados na Tab. 2.
L ] g
;= 2
Veu cos\/ 2(H — L.tgh)’ 2)
() 14,0 18,0 | 22,0 | 26,0 | 30,0 | 34,0 | 38,0 | 42,0 | 46,0 | 50,0 | 54,0
Venr(mis) | 1,18 1,31 | 145 | 159 [ 1,71 | 1,85 | 2,01 | 2,08 |221 |227 |241
h (m) 0,0968| 0,124 | 0,150| 0,175| 0,200 | 0,224 | 0,246 | 0,268 | 0,288 | 0,306 | 0,324

Tabela 2. Velocidad® ), do centro de massa nédda da pista e altura do centro de massa da esfera rigimda pista (com
relagio ao fivel zero de energia potencial) para caggulo fixado.

Com os dados da Tab. 2 ge pode calcular a energia ondew € a velocidade angular devidaotag@o el (igual

mea@nica inicial da esfera, atras da conhecida exprégs a (2/5)nR?, sendoR o raio)é o momento de ircia da es-
fera em relag@o ao eixo de giro. Supondo que a esfera role
E,; = mgh. (3) sem deslizar, tem-se a redxVo ) = wR €, endo,
Por outro lado, a energia mética no final da pista Epmyp = (7/10)mV,y,. (5)

reduz-se energia ciética da esfera, quedada por Com os dados da Tab. 2 e as Eq (3) e (5) pode-se montal

a Tab. 3, que @ a energia mémica inicial e final para os
B = (1/2)mVZy + (1/2)Icnw?, (4) angulos estabelecidos.

0(") 14,0 18,0 22,0 26,0 30,0 34,0 38,0 | 42,0 | 46,0 | 50,0 | 54,0
E..; (J) | 0,0426| 0,0546| 0,0661| 0,0771| 0,0881| 0,0987| 0,108 | 0,118 | 0,127 | 0,135 0,143
E..r(J) | 0,0438| 0,0539| 0,0661| 0,0795| 0,0919| 0,108 | 0,127 | 0,136 | 0,154 | 0,162| 0,183

Tabela 3. Energia méaica inicial e final para cadmgulo fixado.

Para interpretar os resultados finais, dados na Tab. 3uma inspego visual da Fig. 3 mostra que os pont@® 1se
os pontos (k;; Ens) foram plotados atra@s do software  adequam a uma reta que passa pela origem, com coeficient
LABFit [16]. O grafico obtido foi reduzido com o uso do angular péximo do valor 1, condi@es necessias para que
software IrfanView [17]. O resultade mostrado na Fig. 3. se tenha aret&,,; = E,,;, que indicaria a conservag de
energia. Essa constatagrequer uma aaise mais aprofun-
dada da causa do pdgsl insucesso do experimento, e isso
se@ feito a sequir.

0.20
0451 it L _

~ . 4  Analise dos Dados Obtidos

—~ 010 et

mﬁ 5 Réapidas aalises indicam o pordudo aparente fracasso com
0.05 1 FE] rela@o ao objetivo inicial: 0 experimento se prolongoéral

dos “angulos adequados”, para 0s quais haveria consgvac

0.00

de energia. Mas se essa expl@ador correta, & que se
identificar uma re@o de pontos em que a Sup@sicini-
E ;I cial E,,; = E,,; seja verdadeira. Para tanto, sobre os pon-
Figura 3. Pontos relativas Tab. 3: energia méaica final versus tos da Fig. 3 fOI,tr'a(;ada.urT]a reta Impondojse a caric
energia me&nica inicial. E,.; = E;. O grafico obtidoé mostrado na Fig. 4.
A andlise da Fig. 4 mostra claramente que o0s pontos
Aqui cabe um comeatio: o profsito inicial do exper- de 1 a 4 se “encaixam” na reta imposta. O quinto ponto
imento foi 0 de “mostrar”’ que a energia nd@icaé conser-  est um pouco fora dessa reta, mas isso poderia ser devidc
vada durante o rolamento da esfera sobre a pista. Entretant@ erros estéticos e Ao sisteraticos. Para avaliar essa pos-

0.0o 004 0.05 012 016
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sibilidade, uma retd,, ; = a1 E.,; + as foi ajustada aos 5

381

gue apenas 0s 5 primeiros pontos se adequam, coravelzo

primeiros pontos experimentais, o que gerou a Fig. 5. Essaseguranca, a uma reta passando pela origem. aokEnt

figura mostra a furip ajustada (linha central), a faixa com
95,4% de confianc¢a para a figajustada (linhas externas
confnuas) e a faixa de predig dos pontos experimentais
(linhas tracejadas), tareln com 95,4% de confianca. De-
talhes sobre a defirap dessas faixas podem ser obtidos, por
exemplo, em [18] e em [19].

0.20 4
045 | e
0y /,/
=
~ 0104 -
" 2
a]
.05 |
e
0,00 . ; ; .
000 004  gpe 012 046
E; (1)

Figura 4. Pontos experimentais e a reta impoBtay = E.;.

012
009 |
P
. 0.06
o o] -
==
0.00 fms
st . ! . . !
000 002 004 006 008 010
Ey (1)

Figura 5. Ajuste com extrapolag aé E,,; = 0. A linha central

€ a fun@o ajustada. As duas linhas externas targs definem a
faixa de confian¢a da fukg ajustada (com 95,4% de confianca).
As duas linhas tracejadas definem a faixa de péedips pontos
experimentais (com 95,4% de confianca).

Uma extrapolago da fun@o ajustada pard,,; = 0
aponta paral,,; = (—0,003 £ 0,009) J, com 95,4%
de confianca, o quedo possibilita descartar o valor zero
parakE,,s. Isto significa que o quinto pont® aceiavel na
definicdo de uma reta passando pela origemalfses simi-
lares supondo a incléie de outros ponto& gpontariam para
a presenca de erros sistaticos importantes. Fazendo, por

ajustando-se a fudQ E,,; = a1 E,,; a0s 5 primeiros pon-
tos, obém-sen; = 1,023 (com desvio de,; = 0,010), o que
resulta no gafico mostrado na Fig. 6.

0.10 1
0.05 1

0.05 1
0.04 1

Ex (1D

0.02 1

0.0o

0.0a oo4 008 003 010

ECh

Figura 6. Ajuste da reta passando pela origem aos 5 primeiros pon-
tos experimentais: &y = 1,023E;;.

.0z

Assim, a afirmago de que para os 5 primeiros pontos
arela@o E,,; = E,,; seja verdadeira cogn um erro de
2,3%. Por outro lado, tragcando a réig,y = 1,023E,,,; em
um grafico com todos 0s pontos experimentais gatpise o
resultado mostrado na Fig. 7.

0.20 1
015 1 .
—_ R * -___.-"'f'
) +
0401 /
H
£ -
0.05 1 o
0.00 T - T 1
0.0a 0.04 0.0s o1z 0186
Egi (1)
Figura 7. Todos os pontos experimentais e a rBfg; =

1,023E,,;: para a redio formada pelos 5 primeiros pontog &
conservago de energia.

Para os pontos fora desta primeira gsgformada pe-
los 5 primeiros pontos, pode-se descartar a consgovde
energia e isso significa que a esfaalgsliza sobre a pista.

Uma observa@go pouco atenta da Fig. 7 poderia levar
a suposigo de que, a partir do sexto ponto, “a energia
meanica final esteja aumentando mais que a inicial”, com o
aumento dé@ngulo. Na verdade, a supdsicorreta deveria

exemplo, o ajuste de uma reta aos 7 primeiros pontos exser a de que a esfera gsteja deslizando. Logo, a redac

perimentais ol#m-se, pard&,,; = 0: E,,; = (0,014 +
0,016) J, com 95,4% de confianga. Este resultado (o in-
tervalo coném o zero, mas nas vizinhancas do limite su-
perior) praticamente possibilita descartar &irmo ponto
ao se definir uma reta passando pela origem. Sirbakg

Vem = wR ja rBo € mais verdadeira e, portanto, a ener-
gia meé@nica no fim da pistado poderia mais ser calculada
pela Eq. (5). Isso se deve ao fato de que, comdésliza-
mento, a velocidade de transd&g maior do que seria sem
deslizamento, causando uma superestimaia energia de

semelhantes, explorando todas as possibilidades, indicamotago.
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5 Determinaggo do Coeficiente de Lembrando queV = mg cos 6 e substituindo a Eq. (8)
Atrito Est atico entre a Esfera e a "@FEd. (9), otitm-se
1 2
Pista tel < (mR + 1> e (10)
Icwm

Muito embora @&o fizesse parte dos objetivos originais do ) .
experimento, pode-se fazer uma boa estimativa do valor do _MUuito embora o experimento envolva uma esfera, a Eq.

coeficiente de atrito etico entre as supécies envolvidas, ~ (10) estabelece a condig para que um corpo role sem
por inspe&o géfica. Issoé posével devido ao “acidente” deslizar em um plano com inclinagd, de uma forma geral.

experimental: a incling da pista aumentou tanto, que a EN®0, @ Eq. (10) @a condigo de “conservaip de energia
esfera comecou a deslizar. Nesse caso, a energianicac ~ Me@nica”. Para o caso espico da esfera, pode-se ree-
ja o era conservada durante o movimento. Mas para quésC'€ver @ Ed. (10) na situag limite, quee a da igualdade,
seja determinado o coeficiente de atritcaéisb, ta que se  1Selando o coeficiente de atrito asco:

estudar um pouco mais. Uma rédssemelhanta que aqui 9

seia desenvolvida para uma esférapresentada, por exem- fe = —tgh . (11)
plo, em [20], para um cilindro. 7

5.2 Estimativa de um Coeficiente de Atrito

5.1 Aplicagdo das Leis de Newton a uma Es- Estatico “Efetivo”

fera que Rola sem Deslizar

Fazendo uma nova insgieg na Fig. 7, tendo em conta a
Eqg. (11), pode-se afirmar, com ré&e@| seguranca, mesmo
levando em considerag as flutua@ies estasticas, que o
angulo para o qual comecou o escorregamento da esfara es
dentro do intervalo

A Fig. 8 (a) mostra um diagrama esquéino de uma es-
fera de massa e raioR rolando pista abaixo.ak Fig. 8 (b)
destaca o diagrama de corpo livre para essa esfera.

6 =(32,0£2,0)°, (12)

referente ao trecho compreendido entre os pontos 5 (
30,0) e 6 ¢ = 34,0), com centro end = 32,0.

Substituindo o valor dado em (12) na Eq. (11) encontra-
se, por propag@®p de erros (ver, por exemplo, [19] (Cap. 4)
Figura 8. (a) Esfera rolando num plano inclinado. (b) Diagrama de € [21]) 0 seguinte resultado:
corpo livre para a esfera: forga peso (mg), normal (N) e forca de
atrito (fa). pe = (0,179 £0,014). (13)

A expres&o da aceler&p lineara do centro de massa

€ obtida aplicando a segunda lei de Newdomanslaéo da . ~ ~
esfera: P ’ g 6 Discus®es e Concluges

Um dos resultados esperados para o experimento seria i
constatago, por parte de alunos, de que a forca de atrito
em queg & a acelerd@p da gravidade ¢, & a forca de  €stico & uma forca conservativa, diferentemente da forca
atrito esético sobre o corpo. Aplicando-se a segunda lei de atrito cirgtico. Esta constatao se daria pelo ajuste
de Newtona rota@o da esfera, com a soma dos momentos d0s pontos experimentais a uma reta passando pela origer
em relad@o a um eixo passando pelo seu centro de massa OSOM um valor obtido para o coeficiente anguladximo

a = gsenf — &, (6)
m

tem-se: de 1. Para os 5 primeiros pontos experimentais este ob-
jetivo foi alcancado, com erro de 2,3%, o gédastante
fu. R = Iona, (7) razaavel. Surgiu, entretanto, um elementaonesperado,

i . que seria a possibilidade da determimaglo coeficiente de
em quea & a acelerdo angular da esfera, dada por= atrito eshtico, mesmo com a esfera em movimento, e por-
a/R. Combinando as Eq. (6) e (7), &bt-se: tanto com o sistema sujeito a perturbes produzidas pelo

gsend movimento que levem a variaées no valor da componente
fo=—F—T- (8) normal da forca de contato entre a esfera e a pista, ao longc
TIowr T do percurso.
Por outro lado, a condép de i&o escorregamento, e por- Naturalmente, a determin&g do coeficiente de atrito
tanto de conservap da energia méaica,é dada por eshtico apresentada neste artigo embute o fato de que c

angulo de escorregamentaafoi determinado, mas sim es-
fao < peNN. 9) timado por inspeifo gi&fica, e isso pode causar um certo
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desconforto. Em contrapartida, esta deternfoage deu Agradecimentos
na condi@o real de movimento da esfera. Devids

imperfei@oes da pista (ondulaes) e da esfera (excentrici- Gostaramos de agradecer aos professores DroAint

) R L . ! Almeida e Dr. Carlos Arajo, ambos do Departamento de
dade e “ovalizago”), o ptoprio movimentcé perturbado, e . o . . :
Engenharia Me&nica de nossa universidade, pela leitura

isso provoca o efeito de iniciar o escorregament@agulos " ~ - X

; . critica de uma ve@o preliminar deste artigo.
bem menores que aqueles para um sistema ideal. Como
se sabe, a perturbag de um sistema “mascara” a forca de
atrito e este fato, inclusivé um recurso bastante utilizado Referéncias
para minimizar erros devido ao atrito em muitos experimen-

tos em que tais forcagie indesejveis. Exemplos extremos  [1] Caldas, H. e Saltiel, E.Rev. Bras. Ens. . 21(3), 359
de minimiza@o da forca de atrito podem ser encontrados em (1999).

experimentos envolvendo um trilho de ar. [2] Caldas, H. e Saltiel, E.Rev. Bras. Ens. . 21(4), 542
Para o sistema isolado, sem pertudmcno qual se (1999).
aplica uma forca de arrasto na esfera em repouso sobre 3] Praticamente todos os livros @iticos de Fsica para cur-

pista na horizontal, experimentos paralelos ao apresentado” * g5 superiores abordam, em um dositaps dedicados a
aqui apontaram para o valor 0,3 para o coeficiente de atrito Mecanica, o tema “forca de atrito éico” em corpos que

esftico entre o aco da esfera e a pista. Mas tal valor, no rolam sem deslizar.

experimento Qe§te artigo, indic~:aria a sitiiage “niao.escor- [4] Mallinckrodt, A. J..Phys. Teach37, 463 (1999).
regamento”, ist@, de conserv@p de energia ménica aé o

uma inclinago da pista aproximadamente igual & 46b- [5] Sherfinski, J.Phys. Teach39, 150 (2001).

viamente, conforme foi visto, o escorregamento aconteceu [6] Takahashi, L.Phys. Teach40, 374 (2002).

muito antes, e essa “surpresa” foi um outro fato que motivou [7] Brito, V. P. e Gomes, M. A. FRev. Bras. Ens. 8. 18(1), 20
este artigo. (1996).

Discuses sobre forca de atrito asito associada a  [g] van den Berg, W. HPhys. Teach38, 506 (2000).
perturbades meénicas normalmentedo fazem parte do
contdido de livros-texto destinados a cursassicos de
Fisica (rivel superior). Um experimento deste tipo - em que [10] Reichert, J. FPhys. Teach39, 29 (2001).
ha uma aparente diveggcia entre valores de uma mesma [11] Mungan, C., E.Phys. Teach39, 481 (2001).
grandeza, medidas em condliss distintas - poderia ser clas- 1] Mossmann,V. L. F., Catelli, K. B. M. F., Libardi, H. e Damo,
sificado de forma simplista na categoria de “montagem com . S.,Rev. Bras. Ens. . 24(2), 146 (2002).
equipamentos ruins”. Mas o foco adequado deve ser a
condigdes em que tais medies ocorreram, e eséeum as-

pecto que merece ser ressaltado. . )
Muit b lic diminuo da f [14] Beer, F. P. e Johnston, E. Rlgdnica Vetorial para Engen-
uito embora a explicap para a diminugo da rorca heiros ESRATICA Editora McGraw-Hill Ltda, o Paulo, 5

dg gtrit_oNes'itico durante o rolamento possa ser dada pela Ediczo, (1990) ag. 574.
diminuicdo da componente normal da for¢a de contato em
alguns trechos, devidas ondula@es da pista e ainda de-
vido as poskeis excentricidade e “ovalizaQ” da esfera,
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