Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 26, n. 1, p. 1-10 (2004)
www.sbfisica.org.br

Artigos Gerais

Os problemas de espalhamento quantico em potenciais elementares

(Quantum scattering in elementary potential problems)

M.A. Céandido Ribeiro', V.C. Franzoni', W.R. Passos', E.C. Silva' ¢ A.N.F. Aleixo’

'Universidade Estadual Paulista, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas,
Departamento de Fisica, Sdo José do Rio Preto, SP, Brazil.
*Universidade Federal do Rio de Janeiro, Instituto de Fisica, RJ, Brazil.

Recebido em 29/5/03; Aceito em 28/11/03

Neste trabalho estudamos o espalhamento quéntico de uma particula por um potencial generalizado que engloba
em si todas as formas de potenciais retangulares unidimensionais. Neste contexto nds calculamos as proba-
bilidades de reflexdo e transmissdo de uma particula incidente sobre este potencial generalizado e avaliamos os
efeitos de sua assimetria na transmissdo dessa particula através dele para energias abaixo e acima da barreira de
potencial.

Palavras-chave: espalhamento quantico, probabilidades de transmissdo e reflexdo, potenciais unidimensionais,
efeitos de assimetria.

A potential which encompasses all kinds of rectangular one-dimensional potentials is studied in the context of
quantum particle scattering. We calculate the reflection and transmission coefficients for this general potential.
The effects of the potential asymmetry on transmission, at energies below and above barrier, are studied, as well.
Keywords: quantum scattering, transmission and reflection coefficients, one-dimensional potentials,

asymmetry effects.

1. Introducio

Os resultados das experiéncias envolvendo espalha-
mento e tunelamento quantico tem nos fornecido muito do
conhecimento que possuimos hoje sobre a estrutura dos
atomos, nicleos, bem como sobre a natureza das particulas
e de suas interagdes [1]. No caso do espalhamento, os feixes
de particulas produzidos por aceleradores de colisdo ou
origindrios de fontes radioativas sdo usados nas experién-
cias como pontas de prova para o estudo da natureza dos
elementos constituintes (moléculas, atomos, particulas,
etc.) de alvos por eles bombardeados. Nestas experiéncias
com espalhamento as distribui¢des angular e de energia
junto com a intensidade do feixe de particulas espalhadas
fornecem informagdes reveladoras relacionadas com a inte-
racdo entre os elementos do alvo e as particulas do feixe
incidente. Os dados obtidos destas experiéncias sdo entdo
usados para testar as predicdes feitas por modelos baseados
na mecanica quantica nos quais alguma forma para o poten-
cial de interacdo é assumida como atuante. No caso do
tunelamento quantico sabemos que ele se manifesta numa
grande variedade de fendmenos nas diversas dreas da fisica.
Alguns exemplos histéricos deste fendmeno quantico sdo:
o decaimento alfa dos nucleos em que um niicleo de He
com energia abaixo da barreira de potencial Coulombiano
tunela através dela, fendmeno que foi explicado pela teoria
de Gamow, Gurney e Condon [2,3]; a emissdo de campo na
qual elétrons s@o emitidos por metais apds a aplica¢do de
um campo elétrico externo que, ao modificar a forma do
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potencial de ligacdo do sistema, possibilita o tunelamento
de elétrons do mar de Fermi, fendmeno que foi explicado
inicialmente de forma qualitativa pela teoria de Fowler-
Nordheim [4]; os microscépios de emissdo e de tunela-
mento onde a imagem da estrutura atdmica das superficies
de certos materiais € obtida através do resultado do tunela-
mento por emissdo de campo dos elétrons destes materiais.
Outros exemplos s@o as reagdes de fusdo nuclear onde os
ntcleos envolvidos no processo de fusdo precisam tunelar
através da barreira de potencial existente entre eles para que
0 processo se concretize; a penetracdo do atomo de N na
barreira de potencial criada pelos trés dtomos de H na
inversdo periddica da molécula de amonia (NH,) [5], feno-
meno que foi inicialmente utilizado na fabricacao de reld-
gios atdmicos; o tunelamento de elétrons em materiais
semicondutores, tais como nos diodos tunel que sdo larga-
mente usados nos circuitos eletronicos rapidos devido a sua
alta frequéncia de resposta. Nesta drea da fisica o fendmeno
de transmissdo de portadores de carga através de barreiras
de potencial tem uma importancia muito grande [6]. Numa
abordagem mais atualizada podemos citar o tunelamento
ressonante de elétrons através de cavidades (quantum dots)
como exemplo. Quantum dots sdo “atomos” fabricados
artificialmente através do confinamento tridimensional de
portadores de carga que simulam, assim, os elétrons apri-
sionados em um 4tomo real. Este aprisionamento ocorre na
regido de juncdo de dois ou mais materiais diferentes (hete-
roestruturas quanticas), tais como GaAs ou GaAlAs. Sendo
assim eles apresentam propriedades similares aquelas nor-
malmente associadas aos 4tomos reais, tais como estruturas
de camadas, niveis quantizados de energia, etc [7-10]. O



que os torna especiais € a possibilidade de se poder contro-
lar seus tamanhos e suas formas através de uma tecnologia
de fabricagdo em escala nanométrica. Esta liberdade de
fabricagdo abre uma grande variadade de aplicagdes em
vdrias dreas da fisica tais como na fabricag@o de lasers com
comprimentos de onda antes inacessiveis, fabricagdo de
chips para uma préxima geracdo de computadores mais
rapidos, etc. Espera-se que no futuro quantum dots talvez
possam tornar possivel o sonho da computacdo quantica.
Este novo campo de estudo sobre sistemas quanticos artifi-
ciais tem sido denominado de fisica de sistemas mesoscpi-
cos e constitui um campo de pesquisa em grande atividade
na drea da fisica do estado sélido.

Em resumo tanto o espalhamento quanto o tunela-
mento quantico tem se constituido em instrumentos precio-
sos quando tentamos compreender a natureza € o que
acontece no mundo microscépico das moléculas, dtomos e
particulas. Nestes estudos é rotineiro o uso de modelos que
assumem para os potenciais de interago entre as particulas
formas que podem ser divididas em regides espaciais nas
quais estes potenciais podem ser aproximados por pata-
mares constantes. Neste caso, como as regides de transi¢do
dos potenciais entre os patamares vizinhos estio restritas a
regides espaciais muito pequenas, entdo estas transicdes do
potencial podem ser assumidas como abruptas. Um outro
aspecto a ser ressaltado € que, a despeito da tridimen-
sionalidade do problema do espalhamento, alguns de seus
aspectos mais fundamentais podem ser apresentados e ex-
plorados em termos de modelos fisicos muito simples cujos
célculos sdo baseados no uso de potenciais retangulares
unidimensionais. De uma maneira geral, os potenciais re-
tangulares unidimensionais oferecem um exemplo instru-
tivo e o seu uso no estudo do espalhamento de particulas
quanticas apresenta-se sempre vantajoso como uma pri-
meira abordagem investigativa que possibilita obter uma
avaliacdo qualitatita rdpida dos aspectos fisicos mais rele-
vantes do fendmeno.

Para estudar as propriedades ondulatérias associadas
a propagacdo de uma particula quantica de massa m e
energia assintética £ que se movimenta unidimensional-
mente e incide sobre um potencial V(x) devemos resolver a
equacdo de Schrodinger independente do tempo
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sendo a sua solucdo @(x) denominada de fun¢do de onda
associada a particula. Uma vez definida a forma do poten-
cial V(x) é possivel obter a solucdio geral para a funcio de
onda @(x) e dela identificar suas componentes associadas a
incidéncia [@,(x)], reflexdo [@,(x)] e transmissdo [@.(x)] da
particula neste potencial. As densidades de correntes de
probabilidades, ou fluxos, para cada uma dessas possibili-
dades de ocorréncias podem ser obtidas através da expres-
sdo geral
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particularizada para cada uma das componentes da fungdo
de onda em questdo. As probabilidades de reflexdo R(E) e
transmissdo 7(E) da particula pelo potencial V(x) sdo defi-
nidas como as razdes dos fluxos refletido J, e transmitido J,
para o fluxo incidente J,

J,

R

RE)=— T(E)=|—, 3)
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respectivamente. Sendo V(x) um potencial real, entdo refle-
xa0 e transmissdo sdo as Unicas possibilidades para a parti-
cula que incide nele, de modo que devemos ter

R(E)+T(E)=1. (4)

Em outras palavras, ao atingir V(x), o fluxo de proba-
bilidade incidente se desdobra em um fluxo refletido e
outro transmitido e, portanto, a Eq. (4) traduz a conservacao
do fluxo de probabilidade. Nos problemas de espalhamento
unidimensionais, as particulas no feixe incidente estdo as-
sociadas a estados estaciondrios, em que o momento linear
tem um valor bem definido. Nestas circunstancias € pos-
sivel mostrar que a densidade de probabilidade € indepen-
dente do tempo e que a corrente de probabilidade deve
permanecer continua também nos pontos de descontinui-
dade do potencial V(x). Em termos de fun¢des de onda, isto
equivale a ter a fun¢do de onda e sua primeira derivada
continuas nestes pontos. Impondo estas condi¢cdes pode-se
mostrar que a condi¢do de unitaridade do espalhamento (4)
estd intimamente ligada as condi¢des de continuidade da
funcdo de onda e de sua primeira derivada impostas nas
fronteiras que delimitam as diversas regides distintas do
potencial V(x). Por sua vez, sendo V(x) constante nos domi-
nios dos feixes incidente/refletido e transmitido, entdo as
componentes da fungdo de onda nestas regides sdo descri-
tas por

(p[(x) — Aleiklx’
Q1) = Age ™, (&)
(PT(x) — ATe[k3x’

sendo A, A, e A, suas amplitudes, respectivamente, e sendo
k, e k, os nimeros de onda nas regides do potencial. Por-
tanto, usando as Eqgs. (2), (3) e (5) encontraremos que
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Para calcularmos as razdes A,/A, e A/A, em termos dos
fatores relacionados ao processo de espalhamento, tais co-
mo a energia da particula E e os pardmetros do potencial
V(x), é necessdrio resolvermos a equacdio de Schrodinger
(1) ao longo de todo o dominio do potencial.

Quase a totalidade dos textos basicos de mecanica
quantica [11] apresenta as solugdes para o problema de
espalhamento unidimensional na presen¢a de algum poten-
cial elementar, tal como uma barreira retangular (simétrica
e assimétrica), um poco retangular ou um degrau (simples
ou duplo) de potencial. Embora todas estas solugdes este-
jam baseadas na resolucdo da Eq. (1) para a obtengo das
probabilidades (6), o desenvolvimento apresentado nos li-
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vros texto passa, talvez, aimpressdo de que estes potenciais
elementares representam diferentes tipos de potenciais e
que, portanto, devem ser tratados separadamente. Contudo
podemos mostrar que, do ponto de vista pratico, na reali-
dade eles ndo o sdo. Eles compartilham algumas caracte-
risticas comuns que nos permitem concluir que,
efetivamente, eles apenas representam diferentes formas de
um mesmo potencial geral que engloba em si todos eles
como casos particulares. No estudo a seguir nos resolvemos
o problema do espalhamento de uma particula na presenca
deste potencial geral e obtemos as probabilidades de refle-
X340 e transmissao através dele. Por outro lado, tendo em
vista que podemos facilmente controlar o cardter assimé-
trico deste potencial geral, torna-se muito apropriado e
oportuno estudar os efeitos dessa assimetria sobre a trans-
missdo da particula através dele. Estes sdo os objetivos
deste artigo que estd organizado da seguinte maneira: na
préxima se¢@o nés apresentamos o potencial unidimensio-
nal geral e resolvemos o problema do espalhamento quanti-
co para energias abaixo de sua barreira central, calculando,
entdo, as probabilidades de reflexdo e transmissdo. Na
secdo 3 ndés fazemos o mesmo como na secdo 2 para
energias acima de sua barreira ou poco central. Na secdo 4
nds fazemos um estudo numérico dos efeitos da assimetria
do potencial sobre a probabilidade de transmissao da parti-
cula. Finalmente, ndés fechamos o artigo com alguns co-
mentdrios breves na seco 5.

2. O espalhamento em energias abaixo da
barreira central

Consideremos o espalhamento de particulas quanti-
cas pela seguinte classe de potenciais retangulares unidi-
mensionais:

0, x<-a (Regido 1)
V(x)=40V,, —a<x<+a (Regido 2) (7
AV,, x>+a (Regido 3)

onde a constante positiva V, indica a intensidade do poten-
cial e 2a a sua largura. O pardmetro 0, que determina a natu-
reza do potencial, pode apresentar dois valores possiveis
(6= =1). Para 6= +1 o potencial (7) apresenta as caracteris-
tica de uma barreira na regiao 2 enquanto que para 6=-1ele
passa a apresentar as caracteristicas de um poco de poten-
cial nesta mesma regido. O parametro de assimetria A,
cujos valores assumiremos dentro da faixade -2 < A< 42,
determina a simetria (A = 0) ou assimetria (A # 0) do
potencial. Esta faixa de valores para A foi escolhida apenas
por conveniéncia uma vez que os resultados e as conclusodes
deles advindas sdo gerais e ndo mudam para o caso de uma
faixa de valores mais ampla. Sendo assim, fica fécil per-
ceber que o potencial (7) pode assumir formas variadas,
dependendo dos valores de seus parametros. Por exemplo,
as formas de uma barreira retangular assimétrica quando
0=+1eA=-1;deum pogo simétrico quando O =-1e¢ A=0;
de um degrau duplo quando 8 = +1 e A = +2, e assim por
diante. Na Fig. 1 nés mostramos algumas dessas formas
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Figura 1 - As diferentes formas que pode tomar o potencial geral (7) para
alguns valores particulares dos pardametros 0 e A. Para = +1, o potencial
geral apresenta as caracteristicas de uma barreira de potencial (A < 1,0),
um degrau simples (A = 1,0) ou duplo (A > 1,0) de potencial. Agora, para
0 = -1, estas caracteristicas sdo as de um degrau duplo (A < -1,0), simples
(A =-1,0) ou de um pogo de potencial (A > -1,0).

que pode assumir o potencial geral (7) e os respectivos
valores dos pardmetros 6 e A que definem cada uma delas.

Nesta se¢do nds assumiremos que a energia assin-
tética E da particula incidente esteja abaixo da barreira de
potencial, ou seja que E < V, e que 8 = +1. Neste caso, as
solucdes da equagdo de Schrodinger independente do tem-
po em cada uma das trés regides definidas pelo potencial
serdo dadas por

0, (x) = Ae™* + Be™™*  (Regido 1)
Q,(x)=Ce ™" +De"** (Regiao 2) 8
0, (x)= Fe™* +Ge™" (Regido 3),

onde A, B, C, D, F e G sdo coeficientes complexos e

k = 2mE,
h
A 2m(V, —
K, :y, 9)

_ J2m(E-AV,)

} h

i

sdo os numeros de onda que definem a magnitude do
momento em cada regido. Por uma questdao de clareza e
elegancia, usaremos em nosso desenvolvimento o, assim
denominado, método da matriz de espalhamento [12], que
correlaciona a funcio de onda incidente com aquela emer-
gente, apds atravessar o potencial. Dessa forma, conside-
rando o cardter finito de V(x) e aplicando as condi¢des de
contorno, @,(x) = @,(x) e d@,(x)/dx = @,(x)/dx em x = -a com
as Eqgs. (8), encontraremos as relagdes

Ae ™" + Be™ =Ce**" + De (10)

Em notagdo matricial, estas relagdes podem ser convenien-
temente escritas como
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Da mesma forma, aplicando as condi¢des de contorno
0,(x) = @,(x) e do,(x)/dx = d@,(x)/dx, em x = +a com as Eqs.
(8), obteremos as relagdes

Fe™“ +Ge ™ = Ce ™" + De***

ik3 (Feik;u _Ge—ik;u) — _Kz(ce—Kza —DeKZU),

15)

as quais, em notacdo matricial, ficardo como

B

onde usamos a seguinte notagcdo abreviada

o, = lik—3, B. = K—ziki.
B kl - kl KZ

A matriz M = M(k,, a) M"(ks, -a), que relaciona os coefi-
cientes A e Bcom F e G na Eq. (21), apresenta as seguintes
propriedades: seus elementos satisfazem a condi¢do
M, =M,, M,, =M,,, enquanto o seu determinante &
dado por det(M) = k/k, resultado que segue da relagdo

o —o’ =B2 —B? =4k, / k,. No caso em que A = 0 nds

(22)

temos det(M) = 1. Dessa forma a matriz apresentada acima
fica inteiramente relacionada a, assim chamada, matriz de
espalhamento ou simplesmente matriz S, que correlaciona
as ondas incidentes [2 ) com as ondas emergentes (’; ) e que
depende somente das caracteristicas dindmicas do sistema:
forcas e energia. Na realidade, o desenvolvimento apre-
sentado acima constitui o mais elementar baseado na teoria
da matriz S. E importante que se ressalte que, uma vez que

B

R(E) =

(A)_ 1 ([er, cosh(2k,a)+iB_sinh(2x,a)]e’™ [0 cosh(2x,a)+iB, sinh(2k,a)]e’™ ™"
2{[o_ cosh(2x,a)—iB. sinh(21<2a)]e_i(k"k3)“ [o, cosh(2x,a)—iB sinh(21<2a)]e_i(k'+k3)“
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Tira-se portanto que,

r M(k,,—a) ¢ (17
= ,2—a >
G ’ D
onde a matriz M(k,,-a) serd escrita como
] (1+le2]eKzaik3a (l_lezJekzuik]a
M(k,,—a) = — } } (18)

2 _iKiz e—Kzu+ik3u 1+& e“z"*“‘x“
k3 k3

Usando, agora, as Egs. (13), (14), (17) e (18) chegamos a
relagdo entre os coeficientes da fung¢do de onda em ambos
os lados do potencial

A =M(k,,a) M (k r
B - 1 d (3,—61) Gs

sendo

1 (l—k)e (sz)e
M (ky—a) = — "2 k2

2 (l_"_ik_z)e}c:uﬂk]a [l_ik_;)ex,aik}a '
KZ KZ

Portanto, substituindo as Egs. (14) e (20) na Eq. (19) encon-

traremos
r 21
G d

obtivemos explicitamente a matriz que conecta A e B com F

19

(20)

e G como fungdo de ka, K,a e ka, essencialmente nos
resolvemos todos os problemas sobre o espalhamento
quantico por potenciais retangulares unidimensionais, in-
cluindo entre eles potenciais assimétricos, barreiras, pogos
e degraus de potencial.

Nesta altura, ao supormos que a particula incidente
cruze V(x) vindo da esquerda para a direita (no sentido
positivo do eixo x) obteremos uma solucao particular para a
equacdo matricial (21) a qual pode ser estabelecida ao
assumirmos G = 0, no que resulta em ter

i(ky+ky)a

A= g[a+ cosh(2x,a)+iB_sinh(2x,a)] e (23)

—i(ki—k3)a

B= g[a, cosh(2x ,a)—iB, sinh (2 ,a)] e 24)
Com as relacdes acima e as Egs. (22) encontraremos para as

probabilidades de reflex@o e transmissio da particula por
V(x)

2
k
K2+3) sinh? (2K, a)
K

2
k’% 2
——>1 cosh”(2x,a)+
: [ k) e (k

1 2

A

(25)

2
-2 ) sinh” (2K, a)

2
k
1+ | cosh’(2x,a)+ K
k, k

1 K 2
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k, |F|’ 4k, 1 k
T(E)=—|— = ! (26)
k, |A

1

Analisando estes resultados gerais podemos identifi-
car algumas propriedades interessantes sobre o espalha-
mento do sistema.

e Para E<V(x)e A=+1, que representa um degrau de
potencial localizado em x = -a, teremos k, = /2m(E —V,)/ h
=K, e pelas Egs. (23) e (24) encontraremos

B (I—ix, /k)e™
A (1+ik, [k )e™ "

uma vez que a largura de tal potencial serd dada pelo limite
2a — o. Com este resultado pode-se mostrar que R = 1; isto
é, teremos uma reflexdo total da onda incidente. Na regido
interna ao degrau de potencial teremos uma onda evanes-
cente (exponencialmente atenuada) que desaparece gra-
dualmente ao penetrar no degrau.

e Para A =0 teremos k, =k, =~/2mE / h, 0 que corres-
ponde a uma barreira de potencial retangular simétrica.
Neste caso a Eq. (26) nos fornece

1

T(E) = :
k
1+ 1+i(‘<2—‘) sinh (2K, a)

1 K 2

um resultado bem conhecido o qual é denominado de fator
de tunelamento.

3. O espalhamento em energias acima da
barreira ou poco central

Nesta se¢@o consideraremos que a particula incidente
possui energia assintdtica £ maior que 8V, ou AV, onde
agora 0 pode assumir qualquer um dos dois valores +1 ou

2 2 '
k k
[H/:) cosh? (2% ,a) +(‘22—3) sinh? (2« , a)

K

1 2

-1. Sendo assim, a solu¢@o da equacdo de Schrodinger na
regido 2 deverd também ser oscilatéria, como nas outras
duas regides. Portanto, podemos nos utilizar de um proces-
so de continuagdo analitica e substituir K, por ik, de modo a
obter

\2m(E—-8V,)
k,="—— 27 (27)
h
_\2m(E-AV)
para os novos niimeros de onda nas trés regides. Com este
procedimento é possivel reescrever a fungdo de onda na
regido interna ao potencial como

0,(x)=Ce ™" +De™* (Regidao?2) (28)
enquanto que @,(x) e ¢,(x) mantém-se dadas pelas mesmas
expressoes apresentadas pelas Egs. (8). Como no caso da
secdo anterior, consideraremos que a incidéncia da parti-
cula sobre V(x) seja no sentido positivo do eixo x e, com
isso, as Egs. (23) e (24) podem agora ser escritas como

A=§[oc+ cos(2k,a)—iB, sin(2k,a)] e (29

B= g[(x_ cos(2k,a)+if _ sin(2k,a)] e T (30)

Portanto, para espalhamentos com energias acima da barreira
ou poco central do potencial obteremos para as probabilidades
de reflexao e transmissao da particula por V(x)

2
k
2 _k‘) sin® (2k, a)

2
k’% 2
——> | cos (2k,a)+
: ( kl) . [k

B 2
R(E)=Z = S S (3D

k

lJrk—3 cos’(2k,a)+| -2+ | sin®*(2k,a)

k, ko k,

k, |F|’ 4k, 1k
T(E)=—|— = SR 32
(E) kA (32)

1

Com os resultados encontrados acima podemos des-
tacar alguns aspectos importantes.

*Para®=+1eA=0,teremos k, =k, =v2mE / h, k, =

\J2m(E -V,)/ he T(E) se reduz a

1
T(E)Z > )
k k
1+l —2 -1 | sin’(2k,a)
4\ k kK,

2 2 '
k k k
(1 +k3) cos’ (2k,a)+ (kz +]:J sin’ (2k, a)

1 2

que corresponde ao resultado usual para o caso de uma
barreira de potencial retangular simétrica.

ePara®=-1eA=0,teremos k, =k, =~2mE / h, k, =
\2m(E +V,)/ h e encontraremos a mesma exXpressiao mos-
trada acima para a transmissdo 7(E) através de V(x), que
agora, corresponde a um pogo retangular simétrico de po-
tencial.

eParaO=+1eA=+1,teremos k, =~2mE / h k,=k,=

2m(E —V,) / h, € encontraremos



4
1y =—alh
(+ky /k)?

que € o resultado ja bem conhecido para a probabilidade de
transmissdo através de um degrau de potencial V, com
E>V,
e Para O = +1 e A =+2, teremos k, =~2mE / i, k, =
2m(E-V,)Ih e k, = 2m(E-2V,)/h

k, > k,> k, e pela Eq. (32) encontraremos

Portanto

4k k,k;

T(E)= - ,
ki (k, +ky)? +(ki —k3)(k] —k3)sin® (2k,a)

para a transmissao através de um degrau duplo de potencial
comE >2V,.

4. Potenciais assimétricos e a probabilidade de
transmissao

Nesta secdo apresentaremos os resultados de um estu-
do numérico dos efeitos da assimetria do potencial sobre a
probabilidade de transmissdo através dele. Primeiro consi-
deraremos o caso da incidéncia de elétrons sobre um poten-
cial V(x) que apresenta as caracteristica de uma barreira
retangular assimétrica de potencial (8 = +1), onde tomare-
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mos -1,0 < A< +1,0. Assumiremos que esta barreira possui
altura V, = 10 eV, da ordem do dobro da energia de Fermi
dos elétrons em um metal, e largura 2a = 20 A, que
corresponde a um sistema com dimensdes préximas a umas
poucas camadas atdmicas de 6xido separando duas Iaminas
de metal, como por exemplo o caso de Ni-NiO-Pb.

A Fig. 2(A) mostra a probabilidade de transmissio 7,
obtida com as Eqgs. (26) e (32), como funcdo de E/V, e A.
Podemos observar as ressonincias caracteristicas de 7, e
T — 1 com o aumento da energia da particula incidente. De
modo a ter uma visualizag¢do mais clara da dependéncia de
T com A (e, dessa forma com o caracter assimétrico do
potencial), mostramos na Fig. 2(B) trés curvas resultantes
dos cortes na Fig. 2(A) para os valores de A = -0,5; 0,0;
+0,5. Em geral, para uma dada energia acima da barreira,
observamos um aumento na transmissdo conforme os
valores de A também aumentam. Isto €, verifica-se mais
transmissdo através da barreira conforme o potencial na
regido 3 € mais alto que na regido 1. Isto fica mais clara-
mente perceptivel no comportamento de 7 para pontos nas
vizinhangas dos minimos mostrados na Fig. 2(B). Contudo,
como pode ser visto na Fig. 2(C), este comportamento &
ligeiramente invertido nas ressonancias (médximos) de 7.
Esta figura apresenta 7' como fungdo de A para os trés
méximos da Fig. 2(B), indicados como T(E ,A);n=1,2¢ 3.
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Figura 2 - (A) A probabilidade de transmissdo 7' como uma func¢@o de E/V, e A para o espalhamento de um elétron por uma barreira de potencial com
0=+1,V,=10eV,a=10 Ae-1,0< A< +1,0. (B) T como uma fung@o de E/V, para trés valores do pardmetro de assimetria, A =-0,5; 0,0; +0,5. (C) T
como uma fungdo de A para trés energias de ressonincia comn = 1, 2 e 3. (D) A visualizacio por cima da figura (A). Aqui quanto mais escura € a regidao
sombreada, mais proxima de zero é T.
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Neste caso podemos observar que, para um dado maximo
localizado em E , a transmissdo para valores positivos de A
¢ menor do que para os valores negativos deste parametro.
Além disso, para cada uma dessas curvas de maximos da
transmissdo, o maior valor para 7(E,, A) acontece quando o
potencial é simétrico (A = 0). Estes valores caracteristicos
E, dos mdximos de T(E) podem ser determinados através da
condigdo

2ka=nm, n=1,2,3, (33)

imposta a Eq. (32), e que, do ponto de vista ondulatério,
traduz a condi¢d@o necessdria para que se obtenha uma
interferéncia construtiva entre as ondas incidente e refletida
na regido interna a barreira de potencial (regido 2). Do
ponto de vista da 6tica esta condi¢do, normalmente utili-
zada para minimizar a quantidade de luz refletida por ins-
trumentos 6ticos, nada mais € do que aquela que descreve o
interfermetro de Fabry-Perot. Agora, do ponto de vista de
energia, a condicao acima equivale a ter

_ him?

n 2
8ma

E

+V, (34)

Os picos mais estreitos de 7(E,, A), observados para as
energias mais baixas, sdo denominados de ressonancias de
transmissao e as energias £, que definem as suas posi¢oes
sdo justamente aquelas correspondentes aos estados ligados
de um poco infinito de igual largura. O razdo disto estd no
fato dos dois fendmenos compartilharem a mesma condi-

cdo (33). Este fendmeno de ressondncia de transmissdo

tanto é observado em fisica atdmica, no espalhamento de
elétrons de baixa energia por dtomos de gases nobres (Ar,
Ne) quanto em fisica nuclear, no espalhamento de neutrons
com energias de uns poucos MeV por nticleos. No caso da
fisica atdmica o fendmeno recebe o nome de efeito Ram-
sauer-Townsend [13] enquanto que na fisica nuclear ele é
conhecido como ressondncias de tamanho ou estados de
particula Unica. Outra coisa a destacar na Fig. 2(C) € o fato
da dependéncia de T com A ficar menos acentuada para
valores maiores de n. A Fig. 2(D) mostra a visualizag¢@o por
cima da Fig. 2(A). Nesta figura conforme o sombreamento
se torna mais escuro, mais proxima de zero fica a probabili-
dade de transmissdo. Conforme ja tinhamos concluido
antes, para um dado valor da energia acima do topo da bar-
reira (E/V,> 1), a transmissdo através da barreira é reduzida
no caso de valores negativos de A. Este comportamento se
inverte nas ressonancias, isto €, nos maximos de 7" (mostra-
dos pelas regides mais claras na Fig. 2(D)). Todo este com-
plexo comportamento de 7 em termos de E e A é resultado
da interferéncia entre as ondas incidentes e refletidas nos
pontos onde o potencial apresenta variacdes bruscas.

Os resultados mostrados na Fig. 3 correspondem
aqueles apresentandos na Fig. 2 sé que para um potencial
com a largura aumentada para 2a = 40 A. Como podemos
observar, todos os resultados em geral sdao descritos como
no caso anterior, tendo-se apenas um aumento no nimero
de ressonancias em 7. Uma maior propor¢ao entre a largura
da barreira (2a) e o comprimento de onda na regido 2 é
responsavel por um nimero maior de ressonancias em 7.
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Figura 3 - O mesmo mostrado na Fig. 2, s6 que para o caso da largura do potencial sera=20Aen=1,2,3¢4.



A Fig. 4 apresenta os resultados obtidos para o caso
de um elétron incidente sobre um potencial V(x) que apre-
senta as caracteristica de um poco retangular de potencial
(6 = -1). Os valores de todos os outros pardmetros sao
mantidos iguais aqueles usados para os resultados mostra-
dos na Fig. 2,isto é,-1,0< A< +1,0, sendo a profundidade
e a largura do pogo de potencial dadas, respectivamente,
porV,=10eVe2a=20 AN ovamente, 7€ mostrado como
uma funcdo de E/V, e A (Fig. 4(A)) e também apresenta
ressondncias. Contudo, diferente do caso de uma barreira
de potencial, agora, no caso de um pogo de potencial, para
uma dada energia nds verificamos um aumento da trans-
missdo para valores negativos de A, isto é, quando o poten-
cial na regido 3 € mais baixo que na regido 1 (Fig. 4(B)).
Este aumento em 7 mostra-se especialmente proeminente
para energias E/V, < 1. Uma outra coisa a destacar é que
neste caso o comportamento geral de 7’em termos de A ndo
¢ invertido nas ressonancias (Fig. 4(C)). Para este caso do
espalhamento de um elétron por um pogo de potencial as
energias de ressonancias na transmissao sdo dadas por

(35)

sendo n grande o bastante para termos E, > 0. Novamente,
como para barreira de potencial, o maior valor para T(E,, A)
acontece quando o pogo € simétrico (A = 0). Uma visua-
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lizacdo por cima da Fig. 4(A) é mostrada na Fig. 4(D). Ao
contrario do caso anterior (Figs. 2(D) e 3(D)), podemos
verificar que agora a regido mais escura (menores valores
para T) estd concentrada a direita na Fig. 4(D), indicando
assim a reducdo na transmissdo do elétron como resultado
do aumento da altura da lateral do poco de potencial ligada
ao parametro de assimetria A.

Todas as conclusdes descritas acima para o espalha-
mento de um elétron por um poco de potencial permanecem
quando a sua largura é aumentada para 2a = 40 A(Fig. 5);
apenas observamos um nimero maior de ressonancias em
T, cuja explicag@o € aquela mesma citada para o caso da
barreira.

Apo6s termos apresentado os resultados numéricos
para a probabilidade de transmissdo no potencial V(x)
quando ele apresenta as caracteristica de uma barreira e de
um pogo de potencial podemos comparar estes resultados e
observar que eles possuem uma superficie de fronteira
comum. A curva obtida pelo corte na superficie apresen-
tada na Fig. 2(A) para T(E) de uma barreira de potencial
quando A = 1 € a mesma que obteriamos se fizéssemos um
corte na superficie apresentada na Fig. 4(A) para T(E) de
um poco de potencial quando A = -1. A unica diferenca en-
tre as duas curvas seria o deslocamento em energia de
AE = 10 eV originado pela apresentacdo da energia de
colisdo em cada uma das duas situagdes. Isto pode ser
melhor visualizado se compararmos as Figs. 2(D) e 4(D).
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Figura 4 - A) A probabilidade de transmissao 7 como uma fungio de E/V, e A para o espalhamento de um elétron por um pogo de potencial com 6 = -1,
V,=10eV,a=10 Ae -1,0< A< +1,0. (B) T como uma fungdo de E/V, para trés valores do pardmetro de assimetria, A = -0,5; 0,0; +0,5. (C) T como uma
funcgdo de A para trés energias de ressonincia com n = 3,4 e 5. (D) A visualizacdo por cima da figura (A). Novamente, quanto mais escura € a regido

sombreada, mais proxima de zero é 7.
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Figura 5 - O mesmo mostrado na Fig. 2, s6 que para o caso da largura do potencial sera=20Aen=>5,6,7¢8.

para a probabilidade de transmissdo obtidas para o pogo de
potencial (0 = -1) e para a barreira de potencial (0 = +1),
unidas pelos lados A = -1, no caso do pogo, com A = +1, no
caso da barreira. Como mostra a figura, estas curvas nos
| dois lados tendem a um valor comum na linha que une as
‘ | duas figuras. Algumas pequenas diferengas observadas en-
(——~ N ] tre elas nesta linha de separagdo sdo ocasionadas pelas
45 = O limitacdes numéricas do programa usado para obté-las. A
| ——— = explicagdo para esta fronteira em comum entre as duas
— N formas de caracteristicas distintas para V(x) estd mostrada
——— —— na Fig. 1. Para estes valores dos parimetros 6 e A nas duas
situacdes o potencial V(x) resultante € o mesmo: um degrau
de potencial de altura V.

5.0

=)

EWV,

4.0 — NN e e Uma observagﬁ() final a ser feita é que, ao contrario
' . das secdes anteriores, ndo desenvolvemos também nesta

5 | secdo um estudo da probabilidade de reflexdo no potencial
{ . geral V(x) tendo em vista que ele ndo seria necessdrio. A
; 5 condi¢@o da conservagdo da probabilidade de encontrar a
! | particula, traduzida pela Eq. (4), permite obter imediata-
| mente R(E) a partir do conhecimento da probabilidade de
A R R B . transmissdo T(E). Dessa forma, como R(E) = 1 - T(E), entdo
0.5 0.7 0.9 09 07 05 todas as caracteristicas relacionadas com o estudo numé-
A rico/gréfico de T(E) podem ser direcionadas ao seu comple-

Figura 6 - As curvas de nivel projetadas no plano E/V, x A para a ~ Me€Nto a unidade e assim aplicadas para R(E).
probabilidade de transmissdo 7" de um elétron por um poco de potencial

(0 =-1) e uma barreira de potencial (8 = +1) no caso em que V, =10 eV.

3.5

5. Conclusoes

De modo a tornar mais clara esta comparagao apresentamos Neste estudo nos apresentamos um potencial geral

na Fig. 6 as curvas de nivel projetadas no plano E/V, X A que engloba todos os potencials retangulares unidimen-
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sionais elementares, tais como: barreiras, pogos e degraus
de potencial. Nos usamos este potencial geral para estudar o
espalhamento de uma particula quantica e obtivemos as
suas probabilidades de reflexdo R e transmissdo 7 através
dele. Mostramos que com uma escolha conveniente dos
parametros deste potencial geral nossos resultados podem
fornecer as expressdes bem conhecidas para T'e R para cada
forma particular englobada por este potencial geral. Tendo
em vista o facil controle sobre o cardter assimétrico do
potencial geral em nossos resultados, fizemos um estudo
numérico dos efeitos da assimetria do potencial na trans-
missdo da particula. Nossas conclusdes neste caso sio que
no espalhamento de um elétron por uma barreira assimé-
trica, em geral, para uma dada energia acontece um aumen-
to na transmissdo conforme o parametro de assimetria que
caracteriza o potencial aumenta. Este comportamento da
transmissdo € invertido nas ressonancias de 7. No caso do
espalhamento de um elétron por um pogo assimétrico de
potencial, ao contrario do caso da barreira, observamos um
aumento na transmissao para todas as energias conforme o
parametro de assimetria do poco diminui. Tanto para a
barreira como para o pogo de potencial, este comporta-
mento da transmissdo pode ser visto como uma manifes-
tacdo da natureza ondulatéria do sistema.

Este estudo dos efeitos da assimetria do potencial
sobre a transmissdo de uma particula através dele pode ter
aplicacdes interessantes nas dreas das fisicas molecular,
atdmica e nuclear. Como de fato, poderiamos simular os
efeitos de canais acoplados em fisica nuclear usando uma
barreira de potencial assimétrica [14] e dessa forma estu-
dar, através de um modelo teérico muito simples, o espa-
lhamento na presenca de graus de liberdade internos. Como
uma outra aplicacdo, os nossos resultados poderiam tam-
bém ser usados como um guia para uma melhor compre-
ensdo das principais caracteristicas presentes nos processos
de tunelamento de particulas ligadas [15]. Pogos duplos de
potenciais assimétricos podem ser usados para modelar tais
sistemas cujo principal aspecto quantico estd relacionado a
indisponibilidade de todas as energias das particulas. Con-
tudo, aregido interna de um potencial quadrado assimétrico
com duplo minimo poderia ser simulado por uma barreira
retangular assimétrica. Tal estudo teria, por exemplo, apli-
cacdes muito interessantes em biofisica ao ser usado como
uma modelagem simples para proteinas. Nossos resultados
também poderiam ser usados na fisica do estado sélido
como um estudo introdutério sobre o tunelamento em se-
mi-condutores [16] uma vez que estes dispositivos, entdo
obtidos pela dopagem de certos materiais, poderiam tam-
bém ser simulados por potenciais assimétricos. Neste senti-
do o trabalho desenvolvido por B. Ricco e M. Ya Azbel
[17] sobre o tunelamento através dos estados do pogo cria-
do por uma barreira dupla e unidimensional de potencial
(tunelamento ressonante) pode ser visto como um degrau
de ligacdo entre o estudo simples e diddtico que apresen-
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tamos neste trabalho e estudos mais avancados direcio-
nados para esta drea da fisica. No trabalho citado acima os
autores fazem uma elegante discussdo dos fendmenos inte-
ressantes relacionados ao tunelamento quantico através de
uma barreira dupla de potencial (tais como captura de por-
tadores de carga, efeitos da simetria da barreira na resso-
nancia do tunelamento, tempo requerido para o completo
estabelecimento da ressonancia de tunelamento, efeitos da
temperatura na corrente produzida, condi¢des experimen-
tais requeridas para a otimizag@o da ressonancia de tunela-
mento através de estruturas com eletrodos semicondutores)
quando é considerada a agdo de um campo elétrico externo.
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