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O objetivo deste trabalho é mostrar como o uso de um software adequado permite resolver o problema do
efeito Kelvin de maneira simples em condutores cilindricos. Calculamos a forma de onda da corrente elétrica
para tensoes aplicadas nao senoidais, topico este de importancia em eletronica de alta freqiiéncia.

Palavras-chave: efeito Kelvin, onda nao senoidal.

The aim of this work is to show as the use of an adequate software allows us to solve the problem of the
Kelvin effect in a simple way for cylindrical conductors. We calculate the waveform of electrical current for
non-sinusoidal applied voltages, topic of great importance in high frequency electronics.
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1. Introdugao

Quando um condutor retilineo filiforme é percorrido
por uma corrente constante, esta se distribui uniforme-
mente na segdo transversal. O mesmo nao ocorre
quando a corrente € variavel no tempo, por exemplo, no
caso de uma corrente alternada senoidal de freqiiéncia
angular w. Este fenomeno recebe o nome de efeito peli-
cular ou efeito Kelvin. O efeito pelicular é funcao da
condutividade o e da permeabilidade magnética pu do
condutor, bem como da freqiiéncia angular w. Do ponto
de vista microscopico o efeito pelicular é funcao do livre
caminho médio [1] ¢, do “skin depth” 4 [2] e do tempo
de relaxacdo 7 = ¢/v do elétron no condutor, onde v
é a velocidade média quadratica devida ao movimento
térmico. Daf a seguinte classificagéo [3]:

A - Efeito pelicular cldssico f < § e { € v/w

B - Relaxagao v/w < £ < §

C - Efeito pelicular anémalo 6 < £ e § € v/w

D - Reflexdo anémala v/w < § < ¢

Este trabalho se atém ao efeito pelicular cldssico e
mostra como manusear as equagoes basicas de modo
a obter facilmente grandezas de interesse técnico tais
como: resisténcia efetiva, reatancia efetiva, diferenca
de fase entre corrente e tensao e forma de onda da cor-
rente para um fio retilineo de se¢@o transversal circular
uniforme, o qual é um dos raros casos que apresenta
solugao analitica simples.
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2. Desenvolvimento analitico

Para deduzir a distribuigdo de corrente no condutor fili-
forme, com secao transversal circular de raio a conforme
mostra a Fig. 1, algumas hipéteses simplificadoras de-
vem ser feitas: os campos elétrico e magnético variam
no tempo de modo que as condigoes do caso A sejam
validas; o condutor é homogéneo e ndao magnético, isto
é, 0 = const. e y = const.; o condutor é eletricamente
neutro, p = 0; vale a lei de Ohm J = o¢E; a corrente
de deslocamento 0D /0t é muito pequena quando com-
parada com a corrente de condugao J = ¢E; o compri-
mento | do condutor é muito maior que o raio a.
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Figura 1 - Geometria do condutor utilizado nos célculos.
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Nestas condigoes as equacoes de Maxwell se reduzem

a:
V.E—0, (1)
V.B=0, @)
0B
VXE——E, (3)
Vx H=1J. (4)

Tomando o rotacional das Egs. (3) e (4), e tendo
em vista as hipdteses acima, obtém-se:

OE
2
V°E = uo TR (5)
- OB
V’B = po—
oo (6)
- 0J
27
V*J = uo TR (7)

As Egs. (5), (6) e (7) s@o conhecidas como equagdo
de difus@o. Sé existem solugoes analiticas fechadas para
estas equagoes quando os condutores tém a forma de
placas ou cilindros com comprimento muito grande.
Para qualquer outra forma, sé podem ser resolvida nu-
mericamente.

Considere a Eq. (7) aplicada a um condutor cilin-
drico. Devido a simetria cilindrica do problema, e usan-
do coordenadas cilindricas (r, ¢, z), obtém-se:

1 g r@Jz(r, t)
ror or

Fazendo J,(r,t) = J,(r)exp(iwt) a Eq. (8) trans-
forma-se em

— uanza(;’ t). (8)

d?J,(r)  1dJ.(r) 9
dr? P T J:(r) =0, ©)
onde T? = —ipow e i é a unidade imagindria. A Eq. (9)

é uma equagao diferencial de Bessel, a qual tem como
solugao

J.(r) = AJy(Tr) + BYy(Tr), (10)

onde Jo(Tr) e Yo(T'r) sdo as funcgoes de Bessel de
primeira e segunda espécie, respectivamente e ordem
zero. A constante B deve ser igual a zero pois a cor-
rente € finita para r = 0. Desta forma a densidade de
corrente no condutor é expressa por

J.(r) = AJy(Tr), (11)

onde A é a densidade de corrente elétrica no eixo do
cilindro condutor.

Com um pouco de &dlgebra obtém-se a seguinte
equagdo para T = (1 —14)/d, onde § = \/2/pow é co-
nhecido como “skin depth”. Como o argumento de Jy
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é complexo a Eq. (11) transforma-se nas conhecidas
fungoes de Kelvin.

Com o auxilio da lei de Ohm e da equacao de
Maxwell (3) calcula-se facilmente o campo elétrico
E = E.Z, o campo magnético H = H,¢ e a corrente
elétrica I que flui pelo condutor obtendo-se, respectiva-
mente,

E.(r) = Zrn), (12)

Hy(r) = %Jl(Tr), (13)
2maA

1= 25 n(Ta), (14)

onde Ji(Ta) é a fungdo de Bessel de primeira espécie e
ordem um.

Usando o teorema de Poynting-Oumov é possivel
calcular a impedancia efetiva do cilindro condutor de
comprimento unitario com auxilio da equacao abaixo
[4]:

P E x H* - qdS

Z = 12 ) (15)
obtendo-se para Z = R +iX a equagao:
Tady(Ta)
Z=Ry———7" 16
0 2]1 (TCL) ) ( )

onde Ry = 1/ma?0 é a resisténcia elétrica para corrente
constante, R é a resisténcia efetiva e X a reatancia efe-
tiva do condutor.

Considera-se agora o caso em que o campo apli-
cado é periédico mas nao senoidal, representado por

o0

uma série de Fourier do tipo V(¢) = Y V,, exp(inwt).
Para resolver este problema sup()e—sg tim circuito li-
near de modo a ser possivel utilizar o principio de su-
perposicao [5]. Um circuito para gerar a tensdo re-
presentada por uma série de Fourier pode ser com-
posto de diversas fontes de tensao ligadas em série.
Sendo que cada fonte deve gerar uma componente com
amplitude V,, e freqiiéncia nw. Na Fig. 2 a carga
deve ser um circuito com comportamento linear onde a
relagdo Z, = V,(nw)/I(nw) é vélida, conforme repre-
sentacao esquematica deste. Nestas condigoes a den-
sidade de corrente pode ser escrita como: J,(r,t) =

[e.°]
> Jn(r) exp(inwt). Substituindo este valor na Eq. (7)
n=1

obtém-se uma equagao diferencial de Bessel similar a
(9), cuja solugdo é a seguinte:

Jn(T) = AOnJO(TnT)y (17)

onde T? = —iponw, Ag, é a amplitude da densidade
de corrente para a freqiiéncia nw no eixo do cilindro
e Jo(T,r) é a funcao de Bessel de primeira espécie e
ordem zero.
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Figura 2 - Esquema do circuito linear sendo alimentado por di-
versas fontes de tensdo senoidal com freqiiéncias multiplas de w
e diferentes amplitudes.
A impedancia unitaria para a componente de
freqiiéncia nw é dada pela equacao:
R()T a JQ Tha
7z, = 0nd (7”7 (18)
2 J1 (Tna)
onde Ji(T,a) é a fun¢do de Bessel de primeira espécie
e ordem um, T,, =1 —1i/d, e 6, = \/i/.//wnw.

A corrente elétrica total seréd dada pela equagao

=3 % explitnwt — on).  (19)

onde Z,, = |Z,| exp(ipy).

Para o cédlculo da corrente elétrica deve-se acres-
centar a indutancia externa a impedancia dada pela
Eq. (18). A equagdo da induténcia externa é expressa
por [6,7]

L=

14+ V2L a2
5 %) — VP2 +a?+a4], (20)
™

onde [ é o comprimento do condutor e a é o seu raio.

3. Resultados numéricos

Para exemplificar numericamente as equagbes acima,
usamos o Sl e vamos tomar um fio de cobre de com-
primento [ = 1 m, com didmetro 2¢ = 3 mm e condu-
tividade elétrica de o = 5.71 x 107 S/m. Para efetuar
os calculos utilizou-se o software Mathematica, o que
torna a tarefa extremamente simples. Para um con-
dutor de cobre sabe-se que o numero de elétrons por

585

unidade de volume vale n = 8.45x 108 eletrons/m?, e a
velocidade de Fermi vale v = 1.57 x 10° m/s. Com estes
dados pode-se estimar o tempo de colisdo 7 = ma /ne?,
onde m é a massa do elétron, e e é a carga eletronica,
e o livre caminho médio ¢ = Tv. Estes valores sdo, res-
pectivamente, 7 = 2.39 x 107* s e £ = 3.76 x 10~% m.
Desta forma verifica-se que a hipétese A é valida para
freqiiéncias de até aproximadamente 1 GHz.

A Fig. 3 mostra um grafico da corrente e da tensao
elétrica para uma onda senoidal de freqiiéncia 10 kHz
e a Fig. 4 mostra a resisténcia efetiva e a reatancia
interna efetiva como fungio de a/d calculada com a
Eq. (16).
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Figura 3 - Evolucao no tempo da tensao com amplitude unitaria e
corrente (curva em trago largo) em um condutor filiforme retilineo
de um metro de comprimento e diametro 3 mm. Para o célculo
da impedéancia foi levada em consideragao a indutancia externa
do fio. A corrente elétrica é expressa em kA.
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Figura 4 - Variacdo da resisténcia e da reatancia interna efetiva
do condutor como funcao da razao entre o raio do fio e o “skin
depth” §. Escolheu-se Rgp =1 Q.

A Fig. 5 mostra uma onda quadrada de tensao
com amplitude unitdria, representada por sua série de
Fourier, a qual é dada pela equagao

4 i Sin[(2n + 1)wt] .

21
2n+1 (21)
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Figura 5 - Representagdo de uma onda quadrada de tensdo com
amplitude unitéria e freqiiéncia fundamental f = 100 Hz.
Usando a impedéancia fornecida pela Eq. (18)
acrescida da reatancia externa iwL calcula-se a cor-
rente elétrica total no circuito, suposto linear. A Fig. 6
mostra a variacao da corrente no tempo para uma
freqiiéncia fundamental de 100 Hz. A forma da onda de
corrente e da tensdo sd@o muito semelhantes. A Fig. 7
mostra a variagdo da corrente quando a freqiiéncia
fundamental é de 10 kHz, onde nota-se uma drastica
diferenga com o caso anterior. Chama-se atengao para
o fato de que os cédlculos tornam-se extremamente faceis
com o uso de certos softwares que permitem o uso de
argumentos complexos para as funcoes de Bessel.
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Figura 6 - Forma de onda da corrente em reposta a uma onda
quadrada de tensdo com freqiiéncia fundamental igual a 100 Hz.
Para o cédlculo da impedancia foi levada em consideragao a in-
dutancia externa.

4. Conclusao

Conforme pudemos constatar, o uso de softwares que
permitem a entrada de argumentos complexos nas
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fungoes de Bessel tornam extremamente fécil o estudo
do efeito pelicular tanto no que se refere ao céalculo
da resisténcia e reatancia efetiva bem como na cor-
rente elétrica. Este mecanismo dispensa o céalculo
explicito das fungdes de Kelvin. Ondas periddicas nao-
senoidais sao aplicadas em diversas areas da engenharia
tais como telecomunicagoes, radio, controle automatico,
computacgao, processamento de dados, etc. Deve-se
mencionar também como curioso a mudanga da forma
de onda da corrente, especialmente em altas freqiiéncias
0 que é de suma importancia na eletronica.
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Figura 7 - Forma de onda da corrente em resposta a uma onda de
tensado quadrada de freqiiéncia fundamental igual a 10 kHz. Para
o célculo da impedancia foi levada em consideragao a indutancia
externa.
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