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Nesse trabalho apresenta-se um estudo de solu¢ées numéricas para o problema de capacitores cilindricos fini-
tos em eletrostdtica, a partir da integracdo da equacdo de Poisson utilizando um esquema de diferencas finitas.
Solugdes sao obtidas pelo método da relaxagao sucessiva. O problema ilustra o tratamento numérico na obtencao
de solugoes eletrostéaticas em problemas diferentes dos encontrados em livros-texto. Para o problema em questao,
diversas quantidades de interesse (distribuicao de cargas, capacitancia, energia do campo eletrostético, forga)

podem ser comparadas com o caso analitico infinito.

Palavras-chave: capacitancia, campo elétrico, diferencas finitas.

In this work we present a study of numerical solutions for finite cylindrical capacitors based on the integration
of Poisson equation using a finite difference scheme. Solutions are obtained by successive over relaxation (SOR).
The problem illustrates the numerical treatment involved in the solution of problems not found in textbooks.
Several interesting quantities (charge distribution, capacitance, electric field energy, force) may be compared to

analytical results for the infinite capacitor.

Keywords: capacitance, electric field, finite differences.

1. Introducao

E bem conhecida a relagao que fornece a capacitancia
para estruturas metalicas infinitas de forma cilindrica
com comprimento L, Ref. [1],

L
() W

onde R., e R;, sdo os raios externos e internos das
armaduras, respectivamente, e g9 é a permissividade
elétrica do vacuo que, por simplicidade, serd admitido
0 meio que permeia as armaduras. A capacitancia,
diz-se, é um parametro que s6 depende da disposicao
geométrica das estruturas do capacitor. A relagao
acima pode ser obtida admitindo-se uma distribuigao
de cargas uniforme sobre a superficie das armaduras -
o que é bem plausivel para cilindros infinitos - que é uti-
lizada para calcular a diferenca de potencial AV entre
elas. A partir disso, utiliza-se diretamente a defini¢ao
de capacitancia

C = 27’(60

Q
= Ev (2)

com (Q a carga envolvida. Entretanto, tal relacdo nao
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leva em conta efeitos de borda que se acentuam quando
o comprimento L é da mesma ordem dos raios dos cilin-
dros. Isso pode ser visto facilmente supondo a mesma
diferenca de potencial entre as armaduras e diminuindo
o comprimento L. A densidade de cargas resultante nao
pode permanecer a mesma, tornando-se nao uniforme.

Nosso objetivo aqui é determinar uma solugao
numérica para a capacitancia que dependa do compri-
mento L dos capacitores cilindricos de forma “exata”,
isto é, cujo erro seja fungdo somente da aproximacao
numérica utilizada para calcular a solugao, e nao de
uma aproximagao baseada em um limite analitico. Po-
demos ter alguma idéia sobre o efeito dos campos nas
bordas a partir de graficos que mostrem a concentracao
de linhas de campo nas bordas das armaduras: este
é o local onde a maior parte das cargas vai se loca-
lizar. Trata-se, portanto, de um problema paradoxal
uma vez que a maior parte das cargas nos casos de cilin-
dros “curtos” esta envolvida justamente na distribuicao
de campo que se despreza no caso ideal infinito. Com
isso, nosso objetivo é ilustrar ao estudante de fisica e
engenharia o processo de modelagem computacional de
uma estrutura real a partir de um método de integracao
numérica para um problema simples.
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2. Geometria do problema

A Fig. 1 ilustra a geometria do problema do capacitor
cilindrico. Duas cascas cilindricas concéntricas (arma-
duras) de raio Re, € Rip (Rex > Rin) tém compri-
mentos L., e L;,, e sdo submetidas a uma diferencga
de potencial elétrico V., — V;,,. Em principio, fixa-
mos a posigao do cilindro interno (o ponto médio coin-
cide com a origem) e os cilindros s@o completamente
concéntricos. Podemos considerar ou nao tampas nas
extremidades do cilindro, fato que se manipula facil-
mente de forma numérica na definicdo das condicoes
de fronteira da equag@o para o potencial. Para obter
0s potenciais e campo elétrico no interior do capaci-
tor (admitindo a presenga de tampas) é necessério inte-
grar a equagao de Laplace (equagdo diferencial parcial
eliptica) para o potencial U, Ref. [2], dada por

V32U =0, (3)

sujeita a condicoes de fronteira especificas. No caso
presente estas sao condigoes de potenciais fixos nas ar-
maduras. Em coordenadas cilindricas, a equagao acima
se escreve como

0?U 10U 10°U 0°U B

o7 0oy T ReE T o T
onde ¢ é a coordenada azimutal (p é a coordenada ra-
dial e pode ser visto na Fig. 1). Uma vez que sobre
as armaduras o potencial é constante e nao depende
de ¢, nao existe dependéncia alguma com a varidvel do
angulo azimutal, isto é

0, (4)

U=Ulp.2). (5)

Um esquema de separacao de varidveis é possivel,
[2]. As soluges em z envolvem somas de termos expo-
nenciais (os potenciais diminuem exponencialmente em
z) enquanto que o comportamento radial envolve soma
de fungoes de Bessel. De maneira alguma o problema
da Fig. 1 resulta em uma solu¢ao com forma analitica-
mente fechada.

3. Relacao a diferengas finitas para a
equacao de Laplace

3.1. Condigoes de fronteira

Nossa tarefa é encontrar uma solugao numeérica para a
equacao

PU 1o pU_
op2  pdp 022

que seja flexivel, admitindo variagoes arbitrarias nas
condicoes de contorno. Uma vez determinado o po-
tencial para todos os pontos do espago, diversas quan-
tidades de interesse podem ser calculadas facilmente.

(6)
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Um esquema conhecido de aproximacao numérica en-
volve o uso de diferencas finitas para todos os pontos
do espago onde uma solugao seja procurada. Para isso,
discretiza-se o espago (Fig. 2) por meio de uma malha
de N x M pontos, onde N e M sao numeros inteiros
muito maiores que 1. Tal discretizacao leva em conta
a reducgao progressiva do erro numérico a medida que a
“granulagao” da malha diminua (o que corresponde ao
limite N — oo, M — o).
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Figura 1 - Geometria do capacitor cilindrico finito.
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Figura 2 - Ilustragdo da malha para solugao por diferencgas finitas
do potencial e condig¢bes de contorno.
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As dimensoes espaciais agora sdo parametrizadas
por um conjunto de nimeros inteiros (i,k) de forma
que

p—il, ie{0,N}, o
2> kA., ke{0,M},

como mostra a Fig. 2. Como admitimos simetria na
disposi¢ao dos cilindros nao é necessaria uma rede para
todo o espaco da Fig. 1, a dependéncia de ¢ foi elimi-
nada (porque néo existe) e a malha estd definida apenas
para o quadrante superior (z >0, p > 0). Nesse con-
texto, aproximagoes de diferencas finitas para as de-
rivadas de primeira e segunda ordem que aparecem na
Eq. (6) podem ser escritas como

U Uipr —Ui—1x

— = AN
ap 2Ap +O( p)?
U U1 —2Uip + Ui i
~ 5 5 > o) A2
82p2 A,% +0( p)7 (8)
U Uipy1 —2Uik + Uik—1
~ s 5 5 A2
0 z2 Ag + O( z)7

onde se escreve explicitamente que o erro é da ordem
A? em p ou z. Outras aproximacoes para as derivadas
existem com maior ou menor erro. Entretanto, nosso
tratamento se limitara as aproximacgoes de ordem 2 em
A. Podemos entao escrever a versao em diferencas fini-
tas para a equacao de Laplace (6)

Uik (1+ Qi%) + Uiz—l,k (1-5)—
A A
2U; i, (1 + A—S) +af (Uik+1 +Uik—1) =0, 9)
1<i<N -1,
1<k<M-1.

O potencial para todos os pontos discretos do espago
deve obedecer a um vinculo entre vizinhos dados pela
Eq. (9). O potencial ainda tem valores bem determina-
dos em dados pontos na malha, que sao as condicoes de
potencial impostas. Além disso, a simetria imposta pelo
arranjo da Fig. 1 implica na existéncia de condicoes de
contorno sobre as derivadas do potencial em certos pon-
tos. Existem dois tipos de condigoes de fronteira:

Condi¢do de von Neumann: vinculos de derivadas
de potencial fixas sobre determinados pontos da malha;

Condicao de Dirichlet: vinculos de potencial fixo
sobre determinados pontos da malha.

Para a condicao de Dirichlet, de acordo com a Fig. 2,
existem dois inteiros I; e Ny, tais que

Uri=Vin, 0<Ek<K, (10)
Unk =Vez, 0<Ek<N,
I e K sao numeros inteiros tais que
K~ 2Linz ,
Ry, (11)
I~ A, .
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Pode-se tomar tais nimeros como determinados pe-
los inteiros mais préximos, resultado da razao descrita
na Eq. (11). Para capacitores com tampas fechadas,
devemos ainda impor

DT sy (12)
(Ji,M:‘/eaxc7 0<i<N.
Para as condigoes de von Neumann, impomos
Upk=Urp, K+1<k<M-—1, (13)
Uo=U1, I+1<i<N-L

A segunda condigao é necessaria por causa da si-
metria em z (a dependéncia de todo potencial com z
é uma fungdo par por causa do arranjo dos cilindros).
O mesmo vale para a primeira Eq. (13) que representa
simetria cilindrica.

4. Resolvendo a equacgao

O problema se resolve encontrando os valores do poten-
cial U que satisfacam a Eq. (9). Para tanto, fazemos
uso do método das relaxacoes sucessivas, [3]. De acordo
com esse método, um chute inicial para o potencial U é
definido e, por iteragoes sucessivas, valores novos para
a iteragao (n + 1) do campo sao atualizados conforme
a iteragao (n) via

vt = ol +wRs), (14)

onde

Rs\") = Upirye (1+ &) +
A2
Ui (1= %) =20k (14 35)+  (15)
A‘Z
N Uik+1 +Uig-1),

é o residuo da (n)-ésima iteragao. Nesta equagdo w é um
parametro de convergéncia entre 1 e 2. A convergéncia
deve ser ajustada testando-se valores de w nesse inter-
valo. A convergéncia significa que

(n)
ik

n—oo Rs;;/ — 0,
.

para todo (i, k) no dominio da solugdo procurada, ver
Eq. (9). Como chute inicial para U podemos utilizar
a média dos potenciais, admitindo o mesmo para todos
0s pontos

V. |

pERCs (16)

A principal vantagem do método das relaxacoes su-
cessivas é a simplicidade de implementacao de cédigo.
Uma desvantagem é a velocidade de convergéncia, o
método pode ser lento dependendo do problema a ser
resolvido e do parametro de convergéncia w escolhido.
A Fig. 3 traz um fluxograma para um cédigo geral
para resolver o problema. Inicialmente, sao estabele-
cidas as condigoes de contorno fixas que excluem os
pontos da malha para os quais o potencial é procurado.
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Um loop principal atualiza o campo escalar U segundo
a Eq. (15) onde também sao incluidas as condicoes de
von Neumann e Dirichlet dadas pelas Egs. (10) e (13).
Uma condigdo de parada sobre o residuo, Eq. (15), é
estabelecida

max ‘RE?’ <e. (17)

Lé geometria

Lé potenciais (fronteira)

Y

L¢é parimetros da malha

Gera malha

Y

Impde condigdes de Neumann

Impde condi¢des de Dirichlet

}

A Cilcula residuo (resmax)

If resmax < prec

*s

Escreve solucao

Figura 3 - Fluxograma esquematico do c6digo minimo para re-
solver o problema do capacitor.

Se o maior valor encontrado na malha para o residuo
for menos que um numero € < 1, entao a iteragao é ter-
minada.

5. Implementagao de cédigo

Verifica-se que a convergéncia é conseguida se

A, =A,, (18)
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o que simplifica a equagado do residuo (15). Para gerar
a malha, admitimos que existem N, pontos ao longo do
eixo p, com os quais podemos calcular a densidade de
malha

Rext

A= .
Ny
A partir disso, determinamos o nimero de pontos

ao longo de z por

Lemt
2A

Os nimeros K e I sdo calculados pelas Egs. (11)
levando em consideragdo a Eq. (18). Um fluxograma
para o algoritmo de calculo da solucao de potencial é
mostrado na Fig. 3.

Os dados iniciais para a geometria dos cilindros,
potenciais aplicados em cada armadura e varidveis
da malha sao lidos inicialmente a partir de fungoes
Unicas designadas para isso. O Apéndice traz a im-
plementagao de um cédigo minimo em C++ (que pode
ser gerado por compiladores gratuitos tanto em Win-
dows como Unix, Ref. [4]) onde criamos duas estrutu-
ras especificas em defs.h, o arquivo de cabegalho que
contém também os prototipos das fungoes. Duas novas
classes, MALHA e CILINDRO sao criadas para facilitar
a troca de parametros (evitando-se assim a declaragao
de fungbes com longas listas de parametros de entrada).
O potencial é uma matriz de nimeros criada utilizando
o template <vector> na forma

N, =

vector < vector <double >> U;

Utilizando a fungao resize(), é possivel criar dina-
micamente memoria e todas as tarefas de criacao de
fungoes construtoras e destrutoras ficam a cargo do
template.

E importante impor as condigoes de fronteira so-
bre potenciais das armaduras fora de um lago princi-
pal para convergéncia da solugao SOR. As condicoes de
fronteira estao assim em lugares separados no cédigo
(ver funcao GeraMalha() e SORLaplace(), membras de
CILINDRO). O “miolo” onde se procura a solugdo é
soma das duas regides A e B mostradas na Fig. 2.
O método de super-relaxagdo é aplicado nesta regiao
obedecendo as condicoes de Dirichlet para as deriva-
das. Nessa parte, é também calculado o maior residuo
encontrado no miolo que é entao utilizado subseqiiente-
mente para terminar a finalizagao do processo iterativo,
caso ele seja menor que a precisao inicialmente reque-
rida. Para outras geometrias (por exemplo, simulagao
de dois cilindros coaxiais internos) deve-se modificar o
c6digo das condigoes de Neumann e Dirichlet nessas
subrotinas. A equacdo de Laplace (9) entra através
da funcdo CalculaResiduo() que calcula o residuo, ji le-
vando em consideracao a densidade isotrépica de malha
(18):
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double CILINDRO::CalculaResiduo

(int i, int k) {
double gm = 1. + .5 / (double)ij;
double gn = 1. - .5/ (double)i;
return U[i+1] [k]*gm + U[i-1] [k]*gn
- 4.xU[i] [k] + U[i] [k+1] + U[i] [k-1];

A fungao EscreveU() escreve a solucao no arquivo
externo “U.dat”. Como dissemos, esse é um cddigo
minimo a partir do qual podemos obter o campo elétrico
e calcular quantidades tais como a densidade de carga,
a carga total no cilindro interno, a densidade de energia
elétrica etc.

6. Algumas solugoes e calculo de quan-
tidades elétricas

Utilizando as estruturas do cédigo fornecido no
apéndice, podemos resolver o problema através das se-
guintes chamadas na funcao principal:

CILINDRO ex;
ex.LeGeometria(5.,10.,10.,20.);
ex.LePotenciais(10.,0.0);
ex.Grid.LeParametrosDaMalha(50,1.e-5);
ex.GeraMalha();

ex.S0RLaplace(1.5);

Um objeto da classe CILINDRO é gerado com raios
interno e externo 5,0 cm e 10,0 cm, respectivamente,
e comprimento interno e externo 10,0 cm e 20,0 cm,
respectivamente. Nessas chamadas a unidade nao esta
explicitada. No célculo de campo final é que o usuério
deve definir a unidade especifica (o mesmo vale para os
potenciais). Os potenciais interno e externo sio iguais
a 10,0 V e 0,0 V respectivamente. Os parametros da
malha sdo estabelecidos por LeParametrosDaMalha() e
iguais a 50 pontos ao longo de p com tolerancia minima
de solucdo igual a 107%. A solucdo é obtida gerando
uma malha para os dados fornecidos e invocando a
funcdo SORLaplace() com pardmetro w de relaxagao
igual a 1,5.

A solucdo obtida é mostrada na forma de equipo-
tenciais (ndo numeradas) desde o potencial interno (em
branco, equivalente a 10 V) até a armadura externa
(em preto, equivalente a 0 V) na Fig. 4. Essas curvas
permitem imediatamente o calculo do campo elétrico
através da relagao

(19)

oU 10U oU
Op ' pdp 0z )"

E:—VU:( — =

Obviamente nao ha campo na diregao ¢. Para obter
o campo elétrico utilizamos as derivadas numéricas
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U Uip1p—Ui—1x
- g LR LR A2
(20)

U Uipp1— U1
— T T A?).
0z A +0(4%)

Para a solucao de potencial mostrada na Fig. 4,
uma, superficie com o médulo do campo elétrico pode
ser construida, que é mostrada na Fig. 5.

Figura 4 - Equipotenciais para os cilindros. O potencial da ar-
madura interna (branco) é 10 V, a armadura externa aterrada (0
V - preto). O quadrado interno s6 delimita a geometria.

E(V/em)

Figura 5 - Superficie 3D para o médulo do campo elétrico. Obvia-
mente, o campo este é nulo no interior do cilindro interno.

Notemos a alta concentracao de campo (e7 portanto,
carga elétrica) no canto do cilindro interno (Fig. 6)
onde hé descontinuidade (por causa da geometria) entre
a tampa e a superficie. Esse é o famoso “efeito das pon-
tas” provocado pela repulsao de cargas de mesmo sinal.
Notemos ainda que o campo elétrico é quase constante
entre as tampas dos cilindros (superficies planas), en-
quanto que cai ao longo de p. Obviamente, o campo
elétrico é nulo no interior do cilindro interno.

A densidade de cargas pode ser calculada a partir
do campo elétrico e utilizando a lei de Gauss

ﬁE-ds:Q, (21)
€0
b
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Figura 6 - Grafico vetorial do campo elétrico (zoom) mostrando
o efeito das pontas nas proximidades da juncdo da tampa com o
lado do cilindro interno.

onde escolhemos uma superficie como na Fig. 7. Nessa
situagao, considerando o cilindro interno, o campo
elétrico é quase constante sobre a superficie (exceto nas
proximidades da tampa que, como vimos existe uma
descontinuidades na derivada do campo). A integral
(21) aplicada sobre a caixa com dimensdo em p ten-
dendo a zero torna-se

o = SQE . 7A7J, (22)

ou seja, a densidade de cargas é diretamente propor-
cional & componente normal do campo elétrico. Na
Fig. 8 é exibida a densidade de carga calculada a
partir das normais para o lado do cilindro interno e
um raio da tampa para a tensao previamente estabele-
cida. No canto (encontro do lado com a tampa) existe
uma descontinuidade por causa da discretizacao da rede
utilizada. Obviamente, nao existem “gaps” de carga
no cilindro. Por método semelhante podemos encon-
trar a densidade de carga no cilindro interno. Nota-
mos que, ao longo da tampa, ha uma regiao de dis-
tribuigdo de carga aproximadamente constante (desde
0 até ~ 1,5 cm). A configuragdo geométrica entre as
tampas gera um “capacitor de placas paralelas” onde a
distribuicao de cargas é bastante uniforme.

Para calcular a capacitancia e avaliar a influéncia
do campo nas bordas como fun¢ao do tamanho dos ci-
lindros é preciso avaliar a integral (21) que d4 a carga
total nos cilindros. Sé precisamos calcular a carga total
no cilindro interno e, a partir da relagao (2) calculamos
a capacitancia. Em livros-texto que explicam a lei de
Gauss [1], o mais simples é assumir uma densidade de
carga elétrica uniforme no cilindro (infinito) interno e
calcular a diferenca de potencial. Desprezando efeitos
das bordas, o campo elétrico é totalmente normal ao
lado do cilindro interno, isto é radial, e igual a

E=-2, (23)
EoTr
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Figura 7 - Superficie ¥ para integracao utilizando a lei de Gauss
e obtenc¢ao da densidade de carga o sobre uma armadura.

2

o (nC/m~)

1.5 3.0 4.5 6.0

Figura 8 - Densidade de carga ao longo do lado do cilindro e ao
longo de um raio da tampa.

Calculando-se a diferenga de potencial e inserindo
os resultados na Eq. (2) chega-se a capacitancia na
Eq. (1) para o comprimento L. No caso presente, a
carga total é desconhecida enquanto que o potencial é
dado. A carga total no cilindro interno é proporcional
a area sob a curva na Fig. 7, ou mais exatamente

Lint/2
op(2)dz| x 2

Rint
Q=27 / o(p)pdp + Rmt/
0 0

(24)
onde og; e oy, sao as densidades de carga na tampa e
nos lados respectivamente. A multiplicagao por 2 vem
do fato que o termo entre parénteses sé fornece a carga
em metade do cilindro interno.

Nao é possivel obter a Eq. (1) a partir da Eq. (24)
por nenhum processo limite uma vez que no célculo da
Eq. (1) nao existem tampas (os cilindros sdo infini-
tos). Isso se vé claramente na Eq. (1) desde que, se a
razdo Re,/R;, for mantida constante, a capacitincia
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é a mesma. Podemos, entretanto, calcular as capa-
citancias para as duas relacoes como fungao do compri-
mento externo (assumindo que Le; — L;;, é uma cons-
tante). Se fizermos R, = 10 cm, R;p, =5 cm, Loy — Lipn
=1 cm o grafico da Fig. 9 fornece as capacitancias cal-
culadas pela Eq. (1) e pela Eq. (24) como fungdo de
L. O mesmo grafico contem o caso Re; = 2 cm, R;,
= 1 cm. A curva cheia representa o resultado para a
capacitancia do caso infinito. Vemos que, para cada
valor de raio, em apenas um valor de L, o resultado
coincide com o caso infinito, e que ha uma grande de-
pendéncia (como se espera no caso finito) com o ta-
manho dos raios. Como o caso simulado tem tampa, é
natural esperar esse tipo de dependéncia.

80 r

Ree = 10em
R

o
R.,=2cm
S5cm R, =1cm

in

Capacitancia (pl)

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
L (m)

Figura 9 - Curva de capacitancia como fun¢do do comprimento
maior (o menor é inferior em 1 cm) calculada numericamente
para a mesma razao entre raios. O caso do capacitor infinito
é “degenerado” para essa razdo. Para qualquer configuragido de
raio interno e externo, existe um ponto em que a capacitancia
coincide com o valor dado pelo modelo infinito.

7. Discussao final

Apresentamos aqui alguns resultados numéricos, junta-
mente com um cddigo minimo, que permite determinar
vérias quantidades elétricas no sistema de capacitores
cilindricos finitos. O algoritmo permite determinar a
distribui¢do de potencial elétrico entre as armaduras
e a partir dela o aluno interessado pode calcular di-
versas outras quantidades tais como o campo elétrico,
a distribuicao de carga elétrica, energia elétrica etc.
Outras quantidades derivadas dessas primitivas podem
igualmente ser determinadas. De posse de um software
grafico, o aluno pode também examinar a caracteristica
das solucoes obtidas, bem como modificar o algoritmo
utilizado para outras geometrias. Por exemplo, o caso
de cilindros concéntricos mas serem iguais pode ser fa-
cilmente tratado com esse mesmo algoritmo através de
algumas modificagoes simples. J4 o caso excéntrico ne-
cessita de modificagoes maiores uma vez que a simetria
cilindrica é perdida.

Pretendemos aqui ilustrar o processo de trata-
mento numérico de casos reais, livres de aproximagoes
analiticas ou outras simplificagoes. No estado atual de

247

desenvolvimento de recursos de computagao numérica
e diante da possibilidade de se utilizar softwares gra-
tuitos para exibicao de resultados graficos, o tempo
gasto na busca de uma solugdo numeérica mais geral é
bastante compensador se comparada aos esforgcos que
muitas vezes se fazem na tentativa de obtencao de
solugbes analiticas, ainda que aproximadas. As solucoes
numéricas podem ilustrar vividamente também casos li-
mites para os quais solugoes analiticas sejam disponiveis
ou demonstrar a limitagao dessas ultimas quando existe
alguma quebra de simetria. Por meio desse exemplo
particular de diferengas finitas, outras questoes nao
abordadas no texto podem ser tratadas, tais como a
otimizacao da memoria disponivel para armazenamento
de solucoes, as taxas de convergéncia da solugao como
funcao da quantidade de memdria disponivel e veloci-
dade do processador e outras questoes de interesse em
fisica computacional.

Apéndice

Cédigo em C++ que implementa solugao para equagao
de Laplace para o problema do capacitor cilindrico fi-
nito - modelo com tampas.

defs.h (Protétipo de fungdes em definigao de classe::)

#include <math.h>

#include <stdio.h>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

#define Pi 3.14159265358979323846e0

struct MALHA{
int Ngrid; //numero de pt.s ao longo de rho
double prec; // tolerdncia de calculo
// (determina saida do cdédigo)
int Nrho, Nz; //numero de pontos em rho e em z
double del; //dens. radial e vert. da malha
int K,I; // Nimeros K e I (ver egs. 10)
void LeParametrosDaMalha
(int NN, double precisao);

};

//dimensdes do cilindro

struct CILINDRO {
double Rext, Rint; // raio ext. e int.
double Lext, Lint; // comprimentos ext.
double Vext, Vint; //Potenciais ext. e int.
MALHA Grid;
vector <vector <double>> U; //campo de pot.
void LePotenciais(double V1, double V2);
void LeGeometria (double R1, double R2,

double L1, double L2);

void GeraMalha(); //Gera malha para o pot. e

e int.



248

// aplica condigdes de fronteira fixas
double CalculaResiduo(int i, int k);
void SORLaplace(double w);

// w paradm. de relax.

// de acordo com o potencial

void EscreveU();

Subs.cpp (fungées membras de MALHA e CILIN-
DRO)::

#include "defs.h"

//Le pardmetros externos da malha
//N numero de pontos na malha
//prec :: precisfo esperada para o cdlculo
// da solugio
void MALHA: :LeParametrosDaMalha (int NN,
double precisao) A
Ngrid=NN;
prec=precisao;

}

//Le parémetros externos (potenciais)
void CILINDRO::LePotenciais
(double V1, double V2 ) {
Vext=V2;
Vint=V1;
}

//Le pardmetros geométricos do cilindro
//R1 é o raio interno
//R2 é o raio interno (R2 >R1)
//L é o comprimento (L>0)
void CILINDRO::LeGeometria (double R1,
double R2, double L1, double L2) {
Rint=R1;
Rext=R2;
Lint=L1;
Lext=L2;

void CILINDRO::GeraMalha() {
int k, i, I, K;
Grid.del = Rext/(double)Grid.Ngrid;
//Densidade da malha
//calculo de inteiros aproximados
//para dimensionamento da malha
Grid.Nrho = Grid.Ngrid;
Grid.Nz = (int) (Lext/(2.*Grid.del));
// aloca meméria para a matriz do
// campo de pot. na malha
U.resize(Grid.Nrho);
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for(i=0;i<Grid.Nrho;i++)

U[i] .resize(Grid.Nz);
//Condigdes de Neumann para o cilindro ext.
for(k=0;k<Grid.Nz;k++)

U[Grid.Nrho-1] [k]=Vext;
//Condigdes de Neumann para a tampa ext.
for(i=0;i<Grid.Nrho;i++)

U[i] [Grid.Nz-1]=Vext;
//Condigdes para o cilindro interno
//Primeiro calcula os numeros K e I
Grid.I=(int) (Rint/Grid.del);
Grid.K=(int) (Lint/(2.*Grid.del));
I=Grid.I;
K=Grid.K;
//condig8o de Neumann para o cilindro int.
for (k=0;k<=K;k++)

U[I] [k]=Vint;
//condigdo de Neumann para a tampa int.
for(i=0;i<=I;i++)

U[i] [K]=Vint;

//Gera vals. iniciais para o campo de pot.
// baseado nos potencias das armaduras
//regido A
for(i=0;i<=I;i++)

for (k=K+1;k<Grid.Nz-1;k++)

U[i] [k]=.5*(Vext+Vint) ;
//regido B
for(i=I+1;i<Grid.Nrho-1;i++)

for (k=0;k<Grid.Nz-1;k++)

U[i] [k]=.5%(Vext+Vint) ;
//regido interior ao cilindro int.
for(i=0;i<I;i++)

for (k=0;k<K;k++)

U[i] [k]=Vint;

}

//Calcula residuo da eq. de Laplace
// no ponto (i,k) da malha, Eq. (77)
double CILINDRO::CalculaResiduo
(int i, int k) {
double gm=1.+.5/(double)i;
double gn=1.-.5/(double)i;
return U[i+1] [k]*gm + U[i-1] [k]*gn-4.*U[i] [k]
+ U[i] [k+1] + U[i] [k-1];
}

void CILINDRO: :EscreveU() {
int i,k;
FILE *fp;
fp = fopen("U.dat", "w"); //open file to write
for(i=0;i<Grid.Nrho;i++) {
for(k=0;k<Grid.Nz;k++) {
fprintf (fp," %5.3f ",U[i][k]);
}
fprintf (fp,"\n");
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fclose(fp);
}

//Resolve a eq. de Laplace pelo método SOR
//res: variavel auxiliar para o residuo
//resmax: maximo residuo
void CILINDRO::SORLaplace(double w) {
int i,k;
double res, resmax;
do {
resmax=0. ;
// aplica condig8o de Dirichlet dU/dRho=0
// para simetria axial (Eq. 12)
for (k=Grid.K+1;k<Grid.Nz-1;k++)
Ul0] [k1=U[1] [k]1;
// aplica condigio de Dirichlet para
// fronteira dU/dz=0 (Eq. 12)
for(i=Grid.I+1;i<Grid.Nrho-1;i++)
U[i]1[01=U[il[1];
//Iteragdo para Regido A
for(i=1;i<=Grid.I;i++)
for(k=Grid.K+1;k<Grid.Nz-1;k++) {
res=CalculaResiduo(i,k);
Uli]l [xk]=U[i]l [k] + .25*w*res;
if (fabs(res)>resmax) resmax=fabs(res);
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//Iteragdo para Regifo B
for(i=Grid.I+1;i<Grid.Nrho-1;i++)
for(k=1;k<Grid.Nz-1;k++) {
res=CalculaResiduo(i,k);
U[i] [k]1=U[i] [k]+.25%w*res;
if (fabs(res)>resmax) resmax=fabs(res);
}
}
while (fabs(resmax)>Grid.prec);
cout << "Terminou..." << endl;
EscreveU();

}
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