Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 29, n. 2, p. 299-304, (2007)

www.sbfisica.org.br

A aproximacao de lente fina é sempre valida em experimentos para

determinacao de distancias focais?

(Is the thin-lens approzimation always valid in experiments for focal distance determination?)

N. Carlin!, E.M. Szanto!, F.O. Jorge!, F.A. Souza!, I.H. Bechtold? e W.A. Seale!

Instituto de Fisica, Universidade de Sdo Paulo, Sio Paulo, SP, Brasil
2 Departamento de Fisica, Universidade Federal de Santa Catarina, Floriandpolis, SC, Brasil
Recebido em 7/8/2006; Revisado em 5/2/2007; Aceito em 7/3/2007.

Neste trabalho é discutida a validade da aproximacao de lente fina em atividades experimentais que envol-
vem a determinagao de distancias focais. E utilizado o formalismo matricial para o estudo de trajetéria de raios
luminosos através de um sistema de lentes espessas, sendo introduzido o conceito de planos principais. Nesse
contexto, ¢ mostrado que para uma lente espessa tipica utilizada nos laboratérios didaticos do Instituto de Fisica

da USP, a aproximacgao de lente fina nao é adequada.
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In this work we discuss the validity of the thin-lens approximation in experiments for focal distance determi-
nation. We use the matrix formalism for the study of ray trajectories through a thick lens system and introduce
the concept of principal planes. It is shown that for a typical lens used in the undergraduate laboratory at the
University of Sdo Paulo Physics Institute, the thin lens approximation is not valid.
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1. Introducao

A aproximacao que permite considerar a propagacao da
luz como retilinea, simplifica tanto o estudo do compor-
tamento da luz, em certos casos, que compensa de sobra
imprecisoes que dela decorrem. O dominio da “6ptica
geométrica” é o conjunto de fendmenos para os quais
essa aproximagcao é valida e é aquela em que os efeitos
de difragao (ou da natureza ondulatéria da luz) podem
ser desprezados. Isso ocorre quando o comprimento de
onda da energia radiante é pequeno se comparado as
dimensoes fisicas do sistema éptico com o qual ela in-
terage.

Em outras palavras, a 6ptica geométrica é valida no
limite em que o comprimento de onda da luz tende a
zero. Além disso, ela permite a descricao da alteracao
controlada das frentes de onda pela interposicao de apa-
ratos que refletem e/ou refratam a luz, de uma maneira
bem mais simplificada, desde que seja possivel despre-
zar efeitos de interferéncia e difragao.

H& um formalismo interessante que permite resol-
ver o problema de tragar o caminho dos raios luminosos
através de uma lente ou sistemas de lentes. E o forma-
lismo que utiliza matrizes para prever o caminho de um
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raio luminoso através de um sistema éptico, obedecendo
& aproximacao paraxial, Refs. [1-3]. Esse formalismo é
particularmente 1til para sistemas de lentes em que a
resolucao analitica convencional fica muito trabalhosa.

Em experimentos didaticos para determinagao de
distancias focais de lentes, realiza-se normalmente
um conjunto de medidas de distancias objeto-lente e
imagem-lente, obtendo-se a distancia focal por meio
da relagdo de Gauss. No procedimento experimental,
as lentes, embora verdadeiramente espessas, sao trata-
das como finas, e as distancias sao em geral medidas a
partir do centro da lente. Neste trabalho pretendemos
testar sob que condigoes uma lente pode ser tratada
como lente fina. Para tanto serd necessario prever as
trajetérias dos raios luminosos ao atravessarem a lente
e verificar quando, dentro dos erros experimentais, é
possivel desprezar a espessura da mesma em experi-
mentos para determinacao de distancias focais. Nesse
sentido é introduzido o conceito de planos principais, a
partir do formalismo matricial para o estudo de lentes.
E estudado um caso particular de lente utilizada nos
laboratorios didaticos do Instituto de Fisica da USP,
para o qual a aproximacao de lente fina mostra-se ina-
dequada.
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2. Formalismo matricial para estudo de
lentes espessas

Antes da apresentacao de resultados experimentais,
descreveremos brevemente os principais conceitos que
nos ajudarao no estudo da validade da aproximagcao
de lente fina nos experimentos para determinacao de
distancias focais.

A lente é um dispositivo refrator, isto é, que re-
configura a distribuicao de energia que transmite, quer
se trate de ondas eletromagnéticas (visiveis, ultravio-
leta, infravermelho, microonda, radio), ou de ondas
mecanicas como as ondas sonoras.

O tipo de lente que se pretende estudar é construido
de tal maneira que tanto o ponto objeto (posi¢do do
objeto em relacdo & lente), como o ponto imagem
(posicao da imagem em relagao & lente), se encontram
fora do meio da lente. Vamos restringir nosso estudo
a lentes imersas no ar, cujo indice de refragao é con-
siderado igual a unidade. O valor tabelado ¢é igual a
ngr = 1,000293; a 1 atm e 0 °C, medida realizada com
luz de sédio A = 589,29 nm; [1].

Supondo que um raio de luz paraxial incida so-
bre um sistema Jptico, vamos caracteriza-lo por dois
parametros: a sua distancia r em relagao ao eixo 6ptico
do sistema e o angulo ¢ que ele perfaz com esse eixo.
O sistema dptico, qualquer que seja ele, terd um plano
de entrada e um plano de saida do raio de luz. Vamos
supor que os valores dos pardmetros 7 e ¢ nesses planos
sejam 11, Y1 € ro, (o respectivamente.

Na aproximacao paraxial ha uma relagao linear
entre esses parametros da forma

ro = Arq + B(pl, (1)

w2 =Cr1 4+ Dyy. (2)

ou usando a notagao matricial

(2)=(28)(2) o

lembrando que estamos usando o indice 1 para assinalar
a entrada e o indice 2 para a saida do raio luminoso.
A matriz da Eq. (3),

e(28)

¢é chamada de matriz de transferéncia do raio luminoso.

Essa matriz transforma o raio que incide no ponto
Py da lente, (ponto de entrada), no raio que emerge no
ponto Ps, (ponto de saida). Portanto a matriz é um
operador, ou seja, ela opera uma transformacao sobre
o raio luminoso.

Geralmente o determinante dessa matriz é igual a 1,
como conseqiiéncia do teorema de Liouville, [3]. Esse
teorema diz que a area do feixe luminoso (que vem do
objeto e vai definir a imagem) é conservada no espago
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de fase. No caso, o espago de fase do feixe é definido
pelas coordenadas (r,¢), ou seja, um espago bidimen-
sional cujos eixos sao a distancia r do eixo 6ptico ao
ponto onde o raio atinge a lente, e o angulo ¢, que é o
angulo que o raio faz com o eixo éptico da lente. Se a
area no espaco de fase é conservada, pode ser demons-
trado que o determinante da matriz de transferéncia,
M, é igual a 1. Essa caracteristica pode ser explorada
como um teste de consisténcia sempre que se cria uma
matriz de transferéncia. Uma condi¢ao necessdria (mas
nao suficiente) é que seu determinante seja igual a 1,
para que ela faca a transferéncia correta entre o raio
que entra e o raio que sai do sistema éptico.

A Fig. 1 mostra a trajetéria verdadeira de dois raios
luminosos provenientes de um objeto no caso de uma
lente espessa.
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Figura 1 - Diagrama ilustrando a propagacao de raios luminosos
através de uma lente espessa. As grandezas H1, H2, h1 e ha sdo
referenciadas no texto.

Nessa figura fica evidente a dificuldade em relagao
a medida das distancias focais e distancias da imagem
e do objeto em relacdo a lente. Na lente fina essas
distancias sao medidas em relagao ao plano que passa
pelo centro da lente, ou seja, estamos considerando que
as duas refracoes, uma em cada superficie da lente,
estdao ocorrendo num sé ponto que pertence ao plano
que passa pelo centro da lente. Se a lente é suficien-
temente fina, o erro que se estard cometendo nao é
muito significativo. Mas, para uma lente espessa, as
duas refragoes, na primeira e na segunda superficie po-
dem estar afastadas o suficiente uma da outra para nao
permitir que se considere que toda a refracdo ocorra
num ponto do plano central. O erro que se estaria co-
metendo seria inaceitével.

Por outro lado seria interessante poder adaptar os
conceitos que funcionam para a lente fina para o caso
de lentes espessas. Serd que é possivel continuar afir-
mando, como fizemos, que o raio que entra paralelo ao
eixo éptico emerge passando pelo foco?

Observando a Fig. 2 a seguir, podemos dizer que
essa afirmagao é correta se, ao invés de considerarmos
que essa mudanga de diregao ocorre no plano central,
dissermos que ela ocorre num ponto imaginario Hs que
é o ponto de intersecao dos prolongamentos do raio in-
cidente na primeira superficie e do raio emergente da
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segunda superficie. Esse ponto Hy pertence a um plano
imaginario que recebe o nome de plano principal da
lente e é perpendicular ao eixo éptico. Nota-se que
quanto mais espessa for a lente mais esse plano estara
afastado do plano central.

A mesma discussao se aplica para o raio que atinge
a lente passando pelo foco e que deve emergir paralelo
ao eixo optico. Na Fig. 2 vemos que essa afirmagao
pode continuar valida se considerarmos que a mudanca
total de direcao que o raio sofre ao atravessar a lente
vai ocorrer num ponto imaginario, que é a intersecao
dos prolongamentos do raio incidente na primeira su-
perficie e o raio emergente da segunda superficie. Esse
ponto é o ponto Hy que pertence a um outro plano ima-
gindrio que também recebe o nome de plano principal
da lente. Uma lente espessa tem, portanto, dois planos
principais.

H, [__[2
raio 1 (91 =0) :
. 7 G >
raio 2 7| (pli ) 1V§ 5|93 2
K > i« A
£ Nl «H
hy i Planos i h,
* principais  °
Plano de P p Plano de
entrada saida

Figura 2 - Esquema da trajetéria virtual de dois raios luminosos
através de uma lente espessa, [2].

O raio que passa pelo primeiro ponto focal F; vai
emergir da lente paralelo ao eixo 6ptico. Um raio in-
cidente paralelo ao eixo Optico que atinja a lente vai
emergir dela passando pelo seu segundo ponto focal F5.
Esses dois raios, raio 1 e raio 2, que estao desenhados
na Fig. 2 sao chamados de raios principais do sistema
Optico. A intersecao dos planos principais com o eixo
optico define os pontos principais P; e P, para esse sis-
tema.

Da mesma forma que para o caso das lentes finas, os
pontos focais se encontram sobre o eixo 6ptico da lente.

Podemos agora definir os demais parametros para
uma lente espessa:

e a distancia f; é a distancia entre o primeiro ponto
focal F; e o primeiro plano principal; ela é cha-
mada de primeira distancia focal dessa lente;

e a distancia f5 é a distancia entre o segundo ponto
focal Fy e o segundo plano principal; ela é cha-
mada de segunda distancia focal dessa lente;

e como a lente estd imersa num meio isotrépico (o
meio tem o mesmo indice de refracao de cada lado
da lente), f1 = fo3

e hp é a distancia entre o plano em que o raio atinge
a lente, ou plano de entrada e o primeiro plano
principal;

ho é a distancia entre o segundo plano principal e
o plano em que o raio emerge da lente, ou plano
de saida;

a distancia do objeto ao primeiro plano principal
é chamada de o;

a distancia da imagem ao segundo plano principal
é chamada de 1;

cada superficie esférica de uma lente tem um raio
de curvatura R. O raio de curvatura serd positivo
se a superficie atingida pelo raio luminoso ao se
propagar for concava; e o raio de curvatura serd
negativo se a superficie atingida pelo raio lumi-
noso em seu caminho for convexa. O raio de cur-
vatura serd infinito quando corresponder a uma
face plana.

Pode-se construir as matrizes que descrevem essa
trajetéria virtual. Primeiramente vamos escrever a ma-
triz do raio 1 que comega no ponto Fj e vai até Hy. Para
esse raio, @9 é igual a zero, ou seja,

ro = A’f‘l + Bcpl, (5)

w2 = Cr1 + Dy,

onde 11 é definido como a distancia do eixo Optico ao
ponto em que o raio atinge o plano de entrada da lente.
1 € 0 angulo que o raio incidente faz com o eixo éptico.
r9 € a distancia entre o eixo 6ptico e o ponto onde pro-
longamento do raio incidente cruza o primeiro plano
principal da lente. Entao, de acordo com a Fig. 2
(sempre dentro da aproximacao paraxial) temos que

ro =71 + hl(pl, (6)

w2 =Cry+ Dpy =0,
mas, como podemos ver na Fig. 2,

oL = . (7)
(f —h1)

Por outro lado, para o raio 2, ¢; é igual a zero e sem-
pre estamos trabalhando com a mesma notagao para os
parametros, ou seja, r1 e @1 para a entrada e ry e @a
para a saida. Assim, na mesma Fig. 2, temos

ro = A’f‘h (8)

Y2 = C?"l,
Deduz-se também que

T1

P2 = I 9)

De acordo com o formalismo matricial, o elemento
C éigual a —(1/f), [2]. Da Eq. (6) podemos escrever

CTl = —Dtpl, (10)
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substituindo a expressao (6) e C = —(1/f) na equagao
acima, vamos obter

D-1
Analogamente pode-se deduzir que hy é dado por
A-1
ho = — (12)

Portanto, uma vez tendo a matriz de transferéncia
da lente espessa, temos automaticamente as posigoes de
seus dois planos principais, por meio de (11) e (12).

A matriz de transferéncia para uma lente espessa
com espessura t é formada pelo produto de trés ma-
trizes geradas com a aplicagao da lei de Snell e escrita
com

M = M3 M, M,. (13)

onde M; é a matriz para a primeira superficie
esférica atingida pelo raio luminoso, Ms é a matriz que
descreve o caminho do raio luminoso no meio da lente
(espessura t), e M3 é a matriz que representa a segunda
interface esférica.

Utilizando a definicdo de poténcia P de uma su-
perficie refratora, P = (n — 1)/R (onde R é o raio de
curvatura da superficie, que se medido em metros for-
nece a poténcia P em m~! ou dioptria), a matriz M
fica dada por

1t t
M:( tP1P27P7;7P2 17"@ ) (14)
n n
Sabemos que a distancia focal dessa lente esta re-
lacionada ao elemento inferior esquerdo da matriz de
transferéncia, Ref. [2],

1 PP,
_ Y12 p p 15
f n 1 29 ( )
tP Pyt
fz[P1+P2— ;2} (16)

Sendo P, = (n—1)/Ry e P, = (1—n)/Ra, podemos
substitui-los na Eq. (16) para obter a distancia focal f
em termos dos raios de curvatura R; e Ro

Lol ] an

A espessura da lente é proporcional ao elemento su-
perior direito da matriz de transferéncia que é (t/n),
onde t é, de fato, a espessura da lente.

As distancias hy (do plano de entrada ao primeiro
plano principal da lente) e hy (do segundo plano prin-
cipal ao plano de saida da lente) podem agora ser cal-
culadas, por meio das Egs. (11) e (12) e da matriz de
transferéncia Eq. (14)
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t
hy = , (18)
n (1 + % - t%)
hy = L (19)

n(l—i—%—t%).

3. Nao validade da aproximagao de
lente fina

Normalmente quando se realizam experimentos simples
para a determinagao da distancia focal de lentes con-
vergentes ou divergentes, nao se leva em consideragao
o fato de as mesmas serem espessas, ou seja, considera-
se a mesmas como lentes finas. Sendo assim, para a
utilizacao da relagao de Gauss, medidas de distancia
lente-objeto e lente-imagem sao em geral realizadas em
relagao ao centro da lente. Como vimos na se¢ao ante-
rior, para o caso de lentes espessas, na realidade deve-
se levar em conta a existéncia dos planos principais e
as distancias devem ser medidas a partir desses e nao
a partir do centro. Até que ponto a medida a partir
do centro da lente pode prejudicar o resultado final,
considerando-se as incertezas experimentais?

Vamos utilizar como exemplo uma lente convergente
tipica utilizada nos laboratérios didaticos do Instituto
de Fisica da USP em experimentos para determinagao
de distancias focais. A lente em questdo (fabricada
com vidro crown-leve) é biconvexa e possui raios de
curvatura Ry = -Ry = 10 cm e espessura t = 1 cm.
Escrevendo-se os elementos da matriz de transferéncia,
de acordo com a Eq. (14) e assumindo um valor médio
para o indice de refragdo como n = 1,52 (luz branca),
Ref. [4], temos que

< T ) _ ( 0,9658 0,6579 ) ( 1 ) (20)
V2 —0,1022 0,9658 w1 )

Com auxilio das expressoes (11) e (12), pode-se de-
terminar a posigao dos planos principais para essa lente.
Nesse caso obtém-se os valores hy = hy = 3,35 mm.
Portanto, os planos principais estao situados a uma
distancia d = 5 — 3,35 = 1,65 mm do centro da lente.
Logo, as distancias lente-objeto e lente-imagem medi-
das experimentalmente estao nesse caso 1,65 mm maio-
res do que deveriam realmente ser. Notamos entao
que, se dentro das incertezas experimentais, esse va-
lor for significativo, a distancia focal obtida experimen-
talmente nao estard corretamente determinada. Vale
lembrar que a propria distancia focal deve ser medida
em relagao aos planos principais e nao em relagao ao
centro da lente. De acordo com a matriz M, tem-
se que —1/f = —0,1022. Portanto, para essa lente
f=9,79 cm, a ser medido a partir da posigdo dos pla-
nos principais, ou seja 9,96 cm em relagao ao centro da
lente.
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Para a obtencao experimental da distancia focal,
utiliza-se um trilho de aluminio com uma trena (me-
nor divisdo de 1 mm) acoplada, sobre o qual coloca-se
além da lente convergente, um objeto luminoso (no caso

uma lampada incandescente que ilumina uma fenda em
forma de cruz revestida com papel vegetal) e um ante-
paro para projetar a imagem real e invertida (Fig. 3).

Figura 3 - Fotos mostrando o arranjo experimental utilizado para a medida da distancia focal da lente convergente. A esquerda temos
uma visdo geral do banco éptico mostrando o objeto (1), a lente (2) e o anteparo para projegdo da imagem (3). A direita pode-se ver
um detalhe da lente (2) e da imagem real e invertida projetada no anteparo (3).

Para vérios casos de distancia objeto-lente, as res-
pectivas distancias imagem-lente sao determinadas,
sendo as medidas realizadas sempre a partir do centro
da lente. A posicao do objeto é medida na trena uma
Unica vez. A determinacao da posicao da imagem nao
é imediata, pois existe uma dificuldade para se definir
quando a imagem estd corretamente focada no ante-
paro. Isso se deve essencialmente ao problema de aber-
ragao cromatica, pelo fato de se utilizar luz branca como
objeto. Sendo assim, para cada posigao o do objeto, sao
realizadas 5 medidas da posi¢ao ¢ da imagem. Foram
realizadas 40 medidas de ¢ e 0 e a partir da relagao de
Gauss 1/f = (1/0) + (1/i), o resultado experimental é
f=9,80+0,05 cm. Levando-se em consideragao a in-
certeza experimental, nota-se que quando se realiza um
experimento com um numero significativo de medidas,
o valor obtido nao é comparavel ao esperado pelo for-
malismo matricial. Para verificagao, subtraimos o valor
da distancia dos planos principais ao centro da lente de
todos os valores medidos e recalculamos o valor de f.
Nesse caso obtém-se f = 9,78 £ 0,05 cm, compativel
com o valor calculado a partir do formalismo matricial.
Portanto, nesse caso particular a aproximacao de lente
fina nao é adequada levando-se em conta as incertezas
experimentais. Deve-se notar também que se as medi-
das experimentais fossem realizadas a partir da borda
da lente, o erro cometido no caso estudado aqui seria
ainda maior, pois nesse caso as distancias obtidas se-
riam 3,35 mm menores.

E importante ressaltar que para outras lentes com

[

espessuras e distancias focais diferentes, os planos prin-
cipais podem estar mais préximos do centro da lente,
e dentro das incertezas experimentais, a aproximacao
pode permanecer valida. Como exemplo, podemos ci-
tar uma outra lente convergente biconvexa também uti-
lizada nos laboratérios didédticos do Instituto de Fisica

da USP. A lente possui raios de curvatura Ry = —Rs =
26,5 cm e espessura t = 0,57 cm. Nesse caso, os
valores para os planos principais sao hy = hy =

1,88 mm. Logo, os planos principais estao situados
a uma distancia d = 2,85 — 1,88 = 0,97 mm do centro
da lente, ou seja, significativamente mais préximos do
centro quando comparados & lente anterior.

4. Conclusoes

Neste trabalho é discutida a validade da aproximagao
de lente fina em atividades experimentais que envol-
vem a determinacao de distancias focais com auxilio da
relacao de Gauss. Para tal é utilizado o formalismo
matricial para o estudo de trajetoria de raios luminosos
através de um sistema de lentes espessas, sendo intro-
duzido o conceito de planos principais. Para o caso de
uma lente convergente espessa tipica utilizada nos labo-
ratorios didaticos do Instituto de Fisica da USP, dentro
das incertezas experimentais inerentes ao banco 6ptico
utilizado, a aproximacgao de lente fina mostrou-se ina-
dequada. Entretanto, em medidas com lentes e arran-
jos experimentais diferentes deve-se ter em mente que
nem sempre esse é o caso, sendo importante recorrer
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ao conceito de planos principais e suas implicagoes na
determinacao experimental correta de distancias focais.
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