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Neste segundo artigo sobre sistemas hamiltonianos, apresentamos o método da explosao (blow-up) para a
determinagio da natureza de pontos fixos (pontos de equilibrio) degenerados. Aplicamos o método a dois mo-
delos hamiltonianos com um e dois graus de liberdade, respectivamente. Primeiramente, analisamos um sistema
formado por um péndulo simples submetido a um torque externo constante. Em seguida, consideramos um
sistema formado por um péndulo duplo com segmentos de comprimentos e massas iguais, também submetidos a
torques externos constantes e ndo nulos. A presenca de pontos de equilibrio degenerados nos casos dos péndulos
simples e duplo ocorre para certos valores dos torques externos.

Palavras-chave: pontos de equilibrio degenerados, método da explosao, sistemas hamiltonianos.

In this second article on hamiltonian systems, we present the blow-up method for the determination of the
nature of degenerate fixed points (equilibrium points). We apply the method to two hamiltonian models with
one and two degrees of freedom respectively. Firstly we study a system formed by a simple pendulum subjected
to a constant external torque. Then we consider a system formed by a double pendulum of segments with
equal lengths and masses, also subjected to nonvanishing constant external torques. The presence of degenerate
equilibrium points in both cases of simple and double pendulums occurs for some values of the external torques.

Keywords: degenerate equilibrium points, blow-up method, hamiltonian systems.

1. Introducao

No estudo da dinamica de sistemas hamiltonianos [1 2],
a andlise do espago de fase tem como ponto de partida
a busca de pontos de equilibrio (também denominados
pontos fixos). A importancia de tais pontos vem do
fato de que estes “organizam” a estrutura das drbitas
no espago de fase do sistema (ou, em outras palavras,
reduzem as possibilidades para esta estrutura). Na teo-
ria dos sistemas dinamicos [3], um ponto de equilibrio
(ou, de modo equivalente, a estrutura dos espago de fase
nas suas vizinhangas, que descreve o comportamento
dinadmico do sistema nesta regido) pode ser classificado
mediante o processo de linearizagao [4], que consiste na
expansao do sistema de equagoes em série de Taylor até
a primeira ordem, em torno dos pontos de equilibrio.
No entanto, quando a matriz dos coeficientes constan-
tes do sistema linearizado em torno de um dado ponto
de equilibrio (matriz jacobiana) apresenta um ou mais
autovalores nulos, o processo de linearizagao nao é sufi-
ciente para a caracterizacao do ponto de equilibrio; este
entdo é dito degenerado [5].

1E-mail: monerat@Querj.br.
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O matemético René Thom [6] foi o primeiro a obter
uma classificacao para pontos de equilibrio degenera-
do. Uma classificacao muito simples é também apre-
sentada por Bautin [7]. Em 1998, Aranda [8] apresenta
um método para andlise de pontos de equilibrio degene-
rados em sistemas planos (bi-dimensionais). Um outro
método muito interessante é o da explosao (blow-up) [9].
Este método tem sido aplicado na analise da dinamica
de diversos sistemas fisicos com pontos de equilibrio de-
generados. Por exemplo, Bogoyavlensky [10] utiliza o
método da explosdo em sistemas astrofisicos e Monerat
[11] em modelos cosmolégicos de Friedmann-Robertson-
Walker, com constante cosmoldgica e poeira, para des-
crever a estrutura das curvas no espaco de fase do mo-
delo préoximas a singularidade.

Recentemente Monerat et al. [12] apresentaram um
estudo analitico sobre o comportamento da dinamica
dos péndulos simples e duplo, ambos submetidos a tor-
ques externos constantes, na vizinhanca dos pontos
de equilibrio destes sistemas. Observa-se a presencga
de pontos de equilibrio degenerados, para determina-
dos valores dos torques externos. Para uma descrigao
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completa desses sistemas, torna-se necessario a classi-
ficacdo destes pontos de equilibrio degenerados, obje-
tivo deste trabalho. Chamamos a atencao do leitor para
a restrigao de nossa discussao a sistemas hamiltonianos;
para o tratamento dos demais sistemas, sugerimos a re-
feréncia [9].

Neste trabalho, faremos uso do método da explosao
para descrever a estrutura das curvas em uma vi-
zinhanca linear dos pontos de equilibrio degenerados
existentes no espaco de fase dos péndulos simples e du-
plo. Na secao 2, apresentamos o método da explosao,
conforme exposto por Guckenheimer e Holmes [9], para
um sistema hamiltoniano de um grau de liberdade,
por questao de simplicidade. Na segao 3, aplicamos o
método para o péndulo simples submetido a um torque
externo constante, descrito por uma fungao de Hamil-
ton de um grau de liberdade. Na se¢ao 4, estendemos
o método para um sistema hamiltoniano de dois graus
de liberdade formado por um péndulo duplo, também
sujeito a agao de torques externos constantes. Na secao
5, apresentamos nossos comentarios finais e conclusoes.

2. O método da explosao (blow-up)

Por questao de simplicidade de exposigao, focaliza-
remos aqui sistemas hamiltonianos com um grau de li-
berdade. Uma descrigao mais abrangente deste método
pode ser encontrada na Ref. [13].

Considere um sistema descrito por uma hamilto-
niana H = H(z,p,); sua dindmica é governada pelas
equacoes de Hamilton

de(t)  OH
e
dpy OH

em que f(z,p;) e g(x,p,) sdo fungdes cujas formas,
naturalmente, dependem da forma da hamiltoniana.
Suponhamos que exista no espaco de fase do sistema
pelo menos um ponto de equilibrio, ou seja, um ponto
P(xz*,p;) tal que i|p = pglp = 0 ou, de modo
equivalente, f(z*,p%) = g(a*,pr) = 0. O ponto de
equilibrio estd situado sobre a superficie de energia
Etiza = H(z*, py), imersa no espago de fase.

Ao expandirmos o sistema (1) em série de Taylor
até a primeira ordem em torno do ponto P, obtemos
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em que X =z —x* e P =p— p} representam o afasta-
mento a partir do ponto de equilibrio. Se o ponto de

b, (2)
P
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equilibrio P(a*, pr) for degenerado, ou seja, se a matriz
jacobiana do sistema linearizado em torno deste ponto,

af af
dx  Opa

J — I (3)
9g 9g

ox Opz P

for singular (i.e., se pelo menos um de seus autovalo-
res forem nulos), o comportamento das trajetérias do
sistema na vizinhanca do ponto de equilibrio nao po-
derd ser determinado pelo processo de linearizacao do
sistema, conforme discutido em [12].

O chamado método da explosio ou blow-up [9],
que expomos a seguir, nos permite analisar este com-
portamento. Para descrevermos os pontos (z,p,) de
uma vizinhanca ® do ponto de equilibrio degenerado
P(z*, pk), utilizaremos coordenadas polares (r, 6), de-
finidas como (vide Fig. [1a)

X=z—-2z" rcosd, (4)
P=p,—p; = 7 send, (5)

tal que r € [0,00), 6 € [0,27). Ressaltamos que esta
transformacao ndo é canonica: ela deve ser aplicada so-
mente apos termos obtido as equagoes de Hamilton nas
variaveis originais.

Reescrevendo as equagdes de movimento (2)) nas no-
vas variaveis, obtemos

- _ f(r,0) cosf + g(r,0) send, (6)
dt

de 1

a = ; [—f(’f', 6) senf) + g(?", 0) COs 0} ) (7)

em que as fungoes f e g sao escritas em termos das no-
vas variaveis. Estamos interessados no limite r — 0,
quando tendemos ao ponto P, para qualquer #; a fim
de evitar singularidades nas equagoes, multiplicamo-las
por r, obtendo um sistema da forma

T%(tt) = —f(r,0) senf + g(r,0) cosd = G(r, 0). (9)

Podemos associar os pontos da vizinhanca ®, con-
tida no espaco de fase, a pontos de uma superficie
cilindrica I' em um espago tridimensional auxiliar ¥
(vide Fig. [1b), cujos pontos serao localizados em coor-
denadas (cilindricas!) (r,0). Sejam I'y, I'p e T'_ os
subconjuntos de I' tais que r > 0, r = 0 e r < 0,
respectivamente; e seja ¢, = & — {P} a vizinhanca
perfurada de P. Cada ponto de @, corresponde a um
ponto de I'y, e vice-versa. O ponto de equilibrio de-
generado P corresponde a 'y, ou seja, a circunferéncia
r = 0 sobre I': diz-se que o ponto critico P foi explodido
ou ampliado (em ingés, blown-up) na circunferéncia I'.
Nao hé pontos em ® correspondentes a pontos de I'_.
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(a)

Figura 1 - Ilustracdo da transformacado de varidveis e a sua interpretagdo, caracteristicas do método da explosdo (blow-up), para um
espago de fase bidimensional. Em (a), um ponto A da vizinhanca ® de um ponto de equilibrio degenerado P(z*,p%) é descrito por
coordenadas polares (r,60). Por sua vez, (b) mostra que (r,0) podem ser interpretadas como coordenadas cilindricas de um ponto A’
sobre uma superficie cilindrica I', imersa em um espago tridimensional ¥. Sejam I'y, I'gp e I'_ os subconjuntos de I'" tais que r > 0,
r =0 er < 0, respectivamente; e seja &4 = & — {P} a vizinhanga perfurada de P (da qual, por defini¢do, estd excluido o préprio
P). HA& uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de ®1 e I';; o ponto de equilibrio degenerado P corresponde a todos os
pontos de I'g (a circunferéncia r = 0 sobre I'); e os pontos de I'_ néo correspondem a nenhum ponto de ®. Observe que os espagos
®4 e I'; tém a mesma dimensdo; porém o ponto (de dimensdo nula) P é mapeado em uma curva (unidimensional) I'g. Diz-se que o
ponto P é explodido ou ampliado (blown-up) na curva I'g. Deste modo, drbitas sobre 'y que se aproximem ou se afastem de qualquer
ponto de I'g representarao curvas em ®4 que se aproximam ou se afastam do ponto de equilibrio P, respectivamente. Ao escrevermos
as equagdes linearizadas de movimento nas coordenadas (r,0), poderemos identificar seus pontos de equilibrio Q; € I'p; se todos estes
forem nao-degenerados, a linearizacdo em torno de cada Q; determinard a natureza das 6rbitas em torno de P. No entanto, se ainda
houver algum Q; degenerado, uma nova explosao em torno deste ponto serd realizada, e assim por diante.

O passo seguinte consiste em determinarmos os pon-
tos de equilibrio do sistema (8)-(9), que sdo da forma
Qi(r=0, 0F) €Ty, tal que ¢ = 1,2,...,n. Estes pon-
tos correspondem as diregoes, em ®, segundo as quais
as Orbitas se aproximam ou se afastam do ponto degene-
rado P. Devemos entao linearizar o sistema (8)-(9) nas
varidveis (r, ), em torno dos Q;, e de forma andloga ao
que foi feito para o sistema original, determinar o jaco-
biano do sistema linear resultante. Um jacobiano nulo
implica em um Q; degenerado, e um jacobiano ndo-nulo
implica em um Q; nao-degenerado

Caso todos os pontos Q; sejam nao-degenerados, a
linearizagao do sistema (8)-(9) em torno de cada Q; terd
determinado completamente a estrutura das orbitas em

suas respectivas vizinhangas lineares, e portanto na vi-
zinhanca linear de P.

Contudo, se ainda houver algum Q; degenerado,
realiza-se uma nova explosao em torno deste ponto,
introduzindo-se novas coordenadas (r1, 61) tais que

r = ricosbq, (10)
0 — 07

r1 senfy, (11)

e assim por diante. Nos exemplos utilizados no presente
artigo, somente uma explosao sera suficiente. O leitor
interessado poderd encontrar na Ref. [J] exemplos em
que sao necessarias uma segunda e terceira explosoes.
Em um espaco de fase com 2n dimensoes, a vi-
zinhanca perfurada ®, de P serd mapeada® em um

*

2Em um espago de fase de dimensdo 2n, pontos da vizinhanca perfurada 'y de P(z7, x5, ... m;,p{,pg, ...p}) sdo os pontos sobre a
superficie das hiperesferas 2n-dimensionais (z1 — 27)2 + - + (zn — 25)2 + (p1 —P})2 + - + (pn — p})? =72, com r € (0,00). Para o
caso n = 1, conforme ja expusemos aqui, podemos utilizar as transformacdes x1 — x} = rcosf e p1 — pj = r senf, em que r € (0, 00)
e 6 € [0,2m). Para o caso n = 2, podemos utilizar as transformacbes x1 — &} = rcosf1, x2 —xl = r senficosbz, p1 —p} =
r senfy senfz cos @3, p2 —ph = r senfi senfo sendz, em que r € (0,00), 01,02 € [0, 7] e O3 € [0,27). Transformacoes andlogas podem

ser definidas para o tratamento de dimensoes superiores, com légica de construgdo bem simples. Inicialmente, temos um segmento
Lo, de comprimento r no espago de fase. A primeira equagdo representa a projegdo ortogonal de Lo sobre o eixo associado & primeira
coordenada z1 (utilizando cos 01); as equagdes restantes conterdo a projegio de Lg sobre o sub-espago Vi, ortogonal ao eixo z1 (utili-
zando senf ), determinando neste espago um segmento L. A segunda equagdo representa a projegao de L1 sobre o eixo coordenado xa
(utilizando cos 02), e as equagdes restantes contém a projegio de L sobre o espago Va, ortogonal aos eixos z1 e z2 (utilizando senfs). O
processo segue até atingirmos a projegao sobre o sub-espago unidimensional Va,_1. Os intervalos de variagio r € (0, 00), 6; € [0, 1] para
i=1,...,2n—2e 0,1 € [0,27) garantem que haja uma relacdo biunivoca entre (x1 —a},...,&n —x},...,P1 — D%, ..., Dn —Dh) # P
e (r,01,...,02n-1).
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espaco ['; de dimensao 2n. O ponto de equilibrio dege-
nerado P serd mapeado em um espago I'y de dimensao
2n — 1. Tanto '} quanto I'y encontrar-se-ao imersos
em um espago ¥ de dimensao 2n + 1. A Fig. 1l ilustra
ocason = 1.

3. O péndulo simples

Aplicaremos o método descrito na se¢do 2 ao péndulo
simples submetido a um torque externo constante. Este
modelo pode representar um braco robdtico de haste
rigida tnica, com um motor situado no seu ponto fixo
aplicando um torque arbitrario 7" na haste em relagao a
este ponto fixo (vide Fig. 2). No presente caso escolhe-
mos T = mgL, em que m é a massa da particula, L o
comprimento do péndulo e g a aceleragao da gravidade
local. Este valor de T foi deliberadamente escolhido
para que tenhamos um ponto de equilibrio degenerado
do sistema.

Figura 2 - Modelo simplificado de brago robético com movimen-
tos restritos a um plano vertical. Um péndulo simples de com-
primento L e massa m sob torque externo 7" modela um brago
de segmento dnico (de comprimento L e massa desprezivel) com
atuador (elemento na extremidade livre) de massa m. Um motor
na extremidade fixa do brago aplica um torque T ao sistema.

A funcdo de Hamilton® é da forma

_
2mL?

—mgLcos(p) —mgLep. (12)
As equacoes de Hamilton que governam a dinamica
desse sistema apresentam um ponto de equilibrio no
ponto P*(¢*,p;) do espago de fase, tal que p* =

, P = 0; este ponto possui energia Efiza = mgfﬂ
O processo de linearizagao [12] das equages de Hamil-
ton em torno da vizinhanga linear do ponto P* coloca

Monerat et al.

o sistema (8)-(9) na forma

d)gt(t) =7 (X - X+), (13)

em que X(t) = (p(t), pp(t)), X* = (¢, pp) e J € a
matriz jacobiana do sistema para o ponto P*,

0 1
L2
J= " . (14)
0 0

Os autovalores da matriz jacobiana J sao nulos, in-
dicando que o ponto de equilibrio P* é um ponto de
equilibrio degenerado.

Vamos agora aplicar o método apresentado na secao
2. Para isso, de acordo com as Egs. (4) e (5), faremos
uma transformagao de varidveis

@ =rcosb; p,=r send, (15)

tal que o sistema de equagoes diferenciais formado pelas
equagoes de Hamilton assume a forma

r% = % [—rcos® (m?gL? sen (r senf) —
m
m?gL® —r senf)], (16)
r% = 1LQ [m?gL? sen(r senf) senf—
m

m2gL® send — r sen®0 + 1] . (17)

De acordo com o método, inicialmente considera-
mos o limite 7 — 0 nas Egs. (16) e (17); em seguida,
determinamos os valores de 6§ = 0* que fornecerao as
coordenadas do ponto de equilibrio degenerado nas no-
vas coordenadas. O resultado neste caso é 6* = 0.
Tal ponto estd associado a uma superficie de energia
Eﬁm = —mgL. Entao, de acordo com o método ex-
posto na se¢ao 2, linearizamos o sistema em torno do
ponto (r = 0, 8* = 0); a matriz jacobiana nas novas
varidveis é

0 mgL
J = : (18)
—mgL 1/mL>

A natureza de tal ponto de equilibrio é determinada
pelos autovalores da matriz J

1+ /T = dmiLog
A= - m

3Verifica-se facilmente que H é conservada pois, tendo em vista as equacdes de movimento de Hamilton,

_ o

= 8p¢7

temos

dH oH

dt a¢¢

Py = —

2mL2
1— /1 —4m*Lbg?
Ay = . 19
2 omL2 (19)
6j
a¢’
o _on _
at ot
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Podemos observar que se m?* ﬁ ambos os

autovalores sao reais e A\; = Ay > 0, indicando que
tal ponto apresenta um equilibrio instavel, denomi-
nado “né flexionado” (inflected node) [4]. A condigdo
m* > ﬁ indica que o ponto de equilibrio é um
foco, ou seja, temos autovalores complexos da forma
A =a=+ib, em que {a, b} sdo nlimeros reais e positivos
[4]. Esse resultado indica que o elemento de volume
no espago (r, ) nio é conservado®. Para m? < ﬁ
os autovalores sao reais e distintos, configurando um né
instavel (observacao: em alguns sistemas hamiltonianos
conservativos, com dois graus de liberdade, pode ocor-
rer o aparecimento de pontos de equilibrio do tipo “foco
generalizado” conforme mostrado na Ref. [15]. Nesses
casos estes pontos representam situagoes de equilibrio
instével).

A solugdo geral do sistema linearizado formado pe-
las Egs. (16) e (17) em torno do ponto de equilibrio
é uma superposigdo (combinagao linear) das solugoes
linearmente independentes

m Tom

2
Xi(t) = Z DA Amt (20)
m=1

em que X;, i € {1,2}, representa as componentes do

vetor
() ow

€ 0s Aﬁf} sao as componentes dos autovetores associados
aos autovalores \,, da matriz jacobiana, e os coeficien-
tes cﬁf} sao constantes de integracao que dependem das
condigoes iniciais escolhidas.

Em termos das varidveis (r, 0) as solucoes vélidas
numa vizinhanga linear do ponto de equilibrio sao da
forma [12]

rt) = a erit + ¢ e’\’“t, (22)
0(t) = c3 Ml ey e, (23)

em que A1 e A2 sdo dados pela Eq. (19). Como ji men-
cionado, as solugdes (22) e (23) dependem da relagao
entre os valores da massa e do comprimento do péndulo.
A estrutura das curvas na vizinhanga linear dos pon-
tos de equilibrios para os casos de né instavel (quando

4 ), n6 flexionado (quando m* e

_1 _ #)
4L6g2 — 4L542
foco (quando m* > ;7t-) podem ser vistos na Ref. [4].

m> <
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4. O péndulo duplo

Um péndulo duplo de massas idénticas m e segmen-
tos de comprimentos idénticos L, sob a acao de tor-
ques externos constantes de intensidades T} = 2mgL
e Ty, = mgL, respectivamente, apresenta um ponto de
equilibrio degenerado no seu espago de fase [12]. Este
modelo pode representar um braco robdtico de duas
hastes rigidas, com dois motores: um situado no seu
ponto fixo, e outro situado na juncao entre as duas
hastes (vide Fig. [3). Aqui, as intensidades dos torques
foram deliberadamente escolhidas de modo a termos
um ponto de equilibrio degenerado do sistema.

Figura 3 - Modelo simplificado de brago robdtico com movimen-
tos restritos a um plano vertical. Um péndulo duplo sob torques
externos 77 e T modela um brago robético de dois segmentos,
ambos de mesmo comprimento L e massas despreziveis. Por sim-
plicidade, supomos que tanto o atuador (na extremidade livre
do segundo segmento) quanto os dois motores (no ponto fixo do
primeiro segmento e na jungao entre os dois segmentos) possuem
massas idénticas m. Os motores aplicam torques 17 e T3 a cada
um dos segmentos, em relagao ao ponto fixo e ao ponto de jungao,
respectivamente.

Este sistema é descrito por uma funcao de Hamil-
ton® de dois graus de liberdade na forma

B+ p3 — cos(p1 — p2)pip2
mL2(1 + sen(p; — ¢2)?)
—mgL cos(p2) + 2mgLpy + mgLps. (24)

—2mgL cos(p1)

As equacgoes de Hamilton governam a dinamica
do sistema; elas constituem um conjunto de quatro
equagoes diferenciais nao lineares, e possuem um ponto
de equilibrio degenerado Py de coordenadas

Py: (p1=0, o1 =—7/2, pp =0, po =—7/2), (25)

com uma energia associada Ey = —%wmgL.

4Lembramos que as coordenadas (r, ¢) ndo sio canonicamente conjugadas; portanto nido devemos inferir que a ndo-conservacio
do volume neste espaco implica em nao-conservacio da energia. O teorema de Liouville [14] estabelece que em um sistema fechado
hamiltoniano (descrito em termos de coordenadas canonicamente conjugadas, portanto) o elemento de volume no espago de fase é con-
servado ou, de modo equivalente, a hamiltoniana se conserva. O sistema do qual estamos tratando aqui é aberto, porém a sua energia €
conservada, conforme ja verificamos. O efeito do torque constante aqui é semelhante, de certo modo, ao efeito do campo gravitacional
constante sobre um sistema massa-mola vertical, ndo interferindo aquele campo na conservagdo da energia do sistema, mas somente

deslocando o seu ponto de equilibrio.

5De modo anilogo ao demonstrado para a funcio H em (12), o leitor pode verificar que a hamiltoniana também é conservada.
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Em se tratando de um ponto de equilibrio degene-
rado, o processo de linearizacao do sistema de equagoes
em torno desse ponto nao é suficiente para caracte-
rizd-lo (i.e., caracterizar o comportamento do sistema
em sua vizinhanga). Para determinarmos a natureza
deste ponto de equilibrio faremos uso do método da
explosdo, apresentado na secao 2. O péndulo duplo
possui dois graus de liberdade (¢1, ¢2), aos quais asso-
ciamos os momenta canonicamente conjugados (p1,p2),
respectivamente. Portanto, utilizaremos coordenadas
hiperesféricas quadridimensionais (R, 6, ¢, n), defini-
das pelas transformacoes® de varidveis

v1 = R sen(f) cos(¢) sen(n);
p1 = R sen(0) sen(¢) sen(n),
(26)
w2 = R cos(6) sen(n);
p2 = R cos(n),

em que 7 € [0,7],0 € [0,27],¢ € [0,27] e R € [0,0).
Substituindo as expressoes (26) nas equacoes de Hamil-
ton do sistema obtido a partir da hamiltoniana (24]),
obtemos um novo conjunto de quatro equacoes dife-
renciais nas novas varidveis (R, 0, ¢,n). As equagdes
de Hamilton nas variaveis originais podem ser vistas
na Ref. [12]; nas novas varidveis, as equages tomam a
forma”

= fl(R307¢,n);

= f2(R7 97 ¢»77)
(27)
RIG = f3(R.0,0,n);

RY = f,(R.0,.m).

As coordenadas do ponto de equilibrio degenerado nas
novas varidveis sdo obtidas anulando o lado esquerdo
das Egs. (27), e em seguida, considerando o limite
R — 0 das fungoes f;, i € {1,2,3,4}. A primeira
das equagoes obtida é identicamente nula; as demais
formam o sistema

sen(¢) cos(f) [sen(n)] " = 0;
cos(@) [sen(8)sen(n)] ' = 0; (28)

—2cos(n) sen(d) sen(¢p) + sen(n) = 0,
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cuja solugao fornece quatro pontos de equilibrio,

Q1 : (RzO, o= 37 7 = arctan(2), 92%);

e

Qo : <RO, ¢ = =, n = —arctan(2), 0;);

Qs : <R:O, o= j, n = —arctan(2), 0 =

-7 ™
Q4.<RO,¢ 2,nfarctan 2>

Todos os pontos de equilibrio descritos em (29) estao
associados a mesma superficie de energia ¢; = —3mglL.
Ao linearizarmos o sistema de equagoes (27) em torno
de qualquer um dos pontos de equilibrio, obtemos ma-
trizes jacobianas idénticas, da forma

—/5mgL 0 0 0
J - 0 VbmgL 0 0
v _W]LQ 0 \/gmgL 0 ’
0 0 0 VEmgL

(30)
em que i € {1,2,3,4}. O conjunto A; de autovalo-
res das matrizes jacobianas fornecerao a natureza do
i-ésimo ponto. Obtemos

A2 = £VBmgL; X34 = vV5mgL. (31)

Este resultado indica [4] que os quatro pontos de
equilibrio correspondem a combinacao de uma sela
(A1,2) e de um né flexionado (Az.4); representam, por-
tanto, situagoes de equilibrio instavel.

5. Conclusao e comentarios finais

Neste trabalho, aplicamos o método da explosao
(blow-up) para a determinagdo da natureza de pontos
de equilibrio degenerados no espago de fase de dois mo-
delos hamiltonianos: o péndulo simples e o péndulo du-
plo, ambos sob a acao de torques externos constantes.
Concluimos que todos os pontos degenerados existentes
nestes dois sistemas descrevem situagoes de equilibrio
instavel. No caso do péndulo simples, mostramos que
hé apenas um ponto de equilibrio degenerado; este pode
ser um noé instavel simples ou flexionado, dependendo
da relagao entre a massa e o comprimento do péndulo.
No caso do péndulo duplo, ap6és a explosao observamos
a existéncia de quatro pontos de equilibrio instaveis de

6Uma hiperesfera quadridimensional de raio R é o lugar geométrico dos pontos do espago euclidiano R*, da forma (v1,p1, @2, p2),
que guardam a mesma distancia R da origem, satisfazendo portanto & equagao cartesiana @% + p% + <p§ + pg = R2. Esta equacdo é a
generalizagio do caso bidimensional (circunferéncia, 2 + y? = R?) e tridimensional (superficie esférica, 22 + y2 + 22 = R?).

7As expressoes das fungdes f;(R, 0, ¢,n) para R arbitrario sio demasiadamente extensas; aqui somente seu comportamento no limite
R — 0 é relevante. No entanto, as expressoes gerais podem ser facilmente obtidas pelo leitor utilizando-se um sistema de computacao
simbdlica como o Maple ou o Mathematica. O leitor interessado na expressdo completa destas fungdes pode obté-las contactando os

autores via e-mail.
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mesma natureza; cada um deles consistem no produto
direto de uma sela hiperbdlica (associada a um par de
autovalores reais e simétricos) por um né flexionado.
Assim, o método em questao permite a descrigao das
solugbes na vizinhanga linear de cada um dos pontos
de equilibrio degenerados, mostrando ser uma técnica
eficaz na andlise da estabilidade/instabilidade de tais
sistemas. A relativa simplicidade do método permite
que este possa integrar o programa de uma disciplina
de sistemas dindmicos a ser cursada apds a disciplina
de mecanica analitica [16] nos cursos de graduacao em
fisica, conforme discutido na Ref. [12].
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